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Die Partielle Ableitung
Eine irrefiilhrende Verwendung dieses Begriffs, die von
der in der Mathematik iiblichen abweicht, ist in der
Physik weit verbreitet
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1. Ubersicht

Man begegnet in der physikalischen Praxis sehr hiufig Funktionen
der Form L(t,q(t), ¢(t)). Charakteristisch fiir diese Art von Funk-
tionen ist es, dass Variable (in diesem Beispiel ¢) sowohl explizit
als auch implizit (in diesem Beispiel als Variable von ¢ und ¢)
vorkommen. Solche gemischten Funktionen sind nach der , reinen
Lehre“ der Mathematiker nicht zuldssig, weil sie unvertraglich mit
den mathematischen Regeln der Differentialrechnung sind. Da viele
Physiker aber nur ungern auf gemischte Funktionen verzichten
wiirden, haben sie die Regeln der Differentialrechnung so erwei-
tert, dass die Unvertraglichkeit von gemischten Funktionen und
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Differentialrechnung behoben wird.
Dazu unterschieden Physiker zwischen einer ,,totalen Ableitung®

dL _ 0L 0Ldg  OLdg "
dt ~ at  dgdt  dq dt’

bei der die Kettenregel anzuwenden ist, und einer , expliziten

Ableitung*

=, 2
bei der die Kettenregel nicht anzuwenden, sondern nur nach der
expliziten Variablen abzuleiten ist. Irrefithrenderweise wird die
explizite Ableitung als , partielle Ableitung“ bezeichnet.

Wir werden die Methode der Physiker im Folgenden Konventi-
on P nennen. Die ,reine Lehre* der Mathematiker werden wir in
diesem Artikel als Konvention M bezeichnen. Aulerdem definieren
wir, um den Unterschied zwischen den Konventionen P und M
klarer darstellen zu kénnen, eine Konvention M+, die in der No-
menklatur Konvention M ahnlich ist, inhaltlich jedoch Konvention
P entspricht.

Im folgenden Abschnitt fassen wir zunédchst die Regeln der Ab-
leitung geméfl Konvention M kurz zusammen, und stellen dann
die abweichenden Regeln nach Konvention M+ und Konvention P
vor. Insbesondere stellen wir den Begriff |, partielle Ableitung* klar,
den Konvention P in irrefiihrender Weise verwendet. Im letzten
Abschnitt geben wir noch einen Hinweis zur korrekten Anwendung
von Konvention P.

2. Die Regeln der Ableitung

2.1. Konvention M

Unter Konvention M verstehen wir die Regeln der Ableitung, wie
sie in der mathematischen Literatur tiblich sind.
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Definitionen:

Wir bezeichnen f als explizite, x als implizite Variable der Funk-
tion j(f(z)). Die Funktion m(n(x), f(x),y) hat die expliziten Va-
riablen n, f, y, und die implizite Variable x. x ist eine explizite
Variable von n und von f.

Die Ableitung einer Funktion f, die von genau einer expliziten
Variablen = abhéngt (wobei & von weiteren Variablen abhédngen
kann, aber nicht muss), ist definiert durch

df(z) _ . fle+Az)— f(z)

dz = Alalcgo Ax ' (3a)

Wenn eine Funktion g(z,y) von mehreren expliziten Variablen
abhéngt (die ihrerseits von weiteren Variablen abhéngen konnen,
aber nicht missen), so wird ihre partielle Ableitung nach x definiert
durch

ox T Az—0 Ax

Das partielle Differential nach x einer Funktion wird durch

d. f(x) = % dx (4a)
deg(z,y) = % da (4b)

definiert. Das totale Differential einer Funktion wird definiert als
die Summe der partiellen Differentiale nach allen ihren expliziten
Variablen:

d
df(x)zdwfzédx (5a)
0 0
dg(z,y) =dyg +dyg = —gda:—{— —gdy (5b)

ox oy
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,» Das Differential dx einer unabhéngigen Variablen x ist gleich ihrem
Zuwachs, dem man einen beliebigen Wert beimessen kann.“ [1]

Eine partielle Ableitung einer Funktion, die von nur einer expli-
ziten Variablen abhéngt, wird nicht definiert.

Eine Ableitung (ohne das Wort ,, partiell* und mit dem Buchsta-
ben d gekennzeichnet) einer Funktion mehrerer expliziter Veran-
derlicher nach einer dieser Veranderlichen (also ein Ausdruck der
Art %) wird nicht definiert.

Konvention M verwendet also das Zeichen 0 und bezeichnet es als
partielle Ableitung, wenn eine Ableitung einer Funktion gebildet
wird, die von mehreren expliziten Variablen abhidngt. Dagegen
spricht Konvention M von Ableitung und benutzt das Zeichen d,
wenn die Ableitung einer Funktion gebildet wird, die nur von einer
einzigen expliziten Variablen abhéngt.

Irgendwelche Folgen hat die nominelle Unterscheidung von Ab-
leitung und partieller Ableitung nach Konvention M nicht. Insbe-
sondere ist sowohl bei partieller Ableitung wie bei Ableitung die
Kettenregel (siehe unten) anzuwenden. Differentiale sind dagegen
immer mit dem Buchstaben d zu schreiben, und ein partielles Dif-
ferential einer Funktion mehrerer Verédnderlicher ist etwas anderes
als ihr totales Differential.

Kettenregel:
Die Ableitung bzw. partielle Ableitung einer Funktion nach einer
Variablen x ist gleich der Summe der Ableitungen bzw. partiellen
Ableitungen der Funktion nach jeder ihrer expliziten Variablen,
wobei jeder Summand multipliziert wird mit der Ableitung bzw.
partiellen Ableitung dieser expliziten Variablen nach z:
om(n(x), f(h(x)),y) Omdn n om df om dy

(6)

oz ~ Ondx  Of Q/a_c/ ?y@/
df dh =0

=¥

h

[=¥
8
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Das partielle Differential einer Funktion nach einer Variablen x
ist gleich der Summe der partiellen Ableitungen bzw. der Ableitung
der Funktion nach jeder ihrer expliziten Variablen, wobei jeder
Summand multipliziert wird mit der Ableitung bzw. partiellen
Ableitung dieser expliziten Variablen nach z, und multipliziert
wird mit dem Differential dz:

Op Jg

opdf
d =——-—d ——-—d 7
Das totale Differential einer Funktion ist gleich der Summe ihrer
partiellen Differentiale nach den expliziten Variablen:

dp(f(x),g(x,y)) = dsp+dgp (8)

Gemischte Funktionen:
Als gemischte Funktionen bezeichnen wir Funktionen der Art
q(f(x),z,y), in denen mindestens eine Variable sowohl explizit
als auch implizit vorkommt.

Wir bilden die partielle Ableitung von ¢ nach x:

9q(f(z),z,y) _d¢df  0Oq dz  Oq dy ist falsch!  (9)

ox T Ofdz | 0z dz, Oy dx
R

Hier steht links und rechts vom Gleichheitszeichen %, obwohl
g—]qc% im allgemeinen verschieden von Null ist. Das gleiche Problem
taucht auf, wenn man das partielle Differential einer gemischten
Funktion nach der explizit und implizit vorkommenden Variablen
bilden will (und der Fehler pflanzt sich dann natiirlich ins totale

Differential fort):

_oudf Oade 0y dy
dwq(f(a:),a:,y)—afdxda:—i— 8$££C-/dx—i— 8yé£dx (10)

=1 =0
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Wieder taucht das ominése % auf, das nach (9) Unsinn ergibt, weil
es mehrdeutig ist. Aus diesem Grund sind gemischte Funktionen
nach Konvention M nicht zuldssig. Nach Konvention M darf jede
Variable in einer Funktion entweder nur explizit oder nur implizit
vorkommen.

Diese Forderung von Konvention M lasst sich einfach erfiillen
durch die Definition von Hilfsfunktionen der Art

X(x)=x (11)
und die Ersetzung
o(f(x),2,y) — Q(f(x), X(2),y) - (12)

X kommt in @ nur explizit vor, x nur implizit. Die partielle Ablei-
tung von @ nach x wird damit

0Q(f (), X(x),y) _ 0Qdf  0Q dX

ox T 9fdx | 0X dxz (13)
=
und das partielle Differential ergibt sich zu
oQ d 0Q dX
LU @)Xy = 20 ey 92X gy )

T of du 0X dx

Nicht alle Physiker waren damit zufrieden, gemischte Funktionen
mithilfe geeigneter Hilfsfunktionen aus der Welt zu schaffen. Des-
halb erfanden sie eine alternative Methode um auch gemischte Funk-
tionen zulassen zu konnen, die wir als ,, Konvention P* bezeichnen.
Als Zwischenschritt beschreiben wir im folgenden Abschnitt ,, Kon-
vention M+“ M+ und P unterscheiden sich nur in der Nomenklatur,
aber es gibt keinen inhaltlichen Unterschied.
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2.2. Konvention M-+

Die unsinnige Gleichung (9) konnte mit der Hilfsfunktion X (z) = =
und der Ersetzung q(f(z),z,y) — Q(f(z), X(x),y) in die korrekte
Gleichung (13) umgewandelt werden. Jetzt wandeln wir X nach x
und @ nach ¢ zuriick. Selbstverstdndlich darf dabei nicht kurzer-
hand X durch x und @ durch ¢ ersetzt werden, denn das wiirde
sofort wieder zur falschen Gleichung (9) zuriickfithren. Der ent-
scheidende Punkt in (13) ist, dass durch % eindeutig klargestellt
wird, dass die Ableitung nach dem expliziten X, aber nicht nach
dem impliziten, in f versteckten x gemeint ist. Diese Klarstel-
lung diirfen wir bei der Riickwandlung nicht verlieren. Die korrekt
riickgewandelte Gleichung (13) lautet deshalb

9q(f(z),x,y)  9qdf
oz T of dw

= Ableitung nur nach der expliziten Variablen
e

(15)

e

Die Riickwandlung des korrekten partiellen Differentials (14) ergibt

O0q d
daalf(e).9) = g2 da ot 5

Um hieraus eine einfache Regel formulieren zu kénnen, bringen wir
das Zeichen |, immer an, wenn bei Anwendung der Kettenregel
nach einer expliziten Variablen abgeleitet wird, nicht nur dort wo
es zur Unterscheidung von der Ableitung bzw. partiellen Ableitung
gemischter Funktionen nach einer impliziten Variablen erforderlich
ist:

dz . (16)

e

Iq(f(h(z)),x,y)  Oq df

ox N w + 8:6 (17)
df dh
dhledz
dq| d
dalf@.ey) = 51 Fare Gl as
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Das ist bereits alles. Offensichtlich ergibt folgende Neuformulie-
rung der Regeln fiir die Bildung von Ableitungen bzw. partiellen
Ableitungen und partiellen Differentialen immer das korrekte Er-
gebnis, auch im Fall gemischter Funktionen:

Die Ableitung bzw. partielle Ableitung einer Funktion nach einer
Variablen z ist gleich der Summe der mit dem Zeichen | zu kenn-
zeichnenden Ableitungen bzw. partiellen Ableitungen der Funktion
nach jeder ihrer expliziten Variablen, wobei jeder Summand mul-
tipliziert wird mit der Ableitung bzw. partiellen Ableitung dieser
expliziten Variablen nach x. Das Zeichen |, bedeutet, dass nur nach
der expliziten Variablen abzuleiten ist, die Kettenregel also nicht
angewendet wird.

Das partielle Differential einer Funktion nach einer Variablen z
ist gleich der Summe der mit dem Zeichen |, zu kennzeichnenden
Ableitungen bzw. partiellen Ableitungen der Funktion nach jeder
ihrer expliziten Variablen, wobei jeder Summand multipliziert wird
mit der Ableitung bzw. partiellen Ableitung dieser expliziten Va-
riablen nach z, und multipliziert wird mit dem Differential dzx.
Das Zeichen |, bedeutet, dass nur nach der expliziten Variablen
abzuleiten ist, die Kettenregel also nicht angewendet wird.

Diese Erweiterung der Regeln ist der einzige Unterschied zwischen
Konvention M+ und Konvention M.

2.3. Konvention P

Konvention P unterscheidet sich von Konvention M+ nur durch die
Nomenklatur und die Schreibweise. Einen inhaltlichen Unterschied
gibt es nicht.

Zunachst beseitigt Konvention P die ebenso listige wie nutzlose
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Unterscheidung zwischen ,, Ableitung® mit dem Zeichen d und ,, par-
tieller Ableitung® mit dem Zeichen 9. Beides wird laut Konvention
P als totale Ableitung bezeichnet, und mit dem Buchstaben d
gekennzeichnet. Genau wie bei der Ableitung und partiellen Ab-
leitung von Konvention M, wird bei der totalen Ableitung von
Konvention P die Kettenregel angewendet.

Dadurch wird der Buchstabe 0 frei. Konvention P verwendet
ihn, um die explizite Ableitung bzw. explizite partielle Ableitung
zu kennzeichnen, bei der die Kettenregel nicht angewendet wird.
Das Zeichen 0 ersetzt also das Zeichen |, von Konvention M+.

Die Ableitung nach x und das partielle Differential nach x der
gemischten Funktion ¢ werden demnach geméfl Konvention P fol-
gendermafen geschrieben:

dg(f(h(x)),x,y) _ dqdf (9q (19)
dz 8f dx
daalf (@), 2,) = 5 ji dr +%d (20)
ﬂ@

Falls beide Arten der Ableitung zum gleichen Ergebnis fithren,
bleibt es dem Geschmack des Anwenders iiberlassen, welche er
bevorzugt. Beispielsweise gilt

dq(f(h(x)),z,y)  Oq
dy oy 21

so dass es egal ist, welche Form man verwendet.

Soweit ist Konvention P logisch und praktisch. Leider behielt
Konvention P aber, als sie das Zeichen 0 der partiellen Ableitung
von Konvention M zur Markierung der expliziten Ableitung um-
widmete, unsinnigerweise den Namen ,, partielle Ableitung® bei. An

der expliziten Ableitung %—TJZL ist absolut nichts ,, partieller” als an
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der totalen Ableitung ‘é—’? . Leider ist aber der irrefiihrende Name
in Konvention P fest verwurzelt, und man wird ihn wohl nicht
mehr los werden. Also werden sich auch kiinftige Generationen von
Physikstudenten iiber den Namen ,, partielle Ableitung” den Kopf
zerbrechen und vergeblich versuchen, irgendeinen begreifbaren Sinn
hinter dieser Bezeichnung zu entdecken.

In der folgenden Tabelle stellen wir Konvention M+ und Kon-
vention P vergleichend nebeneinander:

Konvention M+ Konvention P
Ableitung Zeichen Name Zeichen Name
mit Kettenregel d  Ableitung d  totale Abl.
mit Kettenregel 0  partielle Abl. d  totale Abl.
ohne Kettenregel e  explizite Abl. 0  partielle Abl.

3. Warnung vor Missbrauch

Die irrefiihrenderweise ,, partielle* Ableitung genannte Ableitung
von Konvention P ist nichts anderes als die explizite Ableitung von
Konvention M+ . Ihre Verwendung ist nur sinnvoll (a) in Faktoren
von Produkten, die geméfl der Kettenregel gebildet werden, oder
(b) wenn beide Arten der Ableitung ohnehin zum gleichen Ergebnis
fithren. Missbrauchliche Anwendung an anderen Stellen kann mehr-
deutige Ergebnisse nach sich ziehen. Wir erlautern diesen Hinweis
anhand einiger Beispielfunktionen:

alz,y) =x+y
bla(z),z) =a-x (22a)
X(z)==x
B(a(z), X(z)) =a-X (22b)
Bl) = (z+y) o =a”+uay (22¢)
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Offensichtlich gilt
b= B =/ fiir beliebige z,y .

Nach Konvention P werden bei der partiellen (d.h. also expliziten)
Ableitung nur explizite Variable beachtet, die Kettenregel wird
nicht angewendet:

0b

9y = 0=% +y (23a)
0B

e 0 (23b)
ap

9 = 2 +vy (23c)

Nach Konvention P ist also 2 5 75 7& 5., obwohl b = B = 3 fiir
beliebige x,y gilt.

Tatsédchlich gibt es aber bei Konvention P nie einen Anlass,
die partielle Ableitung mit derart widerspriichlichen Resultaten
zu verwenden. Regelméflig ist es die totale Ableitung, die den
physikalisch gemeinten Sachverhalt trifft. Betrachten wir dazu eine
typische Anwendung: Wenn B irgendeine Messgrofie darstellt, die
von mehreren Messgréflen z,y,z,... abhingt, dann mochte man
héufig wissen wie B sich dndert, wenn sich beispielsweise x um einen
gewissen Betrag verandert, wahrend y,z,... unverandert bleiben.
Wer Konvention M oder M+ verwendet, findet das mithilfe der
partiellen Ableltung B heraus. Bei Verwendung von Konvention
P kommt man zum glelchen Resultat mit der totalen Ableitung
%—B, dagegen mit der partiellen Ableitung %—f nur dann, wenn die
Abhéngigkeit von z ausschliefllich explizit ist (so wie oben bei der
Funktion g(z,y)).

Die Vektoroperatoren grad, div, rot werden fiir Funktionen defi-
niert, die ausschliellich explizit von den Raum-Zeit-Koordinaten
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abhéngen. Es ist auch nach Konvention P iiblich (nach den Kon-
vention M und M+ sowieso), sie mit partiellen Ableitungen zu
definieren:

* Kartesische Koordinaten mit Einheitsvektoren e, ey, e.:

of of 0 f
= - - 24
grad f I e, + By ey + = 92 (24a)
. 09,  0gy  0g.
= == 4 == 24
divg p 2y - (24b)
_(Oh,  Ohy Oh,  Oh,
mth:(ay Go)et (G~ ) et
oh Ohy
(8—; o )e- (24c)
* Zylinderkoordinaten mit Einheitsvektoren e, e, e.:
of 10f af
=Le, +-te,t+ e, 2
grad f = ap p+p&pe¢+aze (25a)
. 19(pgy,) | 10g, , 09
divg = — - 25b
ivg > ap +p3g0+8z (25Db)
_ (10h, Ohy Oh,  Oh;
roth = ;asp 82)6 (E— ap)esp'i_
19(phy,) 10h,
i Uil 2 AT )
+ (p TR Je (25¢)
* Kugelkoordinaten mit Einheitsvektoren e, e,, ey:
0 f 1 af 10 f
=2 2
grad f =5 et 9, T ras© (262)
divg = %8(7” gr) 1 Oy, 1 O(sin? gy) (26D)

or rsinﬁ% rsin 0
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_ 1 ,0(sindhy,) Ohy
rOth_rsinﬂ( oY &p)er—i_
1,0(rhy) Oh,
H o gt
( 1 3hr_18(rh¢))e

rsind dp r Or K

(26¢)

Die Verwendung totaler Ableitungen wiirde zum gleichen Ergebnis
fithren, ist aber uniiblich.

Partielle Ableitungen, die nach Konvention P zu Mehrdeutig-
keiten fithren konnten, sind tiberfliissig. Mit Konvention P sollte
die partielle Ableitung bei Anwendung der Kettenregel verwendet
werden, in anderen Féllen aber nur dann, wenn die Variablen, nach
denen abgeleitet wird, ohnehin explizit sind (wie beim erwéhnten
Beispiel der Vektor-Operatoren). Wer diese Regel beachtet, erhélt
auch mit Konvention P immer verniinftige und korrekte Resultate.
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