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Quantenspriinge

Planck’s Strahlungsformel, und ihre statistische
Herleitung durch Albert Einstein

Ubersicht

Planck erriet sein Gesetz der Energiedichte der Schwarzkorperstrah-
lung, das historisch am Beginn der Quantentheorie steht, indem er
die Entropie der Strahlung analysierte. Einstein fand einen wesent-
lich einfacheren und klareren Zugang durch die statistische Analyse
des Gleichgewichts von Absorption und Emission. Wir beschreiben
und diskutieren die Strahlungsformeln von Rayleigh-Jeans, Planck,
und Einstein.
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1. Energiedichte der Strahlung laut Klassischer
Physik

Als Schwarzer Strahler wird ein materieller Kérper bezeichnet, der
mit einem elektromagnetischen Strahlungsfeld im thermodynami-
schen Gleichgewicht steht. Um die Energiedichte des Schwarzen
Strahlers, so wie sie aufgrund der Klassischen Physik am Ende
des 19. Jahrhunderts erwartet wurde, zu berechnen, miissen wir
Elektrodynamik und Thermodynamik kombinieren. Wir beginnen
mit der Elektrodynamik.

1.1. Klassische Elektrodynamik

Wir betrachten einen Ofen
mit dem Volumen

V=L, L,-L.. (1)

Der Ofen ist erfiillt von
einem Elektromagnetischen
Feld, das mit den Wanden
des Ofens im thermodyna-
mischen Gleichgewicht steht.
Wir verlangen, dass das elek-

tromagnetische Feld periodi- Abb. 1: Der reziproke Raum
sche Randbedingungen er- der Wellenzahlen
fillt:

Ly=ng Xy ,Ly=mny-Ny ,L.=mn, -\, (2)

mit 7, = 0,1,2,3,... n,=0,1,2,3,... n.=0,1,2,3,...
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Wir fihren die Wellenzahlen

Sy 1/ Ny /Ly
s=|sy | =2m|1/N, | =21 | ny/Ly (3)
S, /X, n./L,

ein. Es gibt also eine diskrete, abzdhlbar unendliche Menge mogli-
cher Wellenzahlen fiir die Strahlung, die man als Punkte in einem
reziproken Raum darstellen kann. Eine zweidimensional verein-
fachte Darstellung zeigt Abbildung 1. Der Raum der Wellenzahlen
wird als reziprok bezeichnet, weil seine Koordinaten die Dimension
1/Lénge haben. Der Abstand zwischen zwei benachbarten mogli-
chen Wellenzahlen ist in j-Richtung des Reziproken Raumes gleich
27/ L;, es gibt also im dreidimensionalen Fall ein

Reziprokes Volumen pro moglicher Wellenzahl =
873 873
=" (4)
L.L,L, V

Dabei ist V' das Volumen des Schwarzen Strahlers.
Wir interessieren uns im Folgenden nicht mehr fiir die x- y-
z-Richtung der Wellen, sondern nur noch fiir den Betrag der Wel-

lenzahlen
s=|s| =4/s2 + 52+ 52 . (5)

Wir méchten wissen, wie viele Wellenzahlen im Resonator méglich
sind, deren Betrag zwischen s und s + As liegt. Im zweidimensio-
nalen Fall, der in Abbildung 1 dargestellt ist, miissten wir dazu die
Punkte abzéhlen, die zwischen dem Kreis mit Radius s und dem
Kreis mit Radius s + As liegen. Im dreidimensionalen Fall miissen
wir zéhlen, wie viele mogliche Wellenzahlen im reziproken Raum
innerhalb einer Kugelschale um den Nullpunkt mit Innenradius s
und Auflenradius s + As liegen.
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Das Volumen der Kugelschale ist gleich dem von der dufleren
Fléche eingeschlossenen Volumen Vi ias = (3 + As)? minus dem
von der inneren Fliache eingeschlossenen Volumen Vs = %7‘(’83. Die
Anzahl der méglichen Wellenzahlen in dieser Schale finden wir
dadurch, dass wir das Schalenvolumen teilen durch das Volumen
pro Wellenzahl, das wir bereits in Gleichung (4) angegeben haben:

Anzahl der Wellenzahlen mit Betrag zwischen s und s + As =

Vigas — Vs (5 + As)3 — §7rs3
8wV 83V

{s + 352 As + 3s(As)? + (As)? — 53}

~ 6n2

2
V. 352 As - {1+A8+1<A8> }
672 s 3\ s
= % - s%As fiir ASS <1 (6)

Die Schwingungen des Elektromagnetischen Feldes sind transversal.
Zu jeder moglichen Wellenzahl gibt es 2 Polarisationsrichtungen
des Feldes, die sich je nach Phasenverschiebung zu einer Welle
mit ebener, elliptischer, oder zirkularer Polarisation addieren kon-
nen. Die Anzahl m(s, As) der moglichen Schwingungsmoden des
Elektromagnetischen Feldes im Resonator mit Wellenzahl zwischen
s und s + As ist also doppelt so grof§ wie die in Gleichung (6)
angegebene Anzahl der s-Werte:

Vv
m(s,As) = — - s2As (7)

T

Schliefflich fithren wir noch die Frequenz v ein:
1
v=coy=c 2i mit ¢ = Lichtgeschwindigkeit (8)
T A = Wellenliinge

Av=""As 9)
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Damit ergibt sich die Anzahl der moglichen Strahlungsmoden im
Frequenzintervall Av fiir einen Ofen mit dem Volumen V zu

2 2 9
m(yjA,,):VQ.<W) 2T Ay
T C C
812

3
1.2. Klassische Thermodynamik

Nach dem Gleichverteilungssatz der Klassischen Thermodynamik
hat jeder Freiheitsgrad des elektromagnetischen Feldes bei der
Temperatur T die Energie %kT, wobei k = 1.38 - 10723 J /K die
Boltzmann-Konstante ist. Die zuvor berechnete Anzahl m(v, Av)
der Strahlungsmoden des elektromagnetischen Feldes ist nicht mit
den thermodynamischen Freiheitsgraden gleichzusetzen. Vielmehr
miissen elektrische und magnetische Schwingungen als jeweils ein-
zelne Freiheitsgrade gezdhlt werden, die Anzahl der Freiheitsgrade
ist also 2 - m(v, Av). Demnach ist die Anzahl der Freiheitsgrade
pro Volumen und Frequenzintervall Ay gleich

Freiheitsgrade 16712
V- Av 3 ' (11)

Die erwartete Energiedichte p(v, T), also die Energie pro Volumen
und pro Frequenzintervall Av bei der Temperatur T, ist demnach

82

o1, T) = (11) - %kT _ 8 (12)

3
Diese Gleichung ist als Rayleigh-Jeans’sches Strahlungsgesetz be-
kannt. Sie ergibt sich zwingend aus der Kombination von Klassi-
scher Elektrodynamik und Klassischer Statistischer Thermodyna-
mik. Wenn sie falsch ist, dann muss mindestens eine der beiden
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Klassischen Theorien grundlegende Fehler enthalten. Gleichung
(12) ist tatséchlich falsch, und das gleich in doppelter Hinsicht:

Erstens steigt nach (12) die Energiedichte des elektromagne-
tischen Feldes bei gegebener Temperatur 7' mit der Frequenz v
quadratisch an. Fiir kleine Frequenzen stimmt das sehr gut mit der
Beobachtung iiberein, aber fiir grole Frequenzen divergiert die Glei-
chung. Dies offensichtlich unsinnige Ergebnis ist als ,, Ultraviolett-
Katastrophe“ bekannt.

Zweitens hiangt (12) linear von der Temperatur 7" ab. Wenn die
Temperatur erhoht wird, sollte nach dieser Gleichung also die Ener-
giedichte fiir alle Frequenzen gleichméfig ansteigen. Tatséchlich
erscheint aber, wenn man einen Ofen langsam hochheizt, bei nied-
riger Temperatur zunéchst eine tiefrote Farbe, die bei steigender
Temperatur iber Orange und Gelb schliefflich zu Weify wechselt. Die
Energie wird offenbar keineswegs gleichméfig auf alle Strahlungs-
moden verteilt, sondern der Anteil der héherfrequenten Moden
an der Resonatorstrahlung ist bei niedriger Temperatur zunachst
relativ gering, steigt dann aber mit zunehmender Temperatur deut-
lich sichtbar an. Dies ist ein deutlicher Hinweis darauf, dass der
Fehler beim Gleichverteilungssatz der klassischen Thermodynamik
zu suchen ist.

2. Das Planck’sche Strahlungsgesetz

Oft wird der 19. Oktober 1900 als Geburtstag der Quantentheorie
bezeichnet. An diesem Tag stellte Max Planck in einem Vortrag [1]
vor der Deutschen Physikalischen Gesellschaft in Berlin eine Glei-
chung vor, die die Energiedichte des Elektromagnetischen Strah-
lungsfeldes beschreibt, welches mit Materie bei der Temperatur T
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im thermodynamischen Gleichgewicht steht:

fA°

1
edxr — 1

p(\,T) =

9

(13)

wobei p die Energiedichte der Strahlung mit der Wellenldnge X ist,
T die Temperatur, und f und g zwei experimentell zu bestimmende

Naturkonstanten.

Plancks Strahlungsformel ldsst sich mit der Rayleigh-Jeans’schen
Formel — die die Energiedichte der Strahlung als Funktion der
Frequenz v und der Temperatur darstellt — leichter vergleichen,

wenn wir
p(v, T)dv = —p(\,T)dA\

definieren, mit der Beziehung

A=S
v
A_ e
dv 12
Es gilt also also
dA c
p(}/, T) - _p(/\aT) ’ d7 - +p()‘7T) ’ ﬁ

Finsetzen in Plancks Strahlungsformel ergibt

fric?
p(v,T) = YA
eder — 1
Mit Definition der neuen Konstanten

a=fct

b= gc_1

(14)

(15a)

(15b)

(17)

(18a)
(18b)
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wird daraus schliefSlich

3
av
v, )= —= 19
pT) = g — (19)
N %VZT firbv T (20)
av3e T fiir b > T

Bei kleinen Frequenzen ergibt Plancks Formel genau wie die Ray-
leigh-Jeans’sche Formel die Abhéngigkeit p ~ 12T, in Ubereinstim-
mung mit dem Experiment. Dagegen wird die Rayleigh-Jeans’sche
,, Ultraviolett-Katastrophe“ in Plancks Formel durch die Exponen-
tialfunktion verhindert. Tatséchlich war die Formel

p(v,T) = avde T ) (21)

die Wien bereits in den 80er Jahren des 19.Jahrhunderts rein
empirisch hergeleitet hatte, der Ausgangspunkt von Plancks Uber-
legungen gewesen, wiahrend die Rayleigh-Jeans’sche Formel erst
1905 verdffentlicht wurde. Wiens Formel beschreibt die experi-
mentellen Tatsachen fiir bv > T sehr gut, liefert aber fiir kleine
Frequenzen weder die quadratische Abhéngigkeit von der Frequenz,
noch die lineare Abhéngigkeit von der Temperatur:

p(,T) = aPe T ~ar® fir bv < T . (22)

Planck war folgendermaflen vorgegangen: Zunéchst fiihrte er die
Entropie S des Strahlungsfeldes mithilfe des allgemein giiltigen
thermodynamischen Zusammenhangs

1 ds

== — 23

T~ dp (23)
in Wiens Formel ein:

3 _deS

p=av’e | (24)
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Logarithmieren und Ableiten nach p ergibt

d d d ds

—Inp=—1 3) — — (=

dp "7 dp n<ay ) dp (l/dp>
d2s

= —bydipz

d2s\
<d,02> =—bvp . (25)

Nun lieferten aber die jiingsten Experimente fiir kleine Frequenzen
und hohe Temperaturen eindeutig den Zusammenhang

—~ ol

p(T)~T (26)

im Widerspruch zu Wiens Strahlungsformel. Planck modellierte
diese experimentelle Tatsache, indem er den Proportionalitatsfaktor
r einfiihrte, und wieder % = % benutzte:

-1

()

Ableiten nach p ergibt

2 o\ ! 2
<jp§> -z (28)

-1
<d2 3 ) ist also bei kleinen Frequenzen und hohen Temperaturen

dp?
proportional zu p?, bei groen Frequenzen und niedrigen Tempera-
turen aber proportional zur Energiedichte p, siehe (25). ,, Nichts
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ﬁ)‘l
dp?
gleichzusetzen der Summe eines Gliedes mit der ersten Potenz
und eines Gliedes mit der zweiten Potenz der Energie, so dass
fiir kleine Energien das erste, fiir grofle Energien das zweite Glied
ausschlaggebend wird, und damit war die neue Strahlungsformel
gefunden.“ berichtete Planck in seinem Nobelvortrag [2] vom 2.
Juni 1920.
Plancks Ansatz war also

-1
&£s p?
(42) =
d<1)_d25_ 1
dp \T _dPQ_—bI/p—$
d 1 brv
=—(—In(1+— 2
) o) e

mit einer Integrationskonstanten C. Von der Korrektheit des letzten
Schritts iiberzeugt man sich dadurch, dass man die Ableitung nach
p ausfithrt. Damit gilt

bV—buC’—ln<1+bTV>

lag daher nédher, als fiir den allgemeinen Fall die Grofie (

T p
o —tvC _q _ brv
P
brv
v, T) = 30
P T) = e — (30)

Fiir groe v und kleine T soll sich wieder die bewédhrte Wien’sche
Formel ergeben, also ist

C=0 und r=av’/b . (31)
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Damit erhielt Planck das Strahlungsgesetz

p(v,T) = (32)
das aber — wie er selbst deutlich feststellte — zunéchst ,,lediglich die
Bedeutung einer gliicklich erratenen Interpolationsformel® [2] hatte.
Seine Formel unterscheidet sich von der Wien’schen (21) nur durch
den unscheinbaren zusétzlichen Summand -1 im Nenner. Damit
konnte Planck fiir beliebige Frequenzen perfekte Ubereinstimmung
zwischen Beobachtung und Experiment herstellen.

Es war ihm aber zunéchst vollig unklar, wie diese kleine Modi-
fikation eigentlich physikalisch begriindet werden konnte, und es
erforderte noch erhebliche Anstrengungen, ,, bis sich nach einigen
Wochen der angespanntesten Arbeit meines Lebens das Dunkel
lichtete® [2]. Planck erkannte, dass er folgende einfache, aber un-
erwartete Annahme machen musste: Die Energie der schwingen-
den Ladungen ist stets ein ganzzahliges Vielfaches eines kleinsten
Energie-Quantums.

Dies Ergebnis seiner Untersuchungen berichtete Planck in der
Sitzung der DPG am 14. Dezember 1900 [3]. Das , kleinste Ener-
giequantum® nannte er jetzt hv, und gab die Energiedichte der
Strahlung mit

8rhv3/c3
exT — 1

an. In dieser Gleichung ist & = 1.38 - 10723J /K die Boltzmann-
Konstante, und h = 6.63 - 10734J-s ist das hier erstmals in die
Physik eingefiihrte Wirkungsquantum, das Planck zunéchst als
, Hilfsgrofe“ bezeichnete (daher der Buchstabe h). Spéter wurde h
zu seinen Ehren Planck’sche Konstante genannt.
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Die Energie pro Freiheitsgrad ist

p(v,T)  hv/2
(11) e —1

(34)

Im Fall hv/kT < 1 ist demnach im thermodynamischen Gleichge-
wicht die Energie pro Freiheitsgrad gleich

p(v,T) hv/2
1) V)2
(11) 1+kT+2,({;T) o1
hv /2 hv
~ fk:T falls — < 1.
T T < (35)

In diesem Fall ist die Boltzmann’sche Annahme iiber die Energie
pro Freiheitsgrad korrekt, und Planck’s Strahlungsformel geht in
das Rayleigh-Jeans-Gesetz (12) iiber. Dagegen ist die Energie pro
Freiheitsgrad im Fall hv/ET > 1 gleich

p(w,T)  hv/2
(11) eft — 1

hv
~ falls — 1
0 falls T >1, (36)

und die “ Ultraviolett-Katastrophe“ des Gesetzes von Rayleigh und
Jeans wird vermieden.

Planck betonte, dass (33) ,, genau der von mir frither angegebenen
Spectralformel entspricht®. Abgesehen von der Umbenennung der
Konstanten stimmt das zwar formal, aber erst jetzt hatte Planck
begriffen, was er da eigentlich tat. Der Vortrag vom 19. Oktober
basierte noch auf mehr oder weniger blindem Stochern im Nebel,
erst am 14. Dezember war er in der Lage, eine Quantenhypothese
klar zu formulieren. Deshalb wére es vielleicht richtiger, diesen
14. Dezember, aber nicht das Vortragsdatum im Oktober, als den
wirklichen Geburtstag der Quantentheorie zu betrachten.
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3. Einsteins Herleitung der Strahlungsformel

Wenn schon Planck selbst, ein ausgewiesener Meister der Ther-
modynamik, mehrere Wochen intensivster Arbeit benotigte, um
zu einem physikalischen Verstandnis seiner Strahlungsformel zu
gelangen, dann wollen wir hier erst garnicht den Versuch machen,
seinen verwickelten Gedankengéngen, die sich vor allem mit der
Entropie der Strahlung beschéftigten, zu folgen.

Stattdessen stellen wir eine Uberlegung von Albert Einstein vor,
die auf verbliiffend gradlinigem Weg zur gleichen Interpretation von
(33) fithrt. Einstein veréffentlichte seinen Artikel [4]' im Sommer
1916. Mit sehr einfachen statistische Argumenten brachte er einiges
Licht in das Dunkel, das Plancks ratselhafte Strahlungsformel
immer noch umgab.

3.1. Statistik des Strahlungsgleichgewichts

Einstein betrachtete ein System materieller Oszillatoren, das mit
einem elektromagnetischen Feld im thermodynamischen Gleich-
gewicht steht. Das Strahlungsfeld hat die Energiedichte p. Die
Wahrscheinlichkeit W, dafiir, dass ein Oszillator mit der Energie
FE, Strahlung absorbiert, und dadurch anschliefend die héhere
Energie E,, hat, gab er mit

an. Natiirlich muss die Absorptionswahrscheinlichkeit W, pro-
portional sein zur Anzahl N,, der Oszillatoren, die die Energie FE,,
haben, und auch proportional zur Energiedichte p des Strahlungs-
felds. Einstein nahm an, dass die Proportionalitdtskonstante B,
nicht von der Temperatur abhangt.

! Eine Erweiterung von [4], in der er (um die Erhaltung des Impulses zu
gewdahrleisten), zusétzlich Annahmen iiber die Richtung der Strahlung machte,
erschien noch im gleichen Jahr [5].
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Die Wahrscheinlichkeit W,,,, dafiir, dass ein Oszillator mit der
Energie E,, Strahlung emittiert und dadurch anschlieflend die nied-
rigere Energie F, hat, wird in der folgenden Gleichung angegeben:

Natiirlich ist die Wahrscheinlichkeit fiir Emission W,,,, proportio-
nal zur Anzahl N, von Ostzillatoren, die mit der héheren Energie
FE,, schwingen. Weniger leicht ist einzusehen, warum Einstein an-
nahm dass es sowohl spontane als auch induzierte Emission gibt.
Der zweite Summand auf der rechten Seite stellt die induzierte
Emission dar, die proportional zur Energiedichte des elektromag-
netischen Strahlungsfeldes ist. Der Summand A, N,, beschreibt
die spontane Emission. Den Beweis, dass By, # 0 und Apnp £ 0
ist, werden wir sogleich nachholen. B,,, und A,,, sind ebenso wie
B, nicht von der Temperatur abhangig.
Im Gleichgewicht muss gelten:

N,
m

Einstein nahm an, dass das Verhéltnis N,,/N,, der Anzahl von
Oszillatoren mit der Energie F,, bzw. E,, der Maxwell-Boltzmann
Statistik entspricht:

N, T

n e kT Em—En

N T ZEm T e kT (42)
m e kT
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Aus dieser Gleichung lésst sich ablesen, dass A, # 0 ist. Wére
namlich A,,, = 0, dann miisste wegen p # 0 gelten:

Em—En

Byme T — By, =0 wenn A, =0 (44)

Der erste Summand héngt offensichtlich von der Temperatur ab,
also muss auch der zweite von der Temperatur abhingen. Wir
haben oben aber ausdriicklich definiert, dass B;,, und B, nicht
von der Temperatur abhédngen. Also muss A,,, # 0 sein, es muss
spontane Emission geben!

Um zu zeigen, dass By, = By gilt, betrachtete Einstein den
Grenzfall T— oco. Es war experimentell bekannt, dass p mit stei-
gender Temperatur monoton ansteigt, fiir T— oo also auch p — oo

geht. Deshalb gilt im Grenzfall T— oo wegen = |
Amn .
B — Bon = =0 firT - o0 . (45)
p

Da die Koeffizienten A und B von der Temperatur unabhéngig
sind, muss dann auch

By — B = 0 fiir beliebiges T . (46)

gelten. Wenn der Proportionalitdtsfaktor By, der Absorption # 0
ist, dann muss demnach auch der Proportionalitatsfaktor B,,, der
stimulierten Emission # 0 sein, genauer gesagt By, = B, sein.
Es gibt also auch stimulierte Emission!

Damit ergibt sich aus Gleichung (43)

Em _ETL

Bpy - (e *T —1)-p=Amn (47)
und schliellich die Strahlungsformel

A B
p = A Bran_ (48)
e kT —1
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So weit — und nicht weiter — kam Einstein mit statistischen Uberle-

gungen. Gleichung (48) sieht auf den ersten Blick nicht besonders

aufregend aus. Aber aus dem Vergleich mit Plancks Formel
~ 8mhd

hv
erT — 1

(33)

ergaben sich drei Schlussfolgerungen, von denen zwei vor dem Hin-
tergrund der Klassischen Physik als revolutionédr bezeichnet werden
mussten.

3.2. Energie-Quanten

Der erste wichtige Punkt ist die, aus dem Vergleich von (48) und
(33) zwingend folgende, Gleichung

Em — n = h]/ (49)

FE,, — E, ist ja die Energiemenge, die ein Oszillator absorbiert
oder emittiert. Die Aussage, dass diese Energiemenge zur Frequenz
v der Strahlung proportional ist, steht in krassem Widerspruch
zur Maxwell’schen Theorie des Elektromagnetismus. Nach der
Klassischen Theorie kann ein Oszillator ein Kontinuum beliebig
kleiner Energiemengen absorbieren oder emittieren, nach Gleichung
(49) aber immer nur die Energiemenge hv.

Dasgleiche hatte Planck bereits im Dezember 1900 vorgetragen.
Neu und bemerkenswert war nur der einfache Weg, auf dem Ein-
stein zu dieser Einsicht gelangt war. Einstein hétte seine Formel
(48) genausogut mit Plancks erster Formulierung vom Oktober

1900

3

av

P= 7z (19)
e’T — 1

vergleichen konnen, bei der Planck noch nichts von Energiequanten
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ahnte. Einstein hétte durch diesen Vergleich ebenfalls die Propor-
tionalitat
Epn—FE,~v (50)

entdeckt.

3.3. Quantenspriinge

Die zweite wichtige Schlussfolgerung aus dem Vergleich von Planck’s
Strahlungsformel (33) und Einsteins Formel (48) besteht in der
Erkenntnis, dass die Emission oder Absorption eines Energiequants
kein Vorgang ist, der kontinuierlich ablauft und endliche Zeit erfor-
dert. Das sieht man am einfachsten, wenn man sich versuchsweise
einmal das Gegenteil vorstellt.

Man nimmt also an, dass ein Oszillator anfangs die Energie
E,, hat, dann in einer endlichen Zeit 7 die Strahlungsenergie hv
absorbiert, und nach beendeter Absorption die Energie E,, hat.
Welche Energie wird dieser Oszillator zur Zeit 7/2 haben? Auf
jeden Fall muss nach der Voraussetzung unserer Uberlegung fiir die
Energie E, /5 gelten: E,, < E, /5, denn der Absorptionsvorgang geht
ja schon einige Zeit vor sich, und E,, > E, /5, denn der Vorgang
ist ja noch nicht abgeschlossen. Alle Uberlegungen, die wir oben
fiir den Ubergang von der Oszillatorenergie E,, zur Energie E,),
gemacht haben, kénnen wir jetzt in genau gleicher Weise fiir den
Ubergang von E,, zur Energie E, /2 durchfiihren:

Wir berechnen die Wahrscheinlichkeiten

WnT/Q - BnT/Qan (51>

und
WT/Qn = AT/QnNT/Q + BT/2nNT/2p ) (52)
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setzen sie gleich,

Ny,

(BnT/2N7/2 - BT/Zn) P = AT/ZTL ) (53)

nehmen die Maxwell-Boltzmann-Verteilung an,

N, B, o—En
no_ e (54)
NT/2
finden
ET/Q_E'”
BT/2n ) (6 kT - 1) P = AT/Qn ) (55)
und schliellich die Strahlungsformel
Arjon/Br o
p= % - (56)
e~ kT -1
Der Vergleich mit Plancks Strahlungsformel (33) ergibt
Ejy—EBn=hv | (57)
und daraus folgt durch Vergleich mit (49) schliefllich
E,jy=Em . (58)

Entgegen unserer versuchsweisen Annahme, dass die Absorption
eines Energiequants die Zeit 7 erfordert, hat der Oszillator also
bereits zur Zeit 7/2 das gesamte Energiequant hr absorbiert und
schwingt jetzt mit der Energie F,,. Natiirlich konnen wir die glei-
che Argumentation fiir beliebig kleine Zeiten 7/N mit beliebig
groem N wiederholen. Eine konsistente Darstellung ist offenbar
nur moglich wenn wir annehmen, dass Absorption und Emission
von Energiequanten unendlich schnelle Vorgange sind.
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Fir diese eigenartigen Vorgéange hat sich die Bezeichnung Quan-
tenspriinge eingebiirgert. Man muss nachdriicklich betonen, dass
es nicht an der Unvollkommenheit der verfigbaren Messgeréite
liegt, wenn Quantenspriinge nicht zeitaufgelost beobachtet werden
konnen. Sondern Quantenspriinge gehen (wenn Einsteins statisti-
sche Uberlegungen richtig sind) tatséichlich und in aller Strenge
instantan vor sich. Sie erfordern auch nicht den geringsten Zeit-
raum. Dies widerspricht grundlegenden Annahmen der Klassischen
Physik. ,, Natura non facit saltus“ ? war eine seit Jahrhunderten
etablierte und bewihrte Uberzeugung der Naturwissenschaftler.
Viele Physiker hatten wohl gehofft, dass sich Plancks Energiequan-
ten am Ende doch irgendwie harmonisch in das Gedankengebédude
der Klassischen Physik einbauen lassen wiirden. Aber Einsteins
Quantenspriinge riittelten nun radikal an tragenden Pfeilern der
iiberkommenen Naturwissenschaft, und die gewaltige Sprengkraft
von Plancks Entdeckung aus dem Jahr 1900 war jetzt nicht mehr
zu iibersehen. Wenn die kontinuierliche Beschreibung der Natur-
vorginge in Raum und Zeit aufgegeben werden musste, dann war
nahezu das gesamte Gebdude in Frage gestellt, das die Physik seit
den Tagen Galileis errichtet hatte.

3.4. Spontane und stimulierte Absorption

Vergleichsweise unspektakulédr — aber dennoch interessant — ist die
dritte Schlussfolgerung, die sich aus dem Vergleich von Plancks
und Einsteins Strahlungsformeln ergibt:

Apn  8Th 4

Die Koeffizienten fiir spontane und induzierte Emission sind fre-

quenzabhingig. Thr Verhiltnis ist proportional zu v3.

2 Die Natur macht keine Spriinge.
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4. Einsteins Quanten-Annahme

Wenn wir abschlielend noch einmal die drei Strahlungsformeln

2

Rayleigh-Jeans: p= - kT (12)

3

h 3/.3
Planck: p= ST/ (33)

exT — 1

Amn/B
Einstein: p= # (48)

e kT —1
vergleichen, dann fillt auf, dass p im Gesetz von Rayleigh und
Jeans linear von der Temperatur abhéngt, in Einsteins und Plancks
Formeln aber exponentiell. Im Grenzfall h — 0 geht Plancks Gesetz
wegen

e%ml—i-% fiir hv < kT (60)
in das Rayleigh-Jeans’sche Gesetz iiber.

Planck gelangte also zur korrekten, durch Experimente bestatig-
ten exponentiellen Temperaturabhingigkeit durch die Annahme des
endlich groflen Wirkungsquantums h. Wie ist es moglich, dass Ein-
stein ebenfalls die richtige Temperaturabhangigkeit gefunden hat,
obwohl in seiner Darstellung kein Wirkungsquantum vorkommt,
und alle seine Uberlegungen scheinbar im Rahmen der Klassischen
Physik bleiben? Wir hatten betont, dass das Rayleigh-Jeans’sche
Gesetz zwingend aus der Klassischen Physik folgt. Ist Einstein
an irgendeiner Stelle seiner Herleitung doch von der Klassischen
Physik abgewichen?

Das ist er. Im Grenzfall (E,, — E,,)/kT < 1 findet er die gleiche
Temperaturabhingigkeit wie Rayleigh und Jeans. Und genau diesen
Fall hétte er zufolge der Klassischen Physik als einzigen betrachten
diirfen. Denn nach klassischer Vorstellung muss die Absorption
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einer endlichen Energiemenge F,, — E, aus dem Strahlungsfeld
als die kontinuierliche Hintereinanderschaltung unendlich vieler
Absorptionsvorgénge betrachtet werden, bei denen jeweils eine
unendlich kleine Energiemenge absorbiert wird.

Die Quantenspriinge, die wir oben als Schlussfolgerung aus der
Kombination von Einsteins und Plancks Formeln dargestellt ha-
ben, stecken implizit bereits darin, dass Einstein beispielsweise
die Wahrscheinlichkeit W, = B N p fiir die Absorption einer
endlichen Energiemenge berechnet, indem der diese Absorption als
gesamthaften, integralen Vorgang beschreibt. Hatte er stattdessen
die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnet, dass die Absorption der
Energiemenge F,, — E, als Summe unendlich vieler unendlich klei-
ner Absorptionen stattfindet, dann hétte er eine Strahlungsformel
der Rayleigh-Jeans’schen, aber nicht der Planck’schen Art erhal-
ten. Und dann hétte die zeitaufgeloste Analyse der Absorption im
Abschnitt 3.3 nicht E, 5 = Ey, sondern E. 5 ~ Ej, + (Em, — Ep)/2
ergeben.

Genau wie Planck hat also auch Einstein — wenn auch nur implizit
und dadurch leicht zu {ibersehen — eine Quantenannahme an den
Anfang seiner Uberlegungen gestellt, und nur dadurch die korrekte
Struktur des Strahlungsgesetzes gefunden. Die Quantentheorie
kann auf keine Weise aus der Klassischen Physik hergeleitet werden,
sie konnte nur durch geniales Raten gefunden werden.



22 QUANTENSPRUNGE

Literatur

[1] Max Planck: Ueber eine Verbesserung der Wien’schen
Spectralgleichung , Verh. Deutsch. Phys. Ges. 2,202-204 (1900),
vorgetragen am 19. Okt. 1900

[2] Max Planck: Die Entstehung und bisherige Entwicklung der
Quantentheorie , Nobelvortrag, 2. Juni 1920
(Verlag J. A. Barth, Leipzig (1920)
English translation: http://nobelprize.org/nobel prizes/
physics/laureates/1918 /planck-lecture.html

[3] Max Planck: Zur Theorie des Gesetzes der Energieverteilung
im Normalspektrum
Verh. Deutsch. Phys. Ges. 2,237-245 (1900),
vorgetragen am 14. Dez. 1900

[4] A.Einstein: Strahlungs-Emission und -Absorption nach der
Quantentheorie, Verh. Deutsch. Phys. Ges. 18, 318-323 (1916)

[5] Albert Einstein. Mitteilungen der Physikalischen Gesellschaft
Ziirich, 18 ,47-62 (1916)
Nachdruck: Physikalische Zeitschrift 18 ,121-8 (1917)


http://nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/1918/planck-lecture.html
http://nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/1918/planck-lecture.html

	1 Energiedichte der Strahlung laut Klassischer Physik
	1.1 Klassische Elektrodynamik
	1.2 Klassische Thermodynamik

	2 Das Planck'sche Strahlungsgesetz
	3 Einsteins Herleitung der Strahlungsformel
	3.1 Statistik des Strahlungsgleichgewichts
	3.2 Energie-Quanten
	3.3 Quantensprünge
	3.4 Spontane und stimulierte Absorption

	4 Einsteins Quanten-Annahme
	Literatur

