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Wechselwirkung von 2-Niveau-Systemen
mit elektromagnetischer Strahlung

Die Wechselwirkung zwischen quantenmechanischen 2-Niveau-Syste-
men und elektromagnetischer Strahlung wird detailliert entwickelt. Rabi-
Oszillationen und die Dynamik des Blochvektors werden fiir kohérente
und fiir inkohérente Systeme beschrieben. Abschlielend befassen wir uns
mit Ramsey-Interferenzen und ihrem praktischen Nutzen bei der prézisen
Messung der Zeit mit Atom-Uhren.

1. Rabi-Oszillationen des koharenten
2-Niveau-Systems

Die hauptséchlich von Isidor Rabi (1898 —-1988) und Felix Bloch
(1905—1983) ausgearbeitete Theorie der Wechselwirkung von quan-
tenmechanischen 2-Niveau-Systemen mit elektromagnetischer Strah-
lung, die wir in diesem Artikel detailliert vorstellen werden, ist eine
semiklassische Theorie. Semiklassisch bedeutet in diesem Zusam-
menhang, dass das 2-Niveau-System quantenmechanisch behandelt
wird, das elektromagnetische Feld, mit dem es wechselwirkt, aber
klassisch. Das Quantensystem hat im Zustand |1) die Energie 1,
im Zustand |2) die Energie g2 > £;. Es wird schmalbandig mit
elektromagnetischer Strahlung der Frequenz

w:(sg—el)/h+5:w2—w1+5 (1)

bestrahlt. Die Verstimmung § der Strahlung gegeniiber der Reso-
nanzfrequenz wy — wy kann grofler, kleiner, oder gleich Null sein.
Wir nehmen an, dass alle anderen Anregungszustinde des Systems
so hohe Energie haben, dass sie im Folgenden ignoriert werden
koénnen.
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Ohne Strahlung ist der Hamilton-Operator des 2-Niveau-Systems
Ho = [Der (1] + [2)e2(2] - (2)

Wir beschrinken uns auf die elektrische Dipolndherung, in der das
magnetische Feld der elektromagnetischen Strahlung vernachléssigt
wird, und die Energie der Wechselwirkung durch

Dipolndherung

W —dFE cos(—wt) (3)

angendhert wird. d ist das elektrische Dipolmoment des 2-Niveau-
Systems, E ist die Amplitude des Elektrischen Feldes, w seine
Frequenz, und t die Zeit. Man beachte dass in der Dipolndherung
die Ortsabhéngigkeit des Elektrischen Feldes ignoriert wird, weil
seine Wellenldnge sehr grofl gegen die Ausdehnung des 2-Niveau-
Systems ist.

Der Hamilton-Operator des wechselwirkenden Systems kann nach
den Vektoren |1) und |2) entwickelt werden, die den 2-dimensionalen
Hilbertraum des 2-Niveau-Systems aufspannen:

2),(3 A
H DL |1)ey (1] 4 [2)e(2] — 1) (1dB]1) cos(~wt)(1] -
——

0
—[1) (1|dE|2) cos(—wt) (2] — |2) (2|dE|1) cos(—wt) (1] —
N—— N—_——
hQ5#0 QR0
— |2) (2|dE|2) cos(—wt) (2] . (4)
0
Hier wurde die Rabi-Frequenz
1, 1 R
Qp =+ (21dE|1) = 5 ((11dE[2)) (5)

definiert, die im allgemeinen komplex ist. Manche Autoren definie-
ren stattdessen die Matrixelemente der Projektion des elektrischen
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Dipolmoments d auf die Polarisationsrichtung der elektromagne-
tischen Strahlung:

hQ,

d12 = <1|dé’2> = = (6&)
|E|
. hQ .
doy = (2]de|1) = IET =d}, (6b)

E/|E|

é

Die Betrige der Matrixelemente (2|dE|1) der Absorption und
(1|/dE|2) der stimulierten Emission sind gleich groB. Vorliufig
setzen wir voraus dass E so grof} ist, dass die spontane Emission und
andere Relaxationsmechanismen (z.B. Anregung von Vibrationen,
oder Stofle mit anderen Systemen) gegeniiber der stimulierten
Emission vernachléssigt werden kénnen. Erst in Abschnitt 3 werden
wir diese Annahme fallen lassen.

Fiir die allgemeine Zustandsfunktion

[9) = cre” L) + cpext]2) (7)
(et €0, laf +leP =1

des 2-Niveau-Systems gilt die Schrédingergleichung
o) = H ) )
? —_— g
ot ‘ ‘
ih(él — iwlcl)eﬂwltﬂ) + ih(ég — 'l‘UJQCQ)eizw2t|2> =
= (glcle*iwlt — hQ%x cos(—wt)CQe*i“’Qt) 1) +
+ (52026_i“’2t — Qg cos(—wt)cle_i“’lt) |2)

Hier wurde (1]1) = (2|2) = 1 und (1]|2) = 0 angewendet. Weil |1)
und |2) linear unabhéngig sind, folgen die beiden Differentialglei-
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chungen

i(é1 —iwier) = wiey — O cos(—wt)epe Hw2mwn)t

¢ = +i % <€*i(w2*w1+w)t + e*i(wszlfw)t>

i(é2 — dwaca) = waca — QR COS(—wt)cle"‘i(W?_"Jl)t

by = +i Q];Cl <6+i(wz—w1—w)t + €+i(w2—w1+w)t>

fiir die Wahrscheinlichkeitsamplituden ¢ und co. Wegen wy — wq =
w oszilliert in jeder der beiden Gleichungen eine Exponentialfunk-
tion sehr langsam im Vergleich zu der anderen. Wir vernachléssigen
die schnell oszillierenden Terme (das wird in der englisch-sprachi-
gen Literatur als “rotating wave approximation” bezeichnet), und
setzen 6 W w — (wy — w1 ) ein:

—

é = ZTR etiot ¢y (10a)
0.

by = ZTR et ¢ (10b)

Zur Losung dieses Systems gekoppelter Differentialgleichungen
ersten Grades entnehmen wir der Literatur den Ansatz

1= (a1e+mt/2 + b1e_mt/2> et/ (11a)

cy = (a2e+iﬂt/2 + b26—mt/z) o —10t/2 (11b)

mit den unbestimmten Konstanten a1, b1, a92,bo € € und Q € R.
Die Frequenz €2 muss reell sein, weil sonst je eine der Exponenti-
alfunktionen bei t — oo unendlich wiirde, so dass die Bedingung
lc1]? + |e2]|? = 1 nicht erfiillt werden kénnte. Einsetzen von (11) in
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(10) ergibt

oy = +%<ale+z§2t/2 +b16_mt/2) e Hiot/2 4 %ale+mt/2e+26t/2_
Y by eI 2gFibt/2
2
_ ( 40 iz =0 ble—iQt/2) o Fist/2
2 2
- z{;’;% ot (@e*mt/? + bze‘mt/z) e~10t/2 (12a)
_% ( a2 4 gy e—iQt/Q) ci0t/2 | % e M2 i0t/2_

B g be—i/2 0t/

(=0 e 20 oo\ —ist)2
(R0 i DDy .
_ ZQTR o0t (ale+mt/2 + ble—mt/Q) o Tiot/2 (12b)

(11) ist also tatséchlich eine Losung des Gleichungssystems (10),
wenn die Bedingungen

Q ;F 0 et _ Q 2— 0 bre—i/2 — % (a26+iQt/2 n bze—iQt/Q)

Q-9 , Q+6 , 9] . ,
=0 et TJF bye—it/2 — SR (a1€+th/z + ble—th/Q)

erfiillt werden, und zwar auch zur Zeit t = 0:

Q+96 Q-4 Q%

9 a1 — 5 by = 2R (CLQ + b2) (14&)
Q-0 Q40 Q

5 as — 5 by = 7}2 <a1 + bl) (14b)
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Mit

Cl(t:O) =a; + b

folgt aus (14)

al 50 ca(t=
by = 92—5501@

a2:Q2+502(t:
by = ngécg(t:

(15a)
(15b)

(16a)
(16b)
(16¢)

(16d)

Jetzt legen wir als Randbedingung fest, dass das System zur Zeit

t =0 im Zustand |1) prépariert wird:

(=02 =1 =

c1
ot =0]P=0 = c

Mit dieser Randbedingung vereinfacht sich (16) zu

0)=e“, CeR

(17a)
(17b)

(18a)
(18b)
(18c¢)

(18d)
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und die Losung (11) wird zu

(L =0 Lo U0 o\ ictist)2
c1 = (—i— 20) e + 20 e )e
S o
= (cos(Q2t/2) - ’5 sin(Q1/2)) e+0t/2 (19a)
_ Or +iQt/2 Qg o i2/2)) LiC—ibt/2
2=(+3q¢ 20 )e
= ZQFR sin(Qt/2) =042 (19b)

Der konstante Phasenwinkel ( ist irrelevant, und bleibt unbestimmt.
Um die unbekannte Frequenz () zu bestimmen, nutzen wir die
Bedingung

e + e =1 (20)
Einsetzen von (19) in (20) ergibt
2qe/2) + O sin2(e2) + P Gn2ary2) - 1
cos(1/2) + 0 sin?(Q1/2) + AL sin?(@t/2) = 1,

woraus

QOrl?
924-’92‘ =1 = Q==/|Qp|*+

folgt. Aus (19) erkennt man, dass das Vorzeichen von {2 beliebig
gewahlt werden kann. Wir entscheiden uns fiir

Q=+4/|Qr>+ 62 . (21)

Q wird als verallgemeinerte Rabi-Frequenz bezeichnet.
Die Besetzungswahrscheinlichkeiten der beiden Zusténde sind

also
ler(2)]? = cos®(Qt/2) + 32 sin?(Qt/2) (22a)
lea(t)]? = [2r[* sin?(Qt/2) . (22b)

QQ
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Die Funktion sin?(Q¢t/2) oszilliert doppelt so schnell wie die Funk-
tion sin(2t/2). Die Besetzungswahrscheinlichkeiten |c1()|? und
|ca(t)|? oszillieren mit der Frequenz §) zwischen ihren Minimal- und
Maximalwerten. Bei exakter Abstimmung 0 = w — (w2 —wy1) =0
der Strahlung auf das 2-Niveau-System oszilliert das System mit
der Rabi-Frequenz |Qpg|, bei schlechterer Abstimmung mit der
verallgemeinerten Rabi-Frequenz Q = (21) > [Qpg|.

Zur Zeit

™ T
Ihi==-=—F— 23
Q \/ ‘QR|2 + 62 ( )

erreicht |co(t)|? erstmals seinen Maximalwert
Qrf? Qx|

TP = lea(t) e = | = : 24
’02( )| |02( ) max 02 |QR‘2 T+ 52 ( )

Nur im Fall § = w — (wy — wy) = 0 erreicht |co(t)|? den Wert 1 und
le1(2)]? den Wert 0, bei § # 0 ist |co(t)]2 < 1 und |e1(2)|%;, > 0.

Zusammenfassung: Wenn das System sich zur Zeit ¢t = 0 im
Zustand |1) befindet, dann befindet es sich durch Wechselwirkung
mit dem Strahlungsfeld zur Zeit ¢ > 0 im Zustand

) L ere it 1) + cpe2t2) (25)

c1 (19 (co (Qt/2) — 55 sm(Qt/Q)) UC+3t/2)

) =2 ZQTR sin(Qt/2) ' (¢=0t/2)

0@ 4 Qg+ 62 .

Am Ende eines Strahlungspulses der Dauer T, = (23), der
abkiirzend einfach als m—Puls bezeichnet wird, ist der Zustand des
Systems

1)) (25) @ei(g—wltwnﬂ) 1) + mTR e ((—wat—0Tr/2) 12) , (26a)
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bzw. bei exakter Abstimmung § = w — (w2 — w1) = 0 der elektro-
magnetischen Welle auf das 2-Niveau-System im Zustand

[p) = 720 12) | (26b)

und bleibt (abgesehen von einer Phasendnderung) in diesem Zu-
stand solange kein weiteres Licht eingestrahlt wird. Ein unmittelbar
folgender! weiterer m-Puls treibt das System zuriick in den Zustand

25 i(C—w
) &) —eil¢at+dTo gy

der sich nur durch einen Phasenfaktor vom Ausgangszustand un-
terscheidet. Wenn das System sich zur Zeit t = 0 im Zustand |1)
befindet, dann treibt es ein 7/2—Puls, also ein Strahlungspuls der
Dauer

T /2 /2

= = 27
K VRV e 27

in den Zustand
) @ \3l(1- ) ety

+ZQTR ei(gfwzt*5Tﬁ/2/2)‘2>} , (28a)

bzw. bei exakter Abstimmung 6 = w — (wy —wy) = 0 der elektro-
magnetischen Welle auf das 2-Niveau-System in den Zustand

|¢> (2:5) \/g(ei(Cwlt)H) +,L'ei(C*w2t)|2>) i (28b)

Wenn man das System im Zustand (28b) untersucht, findet man
es mit Wahrscheinlichkeit 1/2 im Zustand |1) und mit Wahrschein-
lichkeit 1/2 im Zustand |2) vor.

! In Abschnitt 4 werden wir untersuchen, welche Wirkung Pausen zwischen
den Pulsen haben.
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Wir betonen nochmals, dass alle Ergebnisse dieses Abschnitts
und des folgenden Abschnitts nur unter der Voraussetzung gelten,
dass der Ubergang |2) — |1) ausschlieflich durch stimulierte Emis-
sion von Strahlung erfolgt, dass also spontane Emission und andere
Relaxationsmechanismen vernachléssigbar sind. Erst in Abschnitt 3
werden wir uns von dieser Voraussetzung losen.

2. Dichtematrix und Bloch-Vektor

Der Zustand (25) ist ein , reiner” Zustand, d. h. zwischen den beiden
Termen von (25) besteht eine wohldefinierte Phasenbeziehung.

Der Erwartungswert einer Messgrofle des 2-Niveau-Systems, die
durch den Operator A reprasentiert wird, ist

(A)y = (V[Al)  mit ¢ = (25) . (29)

Alternativ und gleichwertig kann man diesen Erwartungswert auch
mithilfe des Dichteoperators p berechnen:

(A)y = Sp(pA) (30a)
p = [) (¥ (30b)

Sp(pA) ist die Spur des Operatorprodukts pA. Die Formulierung
mit dem Dichteoperator hat den Vorteil dass sie — anders als (29) —
auch dann anwendbar bleibt, wenn 1) kein reiner Zustand sondern
ein Gemisch ist, wenn also der relative Phasenwinkel zwischen
den beiden Termen von (25) unregelméfig fluktuiert. Diesen Fall
werden wir in Abschnitt 3 untersuchen.

An die Stelle der Schrédinger-Gleichung tritt im Dichtematrix-
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Formalismus die von Neumann-Liouville’sche Gleichung

. (30Db)

5= 1) (el + ) 0
= 5 (Hl) @l =~ 1) wlH )

(30b) 1
& L [Hop)] (31)
Der Dichteoperator des 2-Niveau-Systems ist
(30b) *
oyl E erct )] + cacs|2) (2] +
+ erchet @@ 1) (2] 4 epcte @2V (1] . (32)

Fiir die Dichtematrix verwenden wir — wie in der Literatur iiblich
— das gleiche Zeichen p wie fiir den Dichteoperator. Es ist der
Aufmerksamkeit des Lesers anvertraut, zu erkennen was jeweils
gemeint ist. Die Dichtematrix des 2-Niveau-Systems ist definiert

durch
_ (p1n pr2) _ ((1pl1) (A[p2)) _
T \p2r p22) T \(20pl1)  (2[p[2)

(:2) CICT Clcge+i(w2*w1)t
- (CQCTG_i(wQ_wl)t CQC; : (33)
Einsetzen von (25) ergibt:
2
p11 = cos?(Qt/2) + (52 sin?(Qt/2) (34a)
LU TTE 34b
P22 = "5 sin”(Q2¢/2) (34D)
p21 = P2 (34c)
P sm(m/z)(é sin(Q4/2) + i cos(21/2) ) -
Q Q

(34d)
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Wire (25) kein reiner Zustand sondern ein Gemisch, in dem der
Phasenwinkel (; des ersten Summanden gegeniiber dem Phasen-
winkel (o des zweiten Summanden unregelméflig variiert, dann
wiirden die Nicht-Diagonalelemente der Dichtematrix anstelle von
¢¢=0) =1 den Faktor

Mittelwert ( eFilG1—C2) ) =0

enthalten, und deshalb verschwinden.
Der Bloch-Vektor V' = (V,, V},, V.) wird definiert durch

V, = pgleiwt + plge_iwt (35a)
Qr + Q%) Qp — O
(31) (R+QQR> sin?(§2/2) 4 1 =1 sin(Qt/2) cos(04/2)
falls QreR 2QR0
= RER 02 sin?(Qt/2)
Vy = ipglei“’t — ’iplge_iwt (35b)
Qr — Q%)6 Qp +
(3 (RQZR) sin(Q1/2) — % sin(Q¢/2) cos(Q1/2)
alls 202
folls Qr€R _ 22°R sin(Qt/2) cos(§2t/2)
Vz=p22—pu (35¢)
34) |Qg|? — 0% |
= —g sin?(Qt/2) — cos?(Qt/2) .

Ab sofort und bis zum Ende diese Artikels nehmen wir an, dass
tatsachlich

QreR (36)

gilt. Dann haben die Zeitableitungen der Komponenten des Bloch-
Vektors die einfache Form
2Qr0

Vo= ——g

sin(2t/2) cos(Qt/2) = 4V, (37a)
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Vy = —Qr (cos?(t/2) - sin?(Q4/2) ) = QpV. — 6V, (37D)
V, = Q%“sz sin(Qt/2) cos(Qt/2) + Q cos(Qt/2) sin(Qt/2) =

202
= TH cos(Qt/2) sin(Qt/2) = —QRrVj, . (37c)

Mit der Definition des Frequenzvektors
F = (F,,F,,F,) = (—Qg,0,-6) (38)
konnen die Relationen (37) kompakt als Kreuzprodukt
V=FxV (39)

geschrieben werden. Diese Gleichung dhnelt der Bewegungsglei-
chung

.

M=+B x M

eines magnetischen Moments M mit dem gyromagnetischen Ver-
héltnis v in einem konstanten Magnetfeld B. Eingefiihrt wurden
die Gleichungen (39) bzw. (37) 1946 von Felix Bloch [1].

Aus (35) und aus (39) erkennt man

* dass V(t = 0) = (0,0, —1) ist. Das spiegelt unsere stets an-
genommene Randbedingung (17) wieder, nach der sich das 2-
Niveau-System zur Zeit ¢t = 0 im Zustand |1) befindet.

* dass der Betrag des Blochvektors V' konstant ist, und stets
auf der Oberfliche einer Kugel mit Radius |V| = 1 liegt,
die als Blochkugel bezeichnet wird. Das gilt allerdings nur
unter der Voraussetzung, dass Ubergéinge |2) — |1) ausschlie-
lich durch stimulierte Emission zustande kommen, aber nicht
durch spontane Emission oder durch strahlungslose Relaxati-
ons-Mechanismen. In Abschnitt 3 werden wir uns von dieser
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Voraussetzung losen.
% dass der Blochvektor V' mit der Frequenz | F'| auf einem Konus
um den Vektor F' oszilliert.

Entsprechend (23) und (27) definieren wir

T,=2—-__% _  LeR. (40)

Q /Qr]F + 02

In Abbildung 1 wird die Position des Blochvektors auf der Bloch-
kugel zu verschiedenen Zeiten gezeigt. Links ist das Koordinaten-
system skizziert.

Abb. 1: Die Blochkugel

Der Frequenzvektor F (2%) (—Qg,0,—0) liegt stets in der zz-Ebe-
ne. Die z-Komponenten der drei Beispiel-Vektoren F,, Fy, F.
sind identisch, ndmlich gleich —Qg. Im Fall von F, ist die Ver-
stimmung ¢ Wy — (wg — wq) des anregenden Feldes gegeniiber der
Resonanzfrequenz Null, im Fall von F', klein, und im Fall von
F. grof. Aufgrund unserer Randbedingung (17) ist in jedem Fall
V(Ty) = (0,0, —1).

Wenn Licht eingestrahlt wird, dreht V sich auf einem Konus,
dessen Achse durch F' definiert wird. Im Fall @) ist der Offnungs-
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winkel des Konus 180°, d. h. der Konus ist zur Ebene entartet. In
den Fillen ® und © ist 6 > 0, und der Offnungswinkel des Konus
ist kleiner als 180°. Wenn ¢ < 0 ist (dafiir enthdlt Abb. 1 kein
Beispiel), dann ist der Offnungswinkel des Konus groBer als 180°.

Zur Zeit t = Ty /5 liegt V' in der Ebene, die von der y-Achse und
dem Vektor F' aufgespannt wird, siehe die drei unteren Skizzen.
Nur im Fall § = 0 ist diese Ebene mit der zy-Ebene identisch. Zur
Zeit t = T liegt V' wieder in der xz-Ebene, und V. erreicht seinen
maximalen Wert, der bei |§] < Qg groBler als Null, bei |§] > Qg
aber kleiner als Null ist. Nur wenn V, > 0 ist, ist die Amplitude
von |2) grofer als die Amplitude von |1).

Zur Zeit t = T3/ liegt V' wieder in der von der y-Achse und dem
Vektor F' aufgespannten Ebene. Zur Zeit t = To, schliefflich ist der
Anfangszustand wieder erreicht, V (Ts,) = V(Tp), die Amplitude
von |2) ist Null, und der nachste Zyklus beginnt.

3. Das inkoharente 2-Niveau-System

Bisher haben wir angenommen, dass Ubergiinge [2) — |1) aus-
schliellich durch stimulierte Emission von Strahlung zustande
kommen. Die Energie des angeregten Zustands |2) kann aber auch
durch spontane Emission von Strahlung, oder durch die Anregung
von Vibrationen, oder durch Stéfle mit anderen Systemen, usw.
abgebaut werden. Wir fithren diese zusétzlichen Relaxationskanéle
phénomenologisch dadurch in unser Modell ein, dass wir Relaxati-
onszeiten 0 < T; < oo mit ¢ = 1 oder ¢ = 2 folgendermaflen in die
Bewegungsgleichung der Dichtematrix einfiigen:

o = (34a) + 222 (41a)
11
paz = (34b) — 22 (41b)
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po1 = (34c) — ’;31 (41c)

2
pro = (3id) — 22 (41d)

2

Die Relaxationszeit T} beschreibt, wie schnell der Zustand |2)
(zusiitzlich zur stimulierten Emission, die durch (34b) beschrieben
wird) durch spontane Emission und andere Mechanismen zerféllt.
Die Relaxationszeit Tb beschreibt, wie schnell durch spontane
Emission und andere Mechanismen die Kohdrenz des Systems
verloren geht und der reine Zustand zum Gemisch wird. Wenn
man das Modell an Experimente fittet, findet man typischerweise
Ty 2 211.
Mit (41) werden die Bewegungsgleichungen des Blochvektors

(37a) P21 iwt _ P12 it (35) Va
v, "2 v, - - = 0Vy -7 42
T T, e T (42a)
-, (37b) P21 iwt _ ; P12 —iwt
Q _ — pu—
Vy rV, =0V +1i— T [ T e
15
. 2 V:+1
‘/Z (31) —QRVy . P22 (3:5) _QRVy _ + (42(3)
T T

Wegen der gegeniiber (37) hinzugekommenen Terme kann V nicht
mehr wie in (39) durch ein Kreuzprodukt dargestellt werden. Und
wir werden nun zeigen, dass der Blochvektor nicht mehr dauerhaft
oszilliert, sondern auf einen Wert mit konstanten Komponenten
und Betrag 0 < |V'| < 1 konvergiert. Mit der Definition

t) = /dr Vi(r) miti=u=z,y,2 (43)



ASTROPHYSIKALISCHES INSTITUT NEUNHOF

MITTEILUNG SD14211, SEPTEMBER 2016 17
ergibt die Integration von (42)
. Vet
Va(t) — Vo (t =0) =0V, (t) — ®) (44a)
— =
- V,(t
V(t) — Vit = 0) = QuVa(t) — V() - 2 aa)
—— T2
0
. () +t
Vo) — Vit = 0) = —p¥ () — 2O (44c)
E,l_/ Tl
Aus den beiden ersten Gleichungen folgt
‘71- = -V, Ir + (5T2‘~/y (45a)
- Vy, Qr- V,
r=——+ =V, — —= 45b
V, 3 + 5 V. 5Ty (45D)
~ §T3V, 1oV, QrTy -
=2 27y R22 vy, . (45¢)

VvV, = _

YR 41 S2TE4+1 0 82T +1
Einsetzen von (45¢) in (44c) ergibt
SQRTEV,  QrThY,

V,=-1- -
¢ T2 +1 8212 +1
_ WL Vet
2T3+1° T Ty
7 SPNTE+ T PNTE+ T
=

. PNTI 4T 0QRTEV:
QLT + 62T% + 1 6213 + 1

FTT+Ty QrTLY, &3 +1

SN+ 82T24+1 7 QFTTy +02TF +1

— t
N T+ 62T +162T5+1 Q3N T+ 6215+ 1
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Bei sehr grofler Zeit t kénnen alle anderen Terme gegeniiber dem
letzten vernachléssigt werden:

~ §*TF +1
V.(t = o00) = — 2 t 46a
= ) Q2T + 62T3 + 1 (46a)
Das wird in (45¢) eingesetzt:
~ QrTh
Vy(t = o00) =— t 46b
wl ) Q3T + 6°T5 + 1 (46b)
Einsetzen in (45a) ergibt schliefilich
- QRT3
Ve (t — 00) = B2 t. (46¢)

ORIV T + 0273 + 1

Also oszilliert der Blochvektor fiir grofles ¢ nicht mehr, sondern
konvergiert auf den stationdren Zustand

SQRT?

(t S 4
Vall = 00) = =, 12 1 (47a)
QRTy

t = — 47b
Volb = 00 = =0y 4 5712 1 1 (47b)
T2 +1
Vi(t = 00) = — 2t (47¢)

Q%TlTQ + (52T22 +1°
Zufolge der letzten Gleichung ist —1 < V,(t — oco) < 0. Demnach
ist die Besetzungswahrscheinlichkeit des Zustands |2) im einge-
schwungenen Zustand (t — oo) stets kleiner als 0.5, auch im Fall

= 0, egal wie grofl die Leistung des eingestrahlten elektromagne-

tischen Feldes ist. Der Betrag des Blochvektors im eingeschwunge-
nen Zustand ist

VIt = o0) =

_ To0RTo (62T + 1) + (6275 + 1)2
-\ QLTRTE + 2T QR TH(62T3 + 1) + (6273 + 1)2

<1. (48)
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Mit der iiblichen Abschétzung T5 Z 27 erkennt man, dass |V|(t —
00) < 1 ist, und dass der Wert von ¢ nur einen marginalen Einfluss
auf den Wert von |V'|(t — oo) hat.

4. Ramsey-Interferenzstreifen

, Die Sekunde ist die Dauer von 9192631 770 Perioden der Strah-
lung, die dem Ubergang zwischen den beiden Hyperfeinstruktur-
niveaus des Grundzustandes von #3Cs Atomen entsprechen.“ So
lautet die seit 1967 international vereinbarte Definition der Sekun-
de. In Deutschland hat die Physikalisch-Technische Bundesanstalt
in Braunschweig die Aufgabe, die Sekunde geméf} dieser Definition
zu messen und der Offentlichkeit zur Verfiigung zu stellen.

Zu diesem Zweck lisst die PTB einen Strahl von '33Cs-Atomen
mit einem Mikrowellenfeld wechselwirken, dessen Frequenz durch
einen spannungsgesteuerten Oszillator geregelt wird und anfangs
auf etwa 9.192 631 GHz eingestellt ist. Die Atome oszillieren dann
zwischen dem Zustand |1) (das ist das Niveau Fy =3 des Grund-
zustands) und dem Zustand [2) (das ist das Niveau F; =4 des
Grundzustands). Die Besetzungszahlen der beiden Zusténde sind

) 2

34a, .
P11 (3 cos?(Qt/2) + [EE S sin?(Qt/2) (49a)

2

P m}‘gi’rﬁ sin?(Qt/2) . (49D)
Nur wenn § = 0 ist, erreicht p;; den Wert 0 und pa2 den Wert
1, bei § # 0 ist p11 stets > 0 und pos stets < 1. Man brauchte
also ,,nur“ die Amplitude der Rabi-Oszillationen (49) zu messen
und den spannungsgesteuerten Oszillator so nachzuregeln, dass sie
maximal wird. Dann ist § = 0, man multipliziert den Kehrwert
der Frequenz des Oszillators mit 9192631 770, und die Sekunde ist
realisiert. Im Prinzip.
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Der Nachteil dieses Vorgehens besteht darin, dass man kleine
Abweichungen vom Maximalwert der Amplitude nur sehr ungenau
detektieren kann, die Frequenz des Maximums also nur ziemlich
ungenau bestimmen kann. Norman Ramsey (1915-2011) schlug
deshalb 1949 ein besseres Verfahren vor [2]. Die Atomuhr ,,CS2¢
der PTB wurde geméfi Ramseys Vorschlag so gebaut, wie in Abb. 2
skizziert:

andere Zusténde |2)

Magnetfeld Magnetfeld

LY wcs P,
a I X29
Ofen mam~ |

1)

770 m ‘ ‘* 29 mm ‘FwDetektor

Abb.2: Die Uhr ,CS2¢ der PTB

In einer evakuierten und gegen duflere Magnetfelder abgeschirm-
ten Kammer wird aus einem Ofen isotopenreines 23Cs verdampft.
Durch ein inhomogenes Magnetfeld werden die Atome selektiert, die
sich im Zustand |1) (das ist das Niveau F,, =3 des Grundzustands)
befinden.

Der Strahl enthélt etwa 1.3 - 107 Atome pro Sekunde, die sich
mit einer Geschwindigkeit von etwa 95m/s durch die Apparatur
bewegen. Sie durchqueren einen 29 mm breiten Hohlleiter, in dem
sie mit einem Mikrowellenfeld von etwa 9.192 631 GHz angeregt
werden. Die Frequenz der Mikrowellen wird mithilfe eines span-
nungsgesteuerten Oszillators (voltage controlled oscillator = VCO)
geregelt und variiert. Die Intensitdt des Mikrowellenfeldes ist so
eingestellt, dass die Atome beim Durchqueren des Wellenleiters
gerade einem 7/2-Puls ausgesetzt sind.

Anschlieflend fliegen die Atome wihrend einer Zeit

_ 770mm

T = ~81-1073
95 m/s 81-1073s (50)
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ohne dufleres Feld durch die Apparatur. Dann durchqueren sie den
Wellenleiter erneut, sind also zum zweiten Mal einem 7/2-Puls
ausgesetzt.

Schliefllich werden durch ein weiteres inhomogenes Magnetfeld
die angeregten Atome (die sich im Zustand |2) befinden) und
die Atome im Zustand |1) voneinander getrennt. Die Atome im
Zustand |1) werden durch einen Hitzdraht ionisiert, so dass die
Tonisationsprodukte leicht elektrisch detektiert werden kénnen.

Naiv kénnte man vermuten, dass die beiden 7 /2-Pulse zusam-
mengenommen die gleiche Wirkung haben wie ein 7m-Puls. Das ist
aber nicht der Fall, denn die feldfreie Flugzeit T' = (50) zwischen
den beiden 7/2-Pulsen verédndert die Situation grundlegend. Um
den Vorgang detailliert zu analysieren, gehen wir aus von den
Bewegungsgleichungen

v,
v, 2y, - 2 (51a)
15
v, @ opv, s, - (51b)
Ty
) vV, +1
V.9 v, - 2T (51c)
Ty
Die Apparatur ist so dimensioniert, dass
=(50) < T} T < Th (52a)
und deshalb erst recht
Tﬂ/g < Ty TT‘-/Q <L T (52Db)

gilt. Die jeweils letzten Summanden in den drei Zeilen von (51)
sind deshalb in guter Naherung vernachlassighar. Auflerdem sind
die 7/2-Pulse

T (23) /2

T R+ o2
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so stark, dass

Qg% > 6 (52c)

gilt.
Wir definieren fiir jedes einzelne Atom eine eigene Zeitskala
folgendermafien: Zur Zeit t = —T/p tritt das Atom erstmals in

den Wellenleiter ein, und verldsst ihn wieder zur Zeit t = Ty = 0.
Der Blochvektor dieses Atoms ist beim Eintritt in den Wellenleiter

V(_TW/Z) = (0707 -1), (53>

und beim Austritt aus dem Wellenleiter ist er unter den drei
Voraussetzungen (51) in guter Ndherung

V(Tp) =~ (0,-1,0) , (54)

wie in Abb. 3@ und 3(®) auf Seite 24 skizziert. AnschlieBend (im
Zeitraum von t = Ty = 0 bis ¢t = T) entwickelt sich der Blochvektor
gemaf den Bewegungsgleichungen (51) folgendermafien:

. 52
v, = ov, — 2= @ sy, (55a)
15
. V. (52
v, = —ov, — % sy, (55b)
Ty
: o+ 1 (52
AR C (55¢)
T

Es ist sicher plausibel, dass auflerhalb des Strahlungsfeldes alle
Terme ~ Qg aus der Bewegungsgleichung des Blochvektors gestri-
chen werden. Aber es konnte irritierend sein, dass die Terme ~ ¢
beibehalten werden. Kann man verniinftig von der Verstimmung §
sprechen, wenn gar keine Strahlung vorhanden ist, die gegeniiber
der Resonanzfrequenz wy — wy verstimmt ist?
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An dieser Stelle muss man sich die Definition (35) des Blochvek-
tors in Erinnerung rufen:

Ve = pa1e™ + proe ™ (56a)

V, = z',oglei“’t - iplge_iwt 56b
y

V. =p2 — p1u1 (56¢)

W=wyg—wi+0

Durch die Faktoren e*™* enthalten V, und V,, eine implizite Ab-
héngigkeit von J, egal ob das Atom bestrahlt wird oder nicht.
Der Blochvektor beschreibt also nicht die Casium-Atome allein,
sondern das Gesamtsystem Atome & Strahlung. Wiirden wir die
Atome und die Strahlung quantentheoretisch beschreiben, dann
wiirde der 7/2-Puls zu einer verschrénkten Zustandsfunktion von
Atomen & Strahlung fithren. Die Verschrankung besteht weiter,
wenn die Atome den Wellenleiter verlassen, und wird erst dann
aufgehoben, wenn eine Messung am verschrankten System durch-
gefithrt wird. In Blochs semiklassischem Formalismus wird die
Verschrankung dadurch reprasentiert, dass V' implizit von w ab-
héngt. Also ist es verniinftig und konsistent mit unserem Modell,
den Faktor ¢ in (55) auch dann beizubehalten, wenn die Atome
zeitweilig nicht mit dem Strahlungsfeld wechselwirken. Dagegen ist
die Rabi-Frequenz

o @ Ll = 1 (11dBR) (57)

klarerweise Null, wenn das Feld E am Ort des 2-Niveau-Systems
Null ist, und ist deshalb zu Recht aus (55) verschwunden.

Wegen (52) ist |V'| wihrend des gesamten Versuchs in sehr guter
Naherung Eins, und V rotiert im Zeitraum 0 < ¢ < T in der xy-
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Ebene mit der Frequenz § um die z-Achse.

0<t<T:

V(t) ~ — sin(dt) Ve(t=0)=0 (58a)
Vy(t) = — cos(dt) Vyt=0)~ — (58b)
V.(t) =0 (58c¢)

In Abb. 3(0) und 3(©) sind zwei beliebig herausgegriffene Mog-
lichkeiten fiir unterschiedlich grofies § > 0 skizziert. Bei § < 0
(dafir enthélt Abb. 3 kein Beispiel) rotiert der Blochvektor in um-
gekehrter Richtung um die z-Achse, und im Fall 6 = 0 ist er bei
V =~ (0,—1,0) konstant.

Insgesamt dreht sich V' im Zeitraum T zwischen den beiden
Pulsen um den Winkel

—T=-a-n-2r , n=0,1,2,3,... (59)
0<a<2r.

Im Zeitraum T <t < T+T, /2 ist das Casium-Atom zum zweiten
Mal einem 7/2-Puls ausgesetzt. Dieser Puls dreht V' aus der xy-

1@
(T+T7r/2>

4‘

: ': :><% |
_Tﬂ/2) ‘n\\“_. ’ \\‘\_W+Tﬂ'/2>

Abb. 3: Der Blochvektor beim Ramsey-Verfahren
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Ebene in die xz-Ebene, siche Abb. 3@ und 3. (Beides gilt nur
naherungsweise. Falls § # 0 ist, liegt V' vor dem Puls nicht genau,
aber fast, in der zy-Ebene, und nach dem Puls nicht genau, aber
fast, in der zz-Ebene.) Nach diesem Puls ist in guter Néherung

V., (355) p22 — p11 = cos(a) . (60)
Im Fall o = 0 ist also die Besetzungswahrscheinlichkeit des Zu-
stands |2) gleich Eins, und die Besetzungswahrscheinlichkeit des
Zustands 1) ist gleich Null. Im Fall o = 7 ist die Besetzungswahr-
scheinlichkeit des Zustands |2) Null, und die Besetzungswahrschein-
lichkeit des Zustands |1) ist gleich Eins.

Im Zeitraum zwischen ¢t =T+ 17, /5 und der Detektion dndern
sich V; und V, aber V, (3:5) p22 — p11 andert sich nicht mehr. Fir
das Messergebnis ist es deshalb unerheblich wieviel Zeit zwischen
t = T + T,/ und der Detektion vergeht, vorausgesetzt dieser
Zeitraum ist sehr klein gegen T7 und 75.

In Abb. 4 auf der néchsten Seite, die aus [3] entnommen wurde,
werden die Messergebnisse als Funktion von § dargestellt. Im Insert
sind die zentralen Interferenzstreifen mit gespreizter Frequenzachse
abgebildet. Weil bei der Uhr ,,CS2“ der PTB p;; (nicht pa2) ge-
messen wird, zeigt die Messkurve bei perfekter Resonanz (6 = 0)
ein Minimum.

Man erkennt aus der Graphik deutlich den Vorteil von Ram-
sey’s Methode: Aus der Graphik lédsst sich der Punkt § = 0 ohne
weiteres mit einer Genauigkeit von etwa +10Hz ablesen. Wiirde
man anstelle der zwei 7/2-Pulse einen einzigen m-Puls anwenden
(d.h. wire T'= 0), dann wiirde man die griin eingezeichnete Kurve
erhalten, aus der die Position von ¢ = 0 nur mit einer Genauigkeit
von etwa +100 Hz erkennbar ist. Ramsey’s Methode steigert also
die Genauigkeit der Uhr etwa um den Faktor 10.

Unter den Interferenzexperimenten spielen die Ramsey-Interfe-
renzen eine bemerkenswerte Sonderrolle. In anderen Interferenzex-
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1.0
1.0 . . . . . . — 7
P11
0.8 F 0.4
0.2
0.0
06 02 -01 00 01 ]o02
0.4 r l
0.2 F |
0 /kHz
OO 1 L L .
-3 2 A 0 1 2 3

Abb. 4: Ramsey-Interferenzen, gemessen mit der Uhr ,CS2* der PTB
(Graphik aus [3])

perimenten bringt man Lichtwellen mit Lichtwellen zur Interferenz
(bzw. ein Photon mit sich selbst), oder Elektronenwellen mit Elek-
tronenwellen (bzw. ein Elektron mit sich selbst), oder Molekiilwellen
mit Molekiilwellen (bzw. ein Molekiil mit sich selbst). Dagegen zeigt
Abb. 4 die Interferenz zwischen einem Materiefeld (den Céasium-
Atomen) und dem elektromagnetischen Strahlungsfeld. Beim ersten
7/2-Puls wird eine wohldefinierte Phasenbeziehung zwischen jedem
Céasium-Atom und dem Strahlungsfeld hergestellt. Anschliefend
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entwickelt sich die Phase der Cédsium-Atome geméf

a) /1
(28 \/; C e—zwlt‘l + C 6*1w2t|2>:|

%[ Ce+z wo—2w1) ‘1>+C€+zw1t|2>} —i(wa—w1)t (61)

Ci = (1 - 7) i(C+0Tx /2/2)

Cy l%Rez(c—aTw/Q/z) '

Man beachte dass C7 und C5 Konstanten sind. Die Exponential-
funktionen innerhalb der eckigen Klammern oszillieren sehr schnell
im Vergleich zu e~#«2=%1)! Deshalb sind sie hinsichtlich der In-
terferenz mit der elektromagnetischen Strahlung der Frequenz
w =~ we — w1 lediglich ,, Rauschen®.

Gleichzeitig entwickelt sich die Phase des Strahlungsfeldes geméaf

Y E cos(—wt) (62)

)]

w=wy—wis+0.

Nach der Zeit T', wenn Atome und Strahlung wieder zusammenge-
fithrt werden, hat sich zwischen (61) und (62) eine Phasendifferenz
von —d&71 aufgebaut, abgesehen vom , Rauschen® innerhalb der
eckigen Klammern von (61). Diese Phasendifferenz ist dafiir verant-
wortlich, dass man in Abb. 4 nicht die breite griine Kurve, sondern
die feinen Interferenzstreifen sieht. In der englischsprachigen Lite-
ratur werden diese Streifen als ,, Ramsey fringes* bezeichnet.
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