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Energie und Impuls des Metrischen Feldes

Ubersicht

In der Allgemeine Relativitatstheorie (ART) tritt das metrische
Feld der vierdimensionalen Raum-Zeit an die Stelle des Gravi-
tationspotentials der Newton’schen Theorie, und die Christoffel-
Symbole (die im Wesentlichen aus den Ableitungen des metrischen
Feldes nach den vier Raum-Zeit-Koordinaten bestehen) treten an
die Stelle der Gravitationskraft. Dementsprechend kann das metri-
sche Feld der ART, genauso wie Newton’s Gravitationsfeld, Energie
und Impuls speichern und mit anderen Feldern austauschen. Die
Energie-Spannungs-Matrix (die kein Tensor ist!) des metrischen
Feldes, und die ,,dynamischen“ Energie-Spannungs-Tensoren der
anderen, in der Raum-Zeit enthaltenen Felder werden untersucht.
Zum Abschluss wird die zuweilen behauptete Unvertréiglichkeit der
ART mit dem Konzept der Erhaltung von Energie und Impuls
diskutiert.
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1. Notation

Wir gehen aus von der Einstein’schen Feldgleichung

R 8T G
RNV_§QHV+A9#V:_CTT#V ) (1)

in der (R,,) der Ricci-Tensor, R = g"”R,,,, der Ricci-Skalar, (g, )
der metrische Tensor, A die kosmologische Konstante, G die Gra-
vitationskonstante, und c die Lichtgeschwindigkeit ist. (7},,) ist
der Energiedichte-Impulsdichte-Tensor sédmtlicher Felder, die in
der Raum-Zeit enthalten sind (also aller Felder mit Ausnahme
des metrischen Feldes selbst). Fir diesen Tensor sind auch die
kiirzeren Bezeichnungen Energie-Impuls-Tensor oder Energie-Ten-
sor oder Energie-Spannungs-Tensor iiblich. Wir werden ihn meist
kurzerhand ES-Tensor nennen.

Mit einer Ausnahme benutzen wir fiir Tensoren und ihre Kon-
traktionen die gleichen Namen:

guyngRﬂMUV = gleo-MUV = g/wRMV = RV}/ = R (2)

Wenn betont werden soll, dass der komplette Tensor und nicht nur
eine seiner Komponenten gemeint ist, schreiben wir (R, ). In einer
vereinfachenden Schreibweise verwenden wir aber oft auch R,
als Bezeichnung des kompletten Tensors. Dann geht nur aus dem
Zusammenhang hervor, ob der Tensor oder lediglich eine seiner
Komponenten gemeint ist. Bei Vektoren bedeutet A = (AY).

Die Ausnahme ist der metrische Tensor. Fiir seine Kontraktion

glw.g,uz/ =g, =4 (3)

benutzen wir nicht den Buchstaben g. Dieser wird vielmehr definiert
als die Determinante des metrischen Tensors:

9= det(gas) = |(9as)) (4)
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Der metrische Tensor ist symmetrisch, es gilt g,, = g,,. Deshalb
kann er an jedem beliebigen Raum-Zeit-Punkt P (aber im allge-
meinen nicht global) in eine Diagonalmatrix transformiert werden.
Dariiber hinaus kann man die Transformation (an jedem Punkt,
aber nicht global) so wéihlen, dass man die Minkowski-Metrik erhélt.
Wir definieren sie in der Form

(1ap) = diag(+1, -1, -1, 1) . (5)

Das Koordinatensystem mit der Metrik 7,g ist das lokale Inerti-
alsystem LS (d.h. das Koordinatensystem des Tangentialraums
am Punkt P). (5) ist eine gute Naherung fiir die Metrik eines frei
fallenden Volumens, dessen Ausdehnung in Raum und Zeit so klein
ist, dass alle Effekte der Graviation, wie z. B. Gezeitenkréfte, un-
messbar klein sind. Wir werden jedoch sehen, und in Abschnitt 5
diskutieren, dass die Naherung (5) in Untersuchungen der Energie
und des Impulses des Metrischen Feldes nicht zuléssig ist, nicht
einmal dann wenn das Volumen infinitesimal klein gewahlt wird.
Die Ableitung nach z* kennzeichnen wir entweder durch ein
klein geschriebenes d oder durch einen Strich vor dem Index:
dA¥ dA
Tk = d,A” = Aj, d—x: =d, A =4, . (6)
Ricci und Levi-Civita haben gezeigt, dass die Metrik g,,, an jedem
Punkt der Raumzeit mithilfe eines ,, Vierbeins“ auf die Minkowski-
Metrik 7,4 des Tangentialraums in diesem Punkt bezogen werden
kann[1]. Das Vierbein besteht aus vier kovarianten Einheitsvektoren
e_L mit 4 = 0, 1,2, 3, die den Tangentialraum aufspannen. Wahrend
dz* nur eine Komponente des vierdimensionalen Vektors dz ist,
handelt es sich bei jedem einzelnen der vier Vektoren e_L um
einen kompletten vierdimensionalen Vektor. Um das zu betonen,
wurden diese Vektoren ausnahmsweise mit Pfeilen notiert. Alle
anderen vierdimensionalen Vektoren, zum Beispiel dx, erkennt man
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nur daran dass sie keinen Komponentenindex tragen. Die zu den
vier Einheitsvektoren e—L dualen kontravarianten Einheitsvektoren
werden definiert durch die Relation

e—)y e—L _ e—)uoe 6_1157701,8 — .gV,u _ 77V,u (7&)

Sie erfiillen die Relationen

e g ey’ =na = ga (7b)
€—>V G_L =e,” euﬂnaﬂ = Gvp - (7C)

Insbesondere gilt fiir den Nabla-Operator
V=etd,. (8)
Also ist die Divergenz eines kontravarianten Vektorfeldes A(x)
VA=¢'"d,e, A" =e'"e,d, A + e rAVd e,
= g' A + A% g1, TV = g (duAY +TT,AY) L (9)
[ DpA¥
Auf diese Weise wird die kovariante Ableitung
DAY =d,AY + T, A% (10)

definiert, die — anders als im allgemeinen die ,,normale“ Ableitung
d,A” — ein Tensor ist. Die kovariante Ableitung kennzeichnen wir
entweder durch das Zeichen D oder durch zwei parallele Striche
vor dem Index:
DAY = Aﬁ# =d, A" + I, A" (11)
DuAV = AV”M = dMAV — FZ[VAOZ
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Die direkte Berechnung der Christoffel-Symbole ergibt [2, Kap. 11]

— =
Fgaze 6d

(12)

14

e—) _ gﬁ)\(dgu)\ dga)\ . dgau)
¢ 2 \dze = dav dar /-~
Im LS verschwinden die Christoffel-Symbole I',, so dass die kova-
riante Ableitung und die ,, normale* Ableitung identisch sind.
Der Kriimmungstensor R*,,; wird definiert durch die Differenz

RE por Ay = Aplirfic — Apllo|ir
2, (18.8)] A% dreg
L S A

Den in der Feldgleichung (1) enthalten Ricci-Tensor erhélt man
durch Verjiingung des Kriimmungstensors beziiglich der Indizes p
und o:

darg, dryg

T ﬁ +1y, 08 —T) Th, (14)

— pr
Rpr = RV pyr =

2. Die Lagrangedichte der leeren Raum-Zeit

Wir wollen Energie und Impuls des metrischen Feldes mithilfe des
Lagrange-Formalismus untersuchen. Dazu miissen wir zunéchst
eine Lagrangedichte finden, aus der die Feldgleichung (1) nach dem
Hamilton’schen Prinzip der kleinsten Wirkung abgeleitet werden
kann. Die folgenden Uberlegungen stiitzen sich hauptsichlich auf [3,
Kap. 19].

Wir nennen die gesuchte Lagrangedichte des leeren metrischen
Feldes (, klassisches Vakuum®) Lgp. Der Index gy soll Einstein-
Hilbert bedeuten. Wir schreiben die Lagrangedichte als Produkt

Ly/lg| = Len (15)
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mit einer (zunéchst ebenfalls unbekannten) Funktion L, die wie
Ly die Dimension Energie/Volumen hat. Das Volumenelement

d'a'\/lg'| = d'zy/lg| (16)

ist invariant unter beliebigen Koordinatentransformationen, also
ein Skalar, siehe [4, (18)] oder [2, (17.11)]. Wir verlangen, dass die

Wirkung
dix
S=[— L 17
[ VlL (1)
? Lpn

in der w einen einfach zusammenhéngenden abgeschlossenen Be-
reich der vierdimensionalen Raumzeit bezeichnet, ebenfalls ein
Skalar sein soll. Deshalb muss auch L — anders als Lgy — ein
Skalar sein. Dies ist die erste Forderung, von der wir uns bei der
Suche nach L leiten lassen.

Eine zweite Forderung an L ergibt sich aus folgender Uberlegung:
Die Einstein’sche Feldgleichung des Vakuums héngt ab vom metri-
schen Tensor (g, ), sowie quadratisch von seinen ersten und linear
von seinen zweiten Ableitungen. Also verlangen wir, dass auch L
von (g,,) und seinen Ableitungen erster und zweiter Ordnung in
gleicher Weise abhéngen soll, aber nicht von seinen Ableitungen
hoherer Ordnung. In [5, chap. 6.2] wird bewiesen, dass der Ricci-
Skalar R = R*, der einzige Skalar ist, der in dieser Weise von
(9,u) abhéngt.

Eine dritte Forderung an L ergibt sich aus dimensionalen Uber-
legungen: L soll die Dimension

nergie s m* c*
R & il D
m m?
Rl=m™ , [J=—= , [G]=
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haben. Als vierte und letzte Forderung verlangen wir, dass die
Einstein’sche Feldtheorie die Newton’sche Gravitationstheorie als
Grenzfall enthalten soll.

Die Summe

A

= 167G

mit einer beliebigen Konstanten A (die wie R die Dimension m™
haben muss) erfiillt alle vier Forderungen an L. Damit erhdlt man
die Wirkung

(R — 2A) (19)

2

d4
g _
S — / 167r G Ry —2A) . (20)

LeH

Nach dem Hamilton’schen Prinzip muss die Variation von S
Null sein. Zu variieren ist dabei nach den Komponenten g"* des
metrischen Feldes, sowie ihren im Ricci-Tensor enthaltenen ersten
und zweiten Ableitungen nach den Raum-Zeit-Koordinaten:

0S = (551 4+ 059 4+653=0 (21)

55, = ﬁ / d* (5\/l9]) (9" R — 20)
167 G/d4 Vgl (69 ) R
0S5 = 167rG /d4x \/EQW (5RH,,) (22)

Man beachte, dass d fwd4x = 0 ist. Denn wir verlangen, dass
dg"”, §dag"”, und § dodgg"” auf dem Rand (und auBerhalb) des
kompakten vierdimensionalen Volumens w Null sein sollen. Nur im
Inneren von w werden die Metrik und ihre Ableitungen variiert.

052 =
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Zur Berechnung von §.57 bendtigen wir

5\/lgl = 6v/—g = _j% . (23)

Jacobi hat die Formel
0 det(AH) = det(A*) Sp{(A’“’)_1 S(A*)} (24)

fiir beliebige quadratische Matrizen (A*") mit nicht-verschwinden-
der Determinante angegeben. Im Fall des metrischen Tensors ergibt
sich mit (g,,)~* = (¢")

6(g9) = gSp{(9"") 6(gu)} = 99" dgup - (25)

Damit erhélt man
(23) 1 1
0lgl = 5V=99"0guu = =5V =99 59" . (26)
Zum Beweis der letzten Gleichung machen wir die Nebenrechnung

69", =0=2069""gp, = (6"")gpv + 9" 390 ‘ g
(69"7) 9" = =" 9" 09 ‘u “p
577 = —g" g0, ‘ Ay,
Aps 0977 = =AM b9, (27)

wobei (A"") ein beliebiger Tensor ist.

0S5 lassen wir unverdndert. Zur Berechnung von 653 betrachten
wir zundchst den Kriimmungstensor vierter Ordnung R, = (13).
Man transformiert ihn in ein Koordinatensystem, das an einem
willkiirlich bestimmten Punkt P die Metrik (5) hat. Dann sind an
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diesem Punkt die Christoffel-Symbole Null, und die Variation des
Kriimmungstensors vereinfacht sich zu
SRT d(oT,,) B d(ory,)
Hev dzv dxr
= (5F,Zp)|u - (5FZV)

lp im LS am Punkt P . (28)

Im LS sind die kovariante Ableitung und die ,,normale“ Ableitung
identisch.

SR o = (6T ,) 110 — (ST7) 10 - (29)

Weil 0R? ., = R'? jjp — R? up als Differenz zweier Tensoren eben-
falls ein Tensor ist, gilt diese Gleichung, bei der es sich um die
Palatini-Gleichung handelt, nicht nur im LS am Punkt P, sondern
an jedem beliebigen Punkt in jedem beliebigen Koordinatensystem.
Jetzt kontrahieren wir o und p

Ry = (015,) 1y — (617, 1o (30)
und setzen das Ergebnis ein in

63 4 v g
2% = Torc /d z/lol 9" (0T = @T5)) - (81)
(9"0T 7y = 97O}y

Der metrische Tensor darf in die Klammer gezogen werden, weil
seine kovariante Ableitung Null ergibt. Auflerdem wurden im letzten
Summanden kontrahierte Indizes umbenannt. Wenn man verlangt,
dass die Variation von I' auf der Oberfliche A(w) des Volumens w
Null ist, dann ist 53 Null. Das erkennt man mithilfe des auf den
Riemann’schen Raum verallgemeinerten Gaufy’schen Satzes

/d4 9| VP, = /dx\fn vH (32)
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in dem A(w) die dreidimensionale Oberfliche des vierdimensio-
nalen Volumens w bedeutet, n der Einheitsvektor senkrecht auf
dieser Oberfliche ist, V ein beliebiges Vektorfeld ist, und g die
Determinante des metrischen Tensors im System der Koordinaten
x ist.

Damit erhélt man schliefllich die Einstein’sche Feldgleichung des
Vakuums:

(21) c? 4 1 e
5= Torc /d v \/@ (RW = 5 9 (B 2A)) 59" =0 (33)

R
— RMV_EQMV—i_AgMV:O
Diese Gleichung ist (abgesehen vom ES-Tensor T}, der in der Raum-
Zeit enthaltenen anderen Felder) identisch mit der Feldgleichung
(1). Also ist Lrg = (20) eine korrekte Lagrangedichte der leeren
Raum-Zeit.

3. Energie- und Impulserhaltung

Als Einstein 1916 den ersten Ubersichtsartikel zur jungen Allge-
meinen Relativitétstheorie veroffentlichte [4], legte er groflen Wert
auf den Nachweis der Energieerhaltung des metrischen Feldes, das
in dieser Theorie an die Stelle des Newton’schen Gravitationspo-
tentials tritt. In §15 seiner Abhandlung betrachtet er die Energie-
und Impulserhaltung des Metrischen Feldes allein, also im Fall
einer gekriimmten, aber leeren Raum-Zeit. In §16 bis §18 erwei-
tert er die Untersuchung dann vom Vakuum auf den Fall, dass
die gekriimmte Raum-Zeit ein elektromagnetisches Feld und/oder
materielle Felder enthélt. Er zeigt, dass in diesem Fall Energie und
Impuls zwischen dem metrischem Feld und den in ihm enthaltenen
Feldern ausgetauschte werden, so dass Erhaltungssitze nur fiir das
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metrische Feld und seinen Inhalt gemeinsam gelten, jedoch nicht
fiir das metrische Feld oder die anderen Felder allein. Wir werden
uns in diesem Abschnitt eng an Einsteins Darstellung anlehnen.

Zunéchst setzen wir die Kosmologische Konstante A = 0 und
formen die Feldgleichung (1) um:

R 1 8rG y
R,uzz_gguu:_?Tuu ’,gli
R 8t G
R—— ¢"gn=—-R=— T
2& ct

4

871'G( » T )

- R/U/ = _CT — §guy (34)

* In seiner Formel (29a) gibt Einstein fir das Christoffel-Symbol
mit einer Kontraktion folgende wichtige Relation an:

b 0 dge_ 1ding
PH 2 dxr 2 dxr

mit g = det(gaps) (35)

« Mit (35) lasst sich der Ricci-Tensor (14) auch in der Form

1d%In|g| dT%; 1dIn|g|
S _ VKR _TV =
Fpr = 2 dzpda™  dat Lol FPTZ dav (36)
schreiben.
+ Einstein schrinkt seine Untersuchungen auf Koordinatensys-
teme ein, deren Metrik die Determinante |det(g,.)| = |g| = 1

haben. Aus (35) und (36) erkennt man, dass sich der Umfang
der Formeln damit enorm reduziert. Auf Seite 815 versichert
Einstein, dass er die Untersuchungen auch fiir den Fall |g| # 1
durchgefiihrt habe, und dass man dabei die prinzipiell gleichen
Ergebnisse wie im Fall |g| = 1 erhalte. ,,Doch glaube ich, dafl
sich eine Mitteilung meiner ziemlich umfangreichen Betrachtun-
gen liber diesen Gegenstand nicht lohnen wiirde, da doch etwas
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sachlich Neues dabei nicht herauskommt.“ Man beachte, dass es
sich bei der Voraussetzung |g| = 1 nicht etwa um die Riickkehr
zur Minkowski-Metrik handelt. Fiir diese gilt zwar auch |g| = 1,
Einstein betrachtet aber gekriimmte Raum-Zeiten mit

dg,w
dx®

#£0 , TE £0 , |det(gu)| =g/ =1

Wihrend das Christoffel-Symbol im allgemeinen verschieden von
Null ist, ergibt seine kontrahierte Form im Fall |g| = 1 Null, wie
man aus (35) erkennt.

* Die Feldgleichungen der Raumbereiche (,, Vakuum*), die keiner-
lei Energie mit Ausnahme von Gravitationsenergie enthalten,
vereinfachen sich zu

(34),36) dI'y,
R, = -
K dze

+T0.T0=0 falls|g/=1, (37)

und die oben iiberpriifte Lagrangedichte

) K A (38)

Lon D 2|Hg| (R —2A) o

wird mit A = 0 in diesem Fall zu

(36) i( AT

Lpn = or P —I—g"”F%FgV) falls |g| =1 . (39)

Bekanntlich dndert sich die Variation des Wirkungsintegrals nicht,
wenn man zur Lagrangedichte die Vierer-Divergenz einer beliebigen
Funktion der Raum-Zeit addiert, siche z. B. [6, Kap. 3]. Weil die
kovariante Ableitung des metrischen Tensors Null ergibt, gilt

(35)

Dﬁguyrgu = QW(dBF;ﬁw + Fgarlojlf) - guydﬁrlﬂw falls 9| = 1.
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Indem man diese Viererdivergenz mit 1/(2x) multipliziert und zur
Lagrangedichte (39) addiert, erhilt man die Lagrangedichte

1 . 831G
= %g“yfzﬁf‘fa mit kK = —a falls [g| =1 . (40)
Dies ist die Lagrangedichte, von der Einstein ausgeht. Er iiberpriift
zunéchst explizit, dass die Feldgleichung (37) durch Variation der
Wirkung

d*z L
5525/—\/]9]7:0 mit |g] = 1
Joc Vgl

abgeleitet werden kann. w ist ein einfach zusammenhéngender
kompakter Bereich des vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinuums.
Weil auf dem Rand (und auflerhalb) von w nicht variiert wird,
und nach Voraussetzung |g| = 1 gilt, ist die Lagrangedichte £ der
einzige Faktor der Wirkung, der variiert wird.

260L =TG50, 69" + 29" T3 6T,
_ v B 8 v
- 21—%/& 0 (gﬂ Fya) - gﬁrmx 5.9“ (41)

1 v B\ dgu)\ dga)\ dgau
2 5[gu g’ (dx“ + dzv  da? )}

Beim Vergleich mit Einstein’s Formel auf Seite 804 unten ist zu
beachten, dass wir das Christoffel-Symbol (12) mit umgekehrtem
Vorzeichen definieren. Weil das Christoffel-Symbol in den beiden
unteren Indizes symmetrisch ist, diirfen im unterklammerten Aus-
druck g und 8, und demzufolge auch v und A vertauscht werden.
Deshalb verschwinden die beiden letzten Terme des unterklammer-
ten Ausdrucks:

dgua
a v _BA v a v
260L =T 5[9“ 9 @} —T5l0a 09" (42)



14 ENERGIE UND IMPULS DES METRISCHEN FELDES

Mit
dg, d(9"°g-) dg"? dg"”
l/’T,U‘pip: vr “\J JTp) vt =J — _ 43
g dx° g dx° g dx° rp dx° (432)
0
dg™ d TP d d
9urGup d’iL'U = gvr (gggg )* vT dgg;#f’p = — dga;u: (43b)
0
folgt
d g
2k6L = —T%, 5(5) —T9,T0, 39" . (44)

Aus dieser Gleichung lassen sich die Differentialquotienten ablesen,
die zur Berechnung der kanonischen Feldgleichung erforderlich sind:

oL oL _
“O(dagt)  Oghv
—dq T, +T9T0, =0 falls [g| =1 (45)

Diese Feldgleichung ist identisch mit (37). Also ist £ = (40) unter
der Voraussetzung |g| = 1 tatsdchlich eine korrekte Lagrangedichte.
Jetzt multipliziert Einstein die Feldgleichung mit d,g*":

oL oL
= do’ ad doz - da’ a
0= (dsg™) Adugh) (dog )aguv
oL oL L
= do(dyg" - dyda g — dy g (46
(dog )8(dag,w) g g ogi 19 (46)
—do L

Hier wurde dodsg"” = dydag”” genutzt. Dies ist die Kontinuitéts-
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gleichung der Energiematrix ¢,:

dats® =0 (47)
1 oL
to = ——((deg") =———— — 9,°L 48
3 (o0 ) 50y = 9°E) (48)
(4_0) 1 yng « Q  pVTT B —
- ﬂ((dag )F,LLI/ +90 9 Fyﬂrm—) falls |g| =1

Man beachte, dass die Definition des Energietensors die gleiche
Form hat wie die Definition des Energietensors anderer Felder in
der kanonischen Feldtheorie in Minkowski-Metrik [6, Kap. 4]. Hier
betrachten wir aber Metriken mit dg?? /dx™ # 0, denn sonst wére
te“ = 0. Der Faktor —2x wurde eingefiigt, um im Grenzfall schwa-
cher Gravitation die Energie des Newton’schen Gravitationsfeldes
zu erhalten. (Einstein untersucht diesen Grenzfall in §21 seiner
Abhandlung.)

Man beachte zweitens, dass die Matrix (t,“) kein Tensor ist,
weil sie nicht form-invariant unter beliebigen Koordinatentransfor-
mationen ist. Denn sie gilt ja nur unter der Einschrankung |g| = 1.
Diese Einschriankung hat sich bereits bei der Definition (40) der
Lagrangedichte angedeutet: £/1/]g] ist kein Riemann-Skalar unter
beliebigen Transformationen, sondern nur mit der Nebenbedingung
lg| = 1. Folglich werden wir (¢,%) = (48) als Energiedichte-Span-
nungs-Matrix oder kurz als ES-Matrix des metrischen Feldes unter
der Nebenbedingung |g| = 1 bezeichnen. In Abschnitt 5 werden
wir diskutiern, welche Konsequenzen die Tatsache hat dass die ES-
Matrix (t,%) = (48) des Metrischen Feldes kein Tensor ist.

Um zu klaren, wie die ES-Matrix mit der Gleichung des metri-
schen Feldes zusammenhéangt, macht Einstein zunéchst folgende
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Nebenrechnung:

vr 9" rdgrp | dgop  dgor
VT T uTTV VT o
9" Tor +9"Tor =9 2 (dx(’ dx™ dacp>+
w97 (dg9rp | dgop  dgor
t9 2 (d:):ff dz™ dzr ) (49)

Auf der rechten Seite der Gleichung kompensieren sich vier Terme,
die sich nur durch die Namen der kontrahierten Indizes p und 7
unterscheiden. Also gilt

dgrp (43) dg"”
VTF'U‘ /‘LTFV = vT ,le 7p = — . 50
9 Tor + 9" Vor =g""g" 3 1o (50)

Damit kann man die ES-matrix (48) folgendermafen schreiben:

_Qﬂto_a — ( Z/TIW/J/ /,LTI‘I/ )Fa _ Oé ,LLI/FLBFET
Kt = 1g Wr/;r; —g””FW oy falls|g|=1 (51)
Kt = ﬁto" = g‘“TffTF;ﬁ wegen ¢,° =4
K(te™ — %gaa ) = 'uyrucf wB falls |g] =1 (52)

Die Feldgleichung (45) wird mit ¢”? multipliziert:

L. dTe
— 4 ¢TI, =0 falls |g| =1 (53)

Der erste Term ist

dry, — d(g”Iy,)  dg”

o _ M
-9 dze ~  da® + dze Tou
d ZIO'FO(
@ LT _ oy e, g e, (5)

Der zweite Term dieses Ausdrucks unterscheidet sich vom zweiten
Term der Feldgleichung nur durch die Namen zweier kontrahierter
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Indizes. Damit erhilt man die Feldgleichung
d(gyo-]-—‘g ) T1T0O
_?a“ —9"" T, qu =0 falls|g|]=1. (55)
—
+ R — %gu"t)

Aus dieser Gleichung wird unmittelbar klar, wie die Feldgleichung

zu modifizieren ist, wenn es aufler dem metrischen Feld auch noch

andere Felder, z. B. ein elektromagnetisches Feld oder ein Materie-

Feld gibt: Man summiert zur ES-Matrix des metrischen Feldes ¢,”

die ES-Tensoren 7),° der anderen Felder:

vom«o
—w =—K (t,f +T,° — 39,7 (t + T)) falls [g| =1 .

(56)

Wir bringen die Terme mit ¢, aber nicht die Terme mit T, auf die
linke Seite der Gleichung, und transformieren sie von der Form (55)
wieder zuriick zur Form (53). Wenn man schliefllich beide Seiten
der Gleichung mit g,, multipliziert, erhdlt man

(e%

d
RMV = — d:EI;‘H + F'fal“gu = —K (T;u/ - %guuT) falls ‘g‘ =1.
(57)

Um die Energie- und Impulserhaltung fiir die Kombination des
metrischen Feldes und der materiellen Felder zu untersuchen, bildet
Einstein die Kontraktion von (56) hinsichtlich der Indizes p und o,
multipliziert das Ergebnis mit % 9,°, und zieht das Ergebnis von
der urspriinglichen Gleichung (56) ab:

d(¢g”Iy,) | ,d(g"Ty,)

dz@ 29p dz@

—k(t,"+T°)  (58)
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Dann berechnet er die Divergenz dieser Gleichung hinsichtlich des
Index o. Es ist

_dQ(gygng) _ d? [ ygg(dgMT dgur B dguu)}

dxodxe dxodxe 2 \dgv  dar  dz7 /1
Weil dieser Ausdruck invariant ist unter gleichzeitiger Vertauschung
von « mit ¢ und v mit 7, kompensieren sich der erste und der
dritte Term in der grofien runden Klammer.

B d2 (gz/cfl‘\gzu) _ d2 I/O’ﬂ dgw} (g) 1 d3gaa
dxodxe dxodz> 9 2 dx+ 2 dzodxedxt

(59a)

Die Divergenz des zweiten Summanden in (58) hinsichtlich des
Index o ist

le(gVPFlojp) 1 d2 [ Vpﬁ(dgm dgu- dgyp)} .

2 dxtdze - 2 dzidze 2 \dz¥ der  dz7

Der letzte Term ist wegen (35) fiir Metriken mit |g| = 1 Null.
Der restliche Ausdruck ist in v und p symmetrisch, so dass er
zusammengefasst werden kann. Auflerdem wird der kontrahierte
Index p umbenannt in o:

1d2(guprgp) B d2 vo ar dgw (9) 1 d3gcra

1
2 dztdxe _deﬂdxo‘g g dze —  2datdzodze
(59Db)

Insgesamt ist also die Divergenz der linken Seite von (58) Null.
Folglich muss fiir die rechte Seite das Gleiche gelten:

d
dax°

(t,”+T1,°)=0 falls|g|=1 (60)

Dies Ergebnis besagt: Erhaltungssitze gelten weder fiir Energie und
Impuls des metrischen Feldes allein, noch fiir Energie und Impuls
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der in der Raum-Zeit enthaltenen Felder allein. Nur die Summe
der Energie und die Summe der Impulse des metrischen Feldes
und seines Inhalts sind erhalten, d.h. Energie und Impuls kénnen
zwischen dem metrischen Feld und seinem Inhalt ausgetauscht
werden.

Wir wiirden uns gerne von der Beschrankung |g| = 1 16sen, und
stattdessen eine Formel der Art

? . C e
e (t,2 +7,°) =0 mit |g| beliebig
beweisen. Das ist aber unmoglich, siehe Abschnitt 5. Trotzdem
kénnen wir noch ein wichtiges Ergebnis zur Energie-Impuls-Erhal-
tung im allgemeinen Fall mit beliebigem |g| beweisen. Dazu starten
wir von der Feldgleichung

RMV_EQMV+A9MV(2

5 _87T4G THY (3:9) — kT ,
C

die fir beliebiges |g| giiltig ist. Also gilt fiir beliebiges |g|

"7
Y LA D 7 S (5%
R"™ [k — Rg" [ (2K) + Ag"" /K # t# ist nicht der ES-Tensor des
Metrischen Feldes, aber es ist klarerweise ein Tensor, und seine Di-
vergenz ist offensichtlich identisch mit der Divergenz der ES-Matrix
t*” des Metrischen Feldes, vergleiche (60). Wéhrend Energy und
Impuls des Metrischen Feldes nicht als Tensor formuliert werden
kann, ist (61) eine solide kovariante Formulierung der Erhaltung
von Energie und Impuls.

In der speziellen Relativitatstheorie erfiillt der ES-Tensor T,
die Kontinuitatsgleichungen

Ty =0 mit p=0,1,2,3 falls g, (z) = 1 Vo . (62)
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Diese Gleichung bedeutet die Erhaltung von Energie und Impuls
derjenigen Felder (einschliefilich des Gravitationsfeldes), die durch
(T,,) repréasentiert werden. Im Fall der ART werden dagegen Ener-
gie und Impuls, die im metrischen Feld gespeichert werden, nicht
in (7},,) verbucht, sondern irgendwo im Tensor auf der linken Seite
der Gleichung (61).

In einem Raumbereich, in dem die Minkowski-Metrik gilt, be-
schreibt

d, 7" =0 (falls Minkowski-Metrik gilt) (63)

die Erhaltung von Energie- und Impulsdichte der im Raum enthal-
tenen Felder. Die kovariante Tensorgleichung, die diesen Grenzfall
enthélt und bei Transformationen in beliebig beschleunigte Bezugs-
systeme forminvariant bleibt, ist

D, T = d, T + T4 T + T, TH =0 . (64)

Daraus folgt zusammen mit (61):

d, T = —T% T — T%, Tho

RM R —2A) g™
a, (B - 2,.;)9 ) = +T4, T + Ty, THe

(65)

Auf der rechten Seite dieser beiden Gleichungen steht explizit die
Menge an Energie- und Impulsdichte, die zwischen dem metrischen
Feld und seinem Inhalt ausgetauscht wird. Weder fiir das metrische
Feld allein noch fiir die materiellen Felder allein gelten Erhaltungs-
sétze, sondern nur fiir ihre Kombination. D. h. es werden Energie
und Impuls zwischen der Raum-Zeit und ihrem materiellen Inhalt
ausgetauscht. Nur im Vakuum 7" = 0 vereinfacht sich die zweite
Gleichung zu

d, (R™ — gg’“’ +Ag") =0 falls T =0.  (66)
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4. Der dynamische ES-Tensor

Wir haben die freie Feldgleichung aus einer Lagrangedichte ab-
geleitet, dann aber in Gleichung (56) den ES-Tensor T' , von
Hand* eingefiigt. Nun wollen wir versuchen auch des ES-Tensor
systematisch aus einer Lagrangedichte abzuleiten.

Eine geeignete Lagrangedichte hat Einstein in [7] vorgeschlagen.
Dort nahm er an, dass die Lagrangedichte sowohl vom metrischen
Feld ¢"* und seinen ersten und zweiten Ableitungen d,g™ und
dodgg™ abhéngt, als auch von den in der Raumzeit enthaltenen
Feldern ¢, und ihren ersten Ableitungen d,¢, . Zusétzlich macht
er die Annahme, dass die Lagrangedichte als £L = Lgg + Ly ge-
schrieben werden kann. Lgy ist die bereits in (20) angegebene
Lagrangedichte der leeren Raum-Zeit, £, ist die Lagrangedichte
der in ihr enthaltenen Materie (einschliefllich des elektromagne-
tischen Feldes). Auflerdem nimmt er an, dass £ nur von (¢77),
¢r und d ¢, abhangt, aber nicht von den Ableitungen von (¢g77).
Wir iibernehmen diesen Ansatz, und setzen in die Variation (21)
des Wirkungsintegrals folgenden vierten Summanden ein:

dix diz /lgl; 2 0Lum
=  — f— R yu
55, /c 5L /c : <\/@59w)59 . (67)
) T
pv

w

Der so definierte Tensor T}, ist der ,,dynamische® Energiedichte-
Spannungs-Tensor. Damit erhélt man schlielich die Einstein’sche
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Feldgleichung:
(33 3 /
1 G
. ( Ry = 5 g (R = 28) + T 1,) a9 =0 (68)
R 87r G
> R/.LIJ — 5 g,uu + Agl_“, = —CT T.U'V (69)

Als Einstein 1916 seinen Ansatz (67) veroffentlichte, nach dem
die Variation 654 der Wirkung durch die Variation §g"” von Ly
nach dem metrischen Feld vollstindig beschrieben werden kann, da
konnte er nicht ahnen dass Dirac zwolf Jahre spater Spinorfelder in
die Physik einfiihren wiirde. (67) ist im Fall von Spinorfeldern nicht
korrekt. Eine Streckung der Metrik g"” entspricht einer Schrump-
fung der Feldamplituden v und ihrer Ableitungen d, v im Zeit-
Orts-Raum. Aber die ebenfalls erforderliche Variation im Spinor-
Raum kann durch die Variation dg"” nicht ersetzt werden.

Die linke Seite der Feldgleichung

69) 871G

R
v *guu‘FAguu = _CTTMV

Ru — 5

ist invariant unter Vertauschung von p und v. Also muss die rechte
Seite es ebenfalls sein. Auf den ersten Blick scheint der in (67)
definierte ,,dynamische“ ES-Tensor

2 0Ly
Vgl 09
dieser Forderung zu entsprechen. Denn g, = g,,, ist symmetrisch,

und Lys/+/|g| ist ein Skalar. Seine Definition unterscheidet sich
deutlich von der Definition des kanonischen ES-Tensors, die im

(70a)
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Fall einer starren Metrik (sprich: im Fall der speziellen Relativi-
téatstheorie)

Tow = Z o d“ ) dyér — gL falls g () = Vo (70b)

lautet, siehe z. B. [6, Kap. 4.2]. Hier ist iiber alle Komponenten aller
Felder ¢, zu summieren, die in der Lagrangedichte £ vorkommen.
Natiirlich muss man verlangen, dass beide Definitionen (70) des
ES-Tensors bei g,,, () — 1, Y2 nahtlos ineinander iibergehen. Wir
werden jetzt untersuchen, ob die ES-Tensoren des reellen Klein-
Gordan-Feldes, des elektromagnetischen Feldes, und des Diracfeldes
symmetrisch sind.

(a) Reelles Klein-Gordan-Feld

Die metrisch kovariante Lagrangedichte des reellen Klein-Gordan-
Feldes lautet

2p?
Ly = !9!(679 ’(Dyg)D,

) . (71)

Die Variation der Wirkung dieses Feldes nach dem inversen metri-
schen Feld (¢g"") ergibt

58 = !dix (5/l91) (02;2 9" (D6)Dyé — m;c4 )+
© 2 Y

(26) wd4:c Vgl 2 h? po m2ct

e 5

w59 (Dp9)Dsdd + g 5

¢° +

+ 2h? (Dugb)quﬂ 5g" =0 . (72)
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Vergleicht man dies mit (68), findet man den dynamischen ES-
Tensor

Ah? m?2ct
T = Ah? (Du¢)Dyo — guu(T 9"’ (Dp¢)Dop — 9 ¢2>
71 Vﬁ
D 212 (D,¢)D, ¢ — % =1 (73)

Im Grenzfall g, (z) — 71y Vo ist er mit dem kanonischen ES-
Tensor identisch, siehe z.B. [6, Kap.7.3]. Dieser ES-Tensor ist
symmetrisch unter Vertauschung von p und v.

(b) Elektromagnetisches Feld

Die metrisch kovariante Lagrangedichte des elektromagnetischen
Feldes ist

1 Vi
L =/|gl (_ 47#0 g"’g UFpoFuz/) . (74)

Die Variation der Wirkung dieses Feldes nach dem inversen metri-
schen Feld (¢g"") ergibt

- 10 (- )

dix 1 1
- - AV 44 _ wnp vo
+ [l (= 4 (019" Foo B = 4= (59" o Fr)
w
(26) /d45C \/m 1 o 1 o v
= =Y —FWF T — g | ——— FF,y | ) 69" .
J e 2 ( wo M7 u { 419 MD g
—_—

»CM/\/E

Der Vergleich mit (68) zeigt, dass der Ausdruck in der runden
Klammer der dynamische ES-Tensor ist:

1 Guw Ly
Tyw=—-——F,F°— £
w po " Fl

(75)
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Der dynamische ES-Tensor ist symmetrisch unter Vertauschung
von p und v. Dadurch unterscheidet er sich vom kanonischen ES-
Tensor

g — _ L purqra, — g —
Ho
1
= +—((d"A")d" A, — (A" AT)A"A,) = gL (76)
Ho

des elektromagnetischen Feldes, wie man beispielsweise in [6, An-
hang A.24] nachlesen kann. In [6, Anhang A.25] wird aber erklért,
wie man den kanonischen ES-Tensor — ohne die Erhaltungsgrofien
zu verandern — so umformulieren kann, dass er symmetrisch wird.
Der symmetrisierte kanonische ES-Tensor des elektromagnetischen
Feldes lautet

1 1
T = — F™*d" A, — gL — — F™"d; A"
Ko Ko

1
=——FFY —g"L, (77)
Ho

ist also im Grenzfall g, (x) — 7., Vo mit dem dynamischen ES-
Tensor (75) identisch.

(c) Dirac-Feld
Die metrisch kovariante Lagrangedichte des Diracfeldes (z. B. des
Elektron-Positron-Feldes) ist

Ly = \/E@(ihcg“”%D,, - ch) ). (78)
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Die Variation der Wirkung dieses Feldes nach dem inversen metri-
schen Feld (¢g"") ergibt

dix —

— : W Ty — 2

0S /c (6\/\g|)w(zhcg YuDy mc)z/J—i—
diz —
. v
+/7 V19l Pihe(3g"” )y, Dy
26) [d'z { B
2 /? 09l 4 @ ihey, D, v

- 2 [ G iher Do — me) 0 | g (79)
L/ \/@

Der Vergleich mit (68) zeigt, dass der Ausdruck in der geschweiften
Klammer der dynamische ES-Tensor ist:

guu»CM

2v/]g]

Der ES-Tensor ist nicht symmetrisch unter Vertauschung von u
und v:

Ty = EMC’MDV P —

(80)

E,Y,U«DVQZ) 75 E’YVD;NJJ (81)

Er unterscheidet sich aber auch vom ebenfalls unsymmetrischen
kanonischen ES-Tensor des Diracfeldes

oL — oL
T/uz - m dl/d} + m duw - guuﬁ
= %ihcf)/uduw - guuﬁ (82)

durch einen Faktor 1/2 im letzten Summanden.
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Man koénnte den fehlerhaften dynamischen ES-Tensor kurzer-
hand durch den in [6, Anhang A.25] hergeleiteten symmetrisierten
kanonischen ES-Tensor

I — — — —
197 = S5 (= (@)% — (A7) + A + Py ) -
—¢" Y(ihey"dy —mc*)y (83)
L

ersetzen, der offensichtlich bei Vertauschung von p und o sym-
metrisch ist. Tatsdchlich liegt das Problem aber tiefer, und wére
damit nur vordergrindig behoben. Felder, die nur Raum-Zeit-Kom-
ponenten haben (zum Beispiel das Klein-Gordan-Feld oder das
elektromagnetische Feld) sind invariant unter einer Drehung von
27 um eine beliebige Achse des dreidimensionalen Ortsraums. Da-
gegen wechseln die Amplituden von Spinorfeldern (also aller Felder
mit halbzahligem Spin) bei einer Drehung im Ortsraum von 27
das Vorzeichen, und sind nur invariant unter Drehungen von 4.
Das macht grundlegende Modifikationen der ART erforderlich, die
iiber eine Korrektur des ES-Tensors weit hinausgehen. Beschrieben
werden sie beispielsweise in [1].

5. Ist die ART mit dem Energiekonzept kompatibel?

In den vorangegangenen Abschnitten wurde wiederholt betont
dass es nicht moglich ist, im Formalismus von Einstein’s ART
eine unzweideutige geschlossene Formulierung eines Energie-Stress-
Tensors zu spezifizieren. Das wurde in der Literatur oft gezeigt,
beispielsweise in [8]. Wir haben betont, dass ({,%) = (48) kein
Tensor ist, sondern lediglich eine Matrix. Bedeutet das, dass in der
ART ein Problem mit dem Konzept der Erhaltung von Energie
und Impuls besteht?
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Bevor wir uns mit dieser Frage beschéftigen, wenden wir uns
zunichst einem einfacheren Problem zu, oder besser gesagt, einem
Scheinproblem: Das Aquivalenzprinzip, das ein Eckstein in den
Fundamenten der ART ist, kann folgendermafien formuliert werden:

In einem lokalen Bezugssystem, das in einem Gravita-
tionsfeld frei fillt, und ausreichend klein in Raum und (84)
Zeit ist, sind jegliche Effekte des Gravitationsfeldes un-
messbar klein.

Dieser Sachverhalt hat leider einige Autoren zu der tibertrieben
vereinfachten (d. h. falschen!) Aussage verfiihrt, dass in hinreichend
kleinen, frei fallenden Bezugssystemen die Minkowski-Metrik gilt.
Wenn das wahr wére, dann wéren die Christoffel-Symbole

F[j (1:2) gw\(dgz/)\ dga)\ . dgau)
v 2 \dzo dzv daA

gleich Null sein, und folglich wéire auch die ES-Matrix

1 ) ((dog™ )T, + 90" TTTE,)  falls o] = 1

des Metrischen Feldes gleich Null. Die Energiedichte des Metrischen
Feldes ist jedoch klarerweise z. B. in der Umgebung eines schweren
Korpers, etwa der Erde, von Null verschieden. Also kann diese
Energiedichte auch nicht Null sein in einem beliebig kleinen Labor,
das frei zur Erde herabfallt.

Formal ergibt sich das Scheinproblem aus der Tatsache, dass in
einer Taylor-Entwicklung des Metrischen Tensors um den Raum-
Zeit-Punkt x = 0 die zu x proportionalen linearen Terme tat-
sachlich Null sind, falls das Koordinatensystem (ohne Rotation)
in einem Gravitationsfeld frei fallt. Aber die Terme hoherer Ord-
nung sind nicht Null! Viemehr ergibt die Entwicklung in ,, Fermi-
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Normalkoordinaten® (siehe z. B. [9]):

goo(z) = Moo —l—ROioj(O)xixj + (9(|1:]3) (85a)
~—
+1

2

3 Roij(0)z'2? + O(|z|*) (85b)

Jok () = mok +
0

1 o
gkl(ﬂs) = N +5 Rkilj(O)l’laZ] + O(|IL‘|3) (85C)
-~ 3
=0k
(Nap) = (5) = Minkowski-Metrik

RF 157 (0) = (13) = Kritmmungstensor bei = 0

Wenn der Kriimmungstensor in einem Koordinatensystem von
Null verschieden ist, dann kann er nicht durch einen Wechsel des
Koordinatensystems auf Null transformiert werden. Um korrekte
Resultate zu erhalten darf man folglich die Entwicklung nicht nach
dem linearen Term (der in diesem Fall Null ist) abbrechen, nicht
einmal in einer infinitesimal kleinen Umgebung von x = 0. Dies
ist der Grund fiir die sorgfiltige Formulierung (84) des Aquiva-
lenzprinzips. Obwohl die Abweichungen des Metrischen Tensors
von (7)) in einem hinreichend kleinen frei fallenden Labor keinen
messbaren Effekt haben, sind sie definitiv nicht mathematisch Null
falls der Krimmungstensor von Null verschieden ist.

Die zweite Frage, betreffend die Konsequenzen daraus dass die
ES-Matrix (t,%) = (48) kein Tensor ist, ist weniger leicht zu be-
antworten. Am 16. Mai 1918 sprach Einstein die Angelegenheit
in einem Vortrag [10] vor der Preuflischen Akademie der Wissen-
schaften an. Dabei befasste er sich im Wesentlichen, wenn auch
in integraler Form, mit unserer Gleichung (61): Obwohl die ES-
Matrix kein Tensor ist, ist die Divergenz (61) offensichtlich ein
wohldefinierter Tensor. Also gelten fiir den Austausch von Ener-
gie und Impuls zwischen dem Metrischen Feld und seinem Inhalt
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prazise, kovariante Erhaltungssitze.

Der Sachverhalt erinnert in gewisser Weise an den Status der
Entropie, nachdem dieser Begriff in den achtzehnhundertfiinfziger
Jahren von Clausius eingefithrt worden war. Zwar fand Nernst
ein halbes Jahrhundert spéter ein Argument, mit dem er einen
Nullpunkt der Entropie definieren konnte; bis dahin waren die
Physiker mit einer Definition zufrieden die lediglich Anderungen
der Entropie spezifizierte, aber nicht ihren absoluten Wert. Und
selbst heute interessiert man sich in den meisten Anwendungen
dieses Begriffs nur fiir Differenzen der Entropie.

Was ist das Problem, wenn durch (61) nur der Austausch von
Energie und Impuls zwischen dem Metrischen Feld und seinem
Inhalt wohl definiert ist, wihrend der absolute Wert von Energie
und Impuls des Metrischen Feldes undefiniert bleibt?

Der absolute Wert von Energie und Impuls, die in den Feldern
gespeichert ist die sich in der Raumzeit befinden (z. B. dem Elektro-
magnetischen Feld) sind wichtig. Denn sie kriimmen das Metrische
Feld entsprechend

v B g+ Ag 2 2 e (86)

Deshalb gaben die angeblich unendlich groflen oder zumindest
riesigen Nullpunkts-Werte der ES-Tensoren T*” elementarer Quan-
tenfelder Anlass zu viel Verwirrung und besorgten Debatten.!
Man beachte aber, dass die Kriimmung der Raumzeit, wie sie
durch (86) beschrieben wird, der einzige Punkt ist, an dem die
absoluten Werte von T"” irgendeine Relevanz haben. Das Metrische
Feld wird nicht durch seine eigene Energie und und seinen eigenen
Impuls gekriimmt. Also ist iiberhaupt kein Effekt bekannt, fir den

! Wer sich fiir die Frage der Nullpunktsenergie und des Nullpunktsimpulses
elementarer Quantenfelder interessiert, die zuweilen auch als das ,,Problem
der Kosmologischen Konstante“ bezeichnet wird, sollte [11] lesen.
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der absolute Werte der Energie und des Impulses, die im Metrischen
Feld gespeichert sind, irgend eine Bedeutung hatte. Wenn ein ES-
Tensor des Metrischen Feldes gefunden werden kénnte, der wirklich
die formalen Kriterien eines Tensors der ART erfiillt, dann wére er
eine vollkommen nutzlose Grofe.

Deshalb hatte Einstein recht als er behauptete [10], dass das
Fehlen eines kovarianten ES-Tensors des Metrischen Feldes in der
ART nicht missverstanden werden sollte als ein Problem beziiglich
der Erhaltung von Energie und Impuls.

Literatur

1]

M. D. Pollock : On the Dirac Equation in Curved
Space-Time,

Acta Phys. Pol. B 41, 1827-1846 (2010), http://th-
www.if.uj.edu.pl/acta/vol41/pdf/v41p1827.pdf

Torsten Fliebach : Allgemeine Relativitdtstheorie
(Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg, (4)2004)

M. P. Hobson, G. P. Efstathiou, A.N. Lasenby :
General Relativity (Cambridge Univ. Press, UK, 2006)

A.Einstein: Die Grundlage der allgemeinen
Relativitatstheorie, Ann. Phys. (Leipzig) 49, 769 —822 (1916)
http://dx.doi.org/10.1002/andp.19163540702

S. Weinberg : Gravitation and Cosmology
(J. Wiley, New York, 1972)

Gerold Grundler: Grundlagen der Relativistischen

Quantenfeldtheorie (APIN, Niirnberg, 2012)
https://www.astrophys-neunhof.de/mtlg/Feldtheorie.pdf


http://th-www.if.uj.edu.pl/acta/vol41/pdf/v41p1827.pdf
http://th-www.if.uj.edu.pl/acta/vol41/pdf/v41p1827.pdf
http://dx.doi.org/10.1002/andp.19163540702
https://www.astrophys-neunhof.de/mtlg/Feldtheorie.pdf

32

ENERGIE UND IMPULS DES METRISCHEN FELDES

[7]

A. Einstein : Hamiltonsches Prinzip und die allgemeine
Relativitdtstheorie,

Sitzungsber. Preufl. Akad. Wiss. 42,1111-1116 (1916)
http://echo.mpiwg-berlin.mpg.de/ECHOdocuView?url=/
permanent /echo/einstein /sitzungsberichte/ KTNY6YMW

C. Moller : Conservation Laws and Absolute Parallelism in
General Relativity,
Mat.-fys. Skrift. K. D. V. Sels. 1,1n0.10, 50pp. (1961)

Liang Dai, E. Pajer, F. Schmidt: Conformal Fermi
Coordinates, arXiv: 1502.02011 (2015)
https://arxiv.org/abs/1502.02011

A.Einstein: Der Energiesatz in der allgemeinen
Relativititstheorie ,

S. Preufl. Akad. Wiss. Berlin, 142152 (1918),
http://echo.mpiwg-berlin.mpg.de/MPIWG:7TH5GACXB

G. Griindler: The zero-point energy of elementary quantum
fields, APIN circular se86311 (2017)
https://astrophys-neunhof.de /mtlg/se86311.pdf
https://arxiv.org/abs/1506.08647


http://echo.mpiwg-berlin.mpg.de/ECHOdocuView?url=/permanent/echo/einstein/sitzungsberichte/K7NY6YMW
http://echo.mpiwg-berlin.mpg.de/ECHOdocuView?url=/permanent/echo/einstein/sitzungsberichte/K7NY6YMW
https://arxiv.org/abs/1502.02011
http://echo.mpiwg-berlin.mpg.de/MPIWG:7H5GACXB
https://astrophys-neunhof.de/mtlg/se86311.pdf
https://arxiv.org/abs/1506.08647

	1 Notation
	2 Die Lagrangedichte der leeren Raum-Zeit
	3 Energie- und Impulserhaltung
	4 Der dynamische ES-Tensor
	5 Ist die ART mit dem Energiekonzept kompatibel?
	Literatur

