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Wie liest man dies e-Buch?

Dies elektronische Buch sollte aus mehreren Gründen nicht gedruckt, sondern
am Bildschirm gelesen werden:
∗ Es werden hin und wieder verbesserte Ausgaben ins Netz gestellt, ein
Papier-Ausdruck könnte deshalb bald veraltet sein.
∗ Das Buch enthält unzählige (das ist natürlich übertrieben, man könnte sie
zählen. . . ) Links. Per Mausklick kann man die Ziele blitzschnell ansprin-
gen und anschließend (mit dem Werkzeugbutton „vorige Ansicht“ des
Readers, oder mithilfe der Alt ← Tastenkombination) genauso schnell
wieder zurückspringen, statt umständlich blättern zu müssen.
∗ Das Buch enthält (noch) keinen Schlagwort-Index. Die Suchfunktion des
Readers kann dies Manko zumindest teilweise ausgleichen.
∗ Zuweilen ist es nützlich, mehrere Formeln oder Abbildungen, die sich
auf verschiedenen Seiten des Buches befinden, gleichzeitig zu betrachten.
Während man den file problemlos in mehreren Fenstern des Readers
gleichzeitig auf den Bildschirm bringen kann, wäre ein mehrfacher Aus-
druck des Buches doch recht aufwändig.
∗ Man spart Tinte und Papier, und vermeidet eine unnötige Belastung der
Umwelt.

Das Lesen eines Buches am Bildschirm ist unübersichtlich und schnell
ermüdend, wenn man unstrukturiert auf den Seiten herumscrolled, bzw.
wegen ungeeigneter Einstellungen des Readers herumscrollen muss. Achten
Sie deshalb auf folgende Einstellungen des pdf-Readers:
Aktivieren Sie im Menü Anzeige/Seitenanzeige die Option
3 Einzelne Seite (jedoch nicht „Einzelne Seite fortlaufend“, oder „Bildlauf

aktivieren“ oder dergleichen, was völlig ungeeignet wäre ! Es ist sehr
wichtig, dass sich beim Blättern der obere oder untere Rand einer Seite
am oberen oder unteren Rand des Fensters befindet, aber nicht irgendwo
in der Mitte. Sonst bekommen Sie schnell tränende Augen und verlieren
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die Übersicht.)
Stellen Sie den Zoomfaktor 100% ein, und ziehen Sie das Fenster des Readers
so weit auf, dass eine Seite in voller Breite und in mindestens 2/3 ihrer
Höhe sichtbar ist. Mit den Tasten Bild ↓ und Bild ↑ der Tastatur können
Sie dann mit je 2 Klicks eine Seite vorwärts oder zurück blättern. Von jeder
Seite sehen sie einmal den oberen und einmal den unteren Teil, mit etwa 1/3
Seitenhöhe Überlappung. Diese Textansicht wird Ihnen verblüffend gewohnt
vorkommen, denn tatsächlich betrachten Sie unbewusst auch die Seiten
eines gedruckten Buches nicht wesentlich anders.
Falls Sie über einen sehr großen Bildschirm verfügen, und ohne Scrollen

eine ganze Seite (bei Zoom 100%) in voller Höhe anzeigen können, dann
können Sie wahrscheinlich auch zwei Seiten gleichzeitig anzeigen. Wählen Sie
dazu im Menü Anzeige/Seitenanzeige Ihres pdf-Readers die beiden Optionen
3 Zwei-Seiten-Ansicht (jedoch nicht „Zwei Seiten fortlaufend“ oder „Bild-

lauf aktivieren“ oder dergleichen, was völlig ungeeignet wäre !)
3 Deckblatt bei "Zwei Seiten" einblenden
In manchen Readern sind diese Optionen als
3 Buchansicht verwenden
oder ähnlich zusammengefasst. Wählen Sie auf keinen Fall Anzeige-Einstel-
lungen, bei denen sie horizontal scrollen müssen, oder bei denen sich der
obere oder untere Seitenrand mitten im Fenster befindet !

Vielleicht empfinden Sie den „Lesemodus“ des Readers als angenehm, in
dem Ihnen ein etwas größeres Fenster dadurch zur Verfügung steht, dass
die Werkzeugleiste ausgeblendet wird. Um in diesem Modus zur vorherigen
Ansicht zurückzukehren, nachdem man einem Link gefolgt ist, drückt man
gleichzeitig die Tasten Alt ← .



11

Vorwort
Die Physik ist ja für Physiker viel zu schwierig!

David Hilbert

Dies Buch richtet sich an Physikstudenten am Ende ihres Masterstudiums,
oder am Beginn ihres Graduiertenstudiums. Natürlich ist es auch für andere
Leser mit vergleichbaren Vorkenntnissen geeignet, die eine Einführung in
die Relativistische Quantenfeldtheorie suchen. Ich habe es verfasst unter
dem Eindruck der ziemlich harten und oft reichlich frustrierenden Monate,
in denen ich mich selbst in die Thematik einarbeitete, und dabei oft nur
mit größter Mühe den Kopf über Wasser halten konnte.
Als Albert Einstein sich bei der Entwicklung der Allgemeinen Relati-

vitätstheorie mit der damals unter Physikern noch völlig unbekannten
nichteuklidischen Geometrie befassen musste, da war David Hilbert – im
frühen 20. Jahrhundert Ordinarius für Mathematik an der Universität Göt-
tingen – einer seiner wichtigsten und hilfreichsten Gesprächspartner. Es
mögen diese Diskussionen mit Einstein gewesen sein, die Hilbert zum oben
abgedruckten Bonmot veranlassten.
Heute hat die Allgemeine Relativitätstheorie ihren Schrecken verloren,

denn dem Studenten steht ein breites Spektrum von Lehrbüchern der ART
auf jedem denkbaren Niveau zwischen mathematischer Abstraktion und
pädagogischer Ausführlichkeit zur Verfügung.
Auf dem Gebiet der Relativistischen Quantenfeldtheorie sieht es leider

ganz anders aus. Es gibt einige elementare Darstellungen auf „Bachelor-
Niveau“ (mit dieser Charakterisierung will ich wirklich niemandem auf
die Füße treten), die einen Leser, der sich um ein einigermaßen solides
Verständnis der wesentlichen Grundzüge und Zusammenhänge der Theorie
und ihrer physikalischen Bedeutung bemüht, keinesfalls zufrieden stellen
können. Als Beispiel für derartige Darstellungen kann das Buch von Harris [1]
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genannt werden. Das Ziel solcher Bücher ist es offensichtlich, den Leser
nicht aus der Universität zu entlassen, ohne dass er zumindest einmal
einige Formeln der Quantenfeldtheorie mit ihrer ebenso eindrucksvollen wie
verwirrenden Vielfalt von Indizes bestaunen durfte. Sie legen aber nicht
das Fundament für das Studium der anspruchsvolleren und tiefer gehenden
Literatur.
Auf der anderen Seite verfügt jede einigermaßen gut sortierte Univer-

sitätsbibliothek über mindestens acht Regalmeter von Büchern, die die
unterschiedlichsten Aspekte der Theorie oft bis ins letzte Detail beleuch-
ten. Das hat seinen Preis: Wenn ein Lehrbuch spätestens auf Seite 400
die Quantenchromodynamik abhandeln möchte, zuvor sämtliche wichtigen
Verfahren der Renormierung besprochen werden sollen, die natürlich wieder-
um durch eine angemessene Anzahl von Beispielen der Störungsrechnung
zweiter Ordnung motiviert werden müssen, dann bleibt für die Diskussion
der Grundlagen der Theorie wenig Platz und Zeit.
Sucht man nach englisch- oder deutschsprachigen Lehrbüchern, welche

die wesentlichen Grundzüge und physikalischen Implikationen der Relativis-
tischen Quantenfeldtheorie gründlich und umfassend darlegen, und dabei
lediglich die mathematischen Kenntnisse eines Physikstudenten vorausset-
zen, der mit guter Note die Masterprüfung in Theoretischer Physik an
einer deutschen Universität bestehen kann, dann wird das Angebot – um es
einmal diplomatisch zurückhaltend zu formulieren – ziemlich spärlich.

Auch diejenigen der physikalisch ausführlichen und guten Lehrbücher der
Relativistischen Quantenfeldtheorie, die als besonders geeignet für Anfänger
empfohlen werden, wie beispielsweise das ältere von Bjorken und Drell [2],
oder das etwas jüngere von Peskin und Schroeder [3], stellen das Durchhal-
tevermögen ihrer Leser auf eine äußerst harte Probe. Denn sie setzen eine
Fülle mathematischer und gruppentheoretischer Kenntnisse voraus, über
die Studenten auf Masterniveau in aller Regel nicht verfügen. Scheinbar
einfachere Bücher dieser Art, wie beispielsweise diejenigen von Maggiore [4]
oder Mandl und Shaw [5], erweisen sich bei genauerem Studium als lediglich
oberflächlicher, aber nicht einfacher (im Gegenteil !) als die zuvor genannten,
denn sie handeln schwierige und schwierigste Zusammenhänge in dürren
Nebensätzen ab. Eine Besonderheit bilden die Bücher von Greiner und
Reinhard [6–8]. Sie führen fast alle Berechnungen in bemerkenswerter De-
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tailgenauigkeit vor. Allerdings haben diese Bücher eher den Charakter von
Vorlesungsskripten (als die sie auch deklariert werden). Sie eignen sich nur
sehr bedingt zum Selbststudium, wenn die verbindenden Worte und Erläu-
terungen fehlen, die in den Vorlesungen der Autoren sicherlich mündlich
erfolgen. Das Buch von Gross [9], das dem Buch das ich vermisst habe in
vieler Hinsicht näher kommt als die meisten anderen, entdeckte ich leider
erst als mein Buch bereits nahezu fertig war.

Dem Physiker, der sich erstmals in die Relativistische Quantenfeldtheorie
einarbeiten möchte, blieb angesichts dieses Literaturangebots bisher nur
der Ausweg, die benötigten Informationen und Hilfsmittel aus einer großen
Anzahl physikalischer und mathematischer Bücher mühsam zusammenzu-
suchen. Das vorliegende Buch will die Lücke füllen, die an dieser Stelle in
der Lehrbuchliteratur klafft. Es stellt sämtliche benötigten Hilfsmittel, die
über das Standardwissen eines Studenten auf Master-Niveau hinausgehen,
im Buch selbst bereit.
Die Quellen, die sich beim Schreiben dieses Buches als die noch relativ

nützlichsten Fundgruben erwiesen, sind im Literaturverzeichnis aufgelis-
tet [2–30].

Es ist klar, dass die ausführliche Behandlung der Grundlagen an anderer
Stelle Abstriche erfordert. Anwendungen werden lediglich gestreift, und
nicht-abelsche Eichtheorien nur ziemlich knapp in Teil IV behandelt. Dies
Buch soll die zu Recht gelobten Standardlehrbücher der Quantenfeldtheorie
nicht ersetzen, sondern es soll den Zugang zu ihnen erleichtern. Der Autor
ist davon überzeugt, dass ein Student insgesamt schneller voran kommen
wird, wenn er zunächst dieses Buch studiert und anschließend mit den oben
genannten Büchern weiterarbeitet, als wenn er ohne diese Vorbereitung „ins
kalte Wasser springt“ und versucht, sich irgendwie durchzukämpfen.

Ob das vorliegende Buch einen stimmigen, für den adressierten Leserkreis
verständlichen Weg zur Relativistischen Quantenfeldtheorie eröffnet, können
letztlich nur die Leser selbst entscheiden. Der Autor freut sich über Rück-
meldungen, Lob, und Kritik. Und er ist dankbar für Hinweise auf Druck-
und andere Fehler.
mailto: gerold.gruendler@astrophys-neunhof.de

Neunhof, im Frühjahr 2012 Gerold Gründler

mailto:gerold.gruendler@astrophys-neunhof.de
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Konventionen

K.1 Matrizen

Bei Matrizen M , N mit den Elementen M j , N jk usw. bezeichnen der
Matrixname ohne Indizes, sowie der Matrixname mit Indizes und Klammern,
dass die komplette Matrix gemeint ist:

M = (M j) =

M1

M2

M3

 ; N = (N jk) =

N11 N12 N13

N21 N22 N23

N31 N32 N33

 (K.1)

Mit dem Zeichen ∗ für das konjugiert-komplexe und dem Zeichen ∼ für
Transposition ist

N † = N∗∼ =

N11 ∗ N21 ∗ N31 ∗

N12 ∗ N22 ∗ N32 ∗

N13 ∗ N23 ∗ N33 ∗

 (K.2)

die zu N adjungierte Matrix.
N heißt selbstadjungiert oder hermitesch, wenn N † = N .
N heißt orthogonal, wenn N∼ = N -1.
N heißt unitär, wenn N † = N -1.

K.2 Klammern bei Differentialoperatoren

Der Differentialoperator dµ = d
dxµ wirkt auf alle rechts von ihm stehenden

Faktoren, bis er von einer schließenden Klammer ) gestoppt wird, deren
öffnendes Gegenstück ( links von ihm steht:
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(Adµ(B + C)DE)F = (A(dµB + dµC)DE)F

+ (A(B + C)(dµD)E)F
+ (A(B + C)DdµE)F (K.3)

Wichtige Ausnahme: Ein Differentialoperator wird nicht von einer schließen-
den Klammer gestoppt, die unmittelbar rechts von ihm steht. Ein Beispiel
ist die Euler’sche Gleichung

ρ
(
dtv + (v · ∇)v

)
= −∇P ,

in der der Operator v · ∇ auf den Vektor v wirkt.

K.3 Kronecker-Symbol

δab ≡
{

1 falls a = b

0 falls a , b
(K.4)

Wir schreiben die Indizes beim Kronecker-Symbol immer tiefgestellt, unter-
scheiden also nicht zwischen ko- und kontravarianter Indexstellung. Wenn
es sich bei den Indizes um die vier Raum-Zeit-Indizes handelt, werden
anstelle des Kronecker-Symbols oft die Elemente des vierdimensionalen
Einheitstensors verwendet:

gµν = gµ
ν =

{
1 falls µ = ν

0 falls µ , ν
(K.5)

Beim Metrischen Tensor unterscheiden wir sorgfältig zwischen hoch- und
tiefgestellten Indizes. Nur bei Diagonalstellung der Indizes ist

(gµν) = (gµν) =
( 1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

)
(K.6)

der vierdimensionale Einheitstensor. Weiteres zum Metrischen Tensor in
Kapitel 2.
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K.4 Einstein’sche Summenkonvention

Über Raum-Zeit-Indizes und über Spinor-Indizes, die in einem Produkt
mehrfach vorkommen, ist zu summieren, auch wenn das Summations-Zeichen∑

nicht explizit geschrieben wird:

GaF
a ≡

∑
a

GaF
a (K.7)

Für Spinorindizes verwenden wir meist die Buchstaben a, b, c, . . . Für Raum-
zeitkoordinaten verwenden wir durchwegs griechische Indizes λ, µ, ν, . . . wenn
über alle vier Raumzeitkoordinaten summiert werden soll, und lateinische
Indizes j, k, l, . . ., wenn nur über die drei Raumkoordinaten zu summieren
ist:

AµB
µ =

3∑
µ=0

AµB
µ = A0B

0 +
3∑

k=1
AkB

k = A0B
0 +AkB

k (K.8)

Über andere Indizes als Raum-Zeit-Indizes und Spinor-Indizes wird nicht
automatisch summiert.

K.5 Einheitsvektoren

Wir definieren vier Einheitsvektoren in Richtung der vier Koordinatenachsen
der Raumzeit:

e(0) ≡
( 1

0
0
0

)
, e(1) ≡

( 0
1
0
0

)
, e(2) ≡

( 0
0
1
0

)
, e(3) ≡

( 0
0
0
1

)
(K.9)

Diese kontravarianten Einheitsvektoren erfüllen mit beliebigen kontravari-
anten Lorentzvektoren V die Relationen

e(σ) · V = e(σ)ρgρτV
τ = gστV

τ (K.10a)

V λ = gλτV
τ = gλσgστV

τ =
3∑

σ=0
gλσe(σ) · V (K.10b)
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Vρ = gρλV
λ =

3∑
σ=0

gρλg
λσe(σ) · V = e(ρ) · V (K.10c)

V =
3∑

λ=0
V λe(λ) =

3∑
λ=0

3∑
σ=0

gλσ(e(σ) · V )e(λ) (K.10d)

e(σ) · e(τ) = e(σ)ρgρλe
(τ)λ = gστ (K.10e)

mit λ, ρ, σ, τ = 0, 1, 2, 3 .

Zuweilen werden wir die raumartigen Komponenten

e(1) ≡
(

0
e(1)

)
, e(2) ≡

(
0
e(2)

)
, e(3) ≡

(
0
e(3)

)
(K.11)

dieser Einheitsvektoren auch als Dreiervektoren benutzen. Wie üblich werden
Vierervektoren mager gedruckt, Dreiervektoren aber fett:

e(1) ≡
( 1

0
0

)
, e(2) ≡

( 0
1
0

)
, e(3) ≡

( 0
0
1

)
(K.12)

Beim Rechnen mit den Dreiervektoren verwenden wir meist (aber nicht
immer) die Euklidische Metrik. Mit beliebigen Vektoren V des dreidimen-
sionalen Raumes gelten die Relationen

V j = e(j) · V (K.13a)

V =
3∑
j=1

V je(j) =
3∑
j=1

(e(j)·V )e(j) (K.13b)

e(j) · e(l) = gj
l (K.13c)

mit j, l = 1, 2, 3 .

Die eingeklammerten Zeichen (σ), (j) usw. bezeichnen nicht die Kompo-
nenten der Einheitsvektoren, sondern sind ihre „Namen“. Sie sind extra
in Klammern gesetzt, damit deutlich erkennbar ist dass es sich nicht um
Komponenten-Indizes handelt, dass also auch nicht automatisch über gleiche
Namen summiert wird, wenn sie in einem Produkt zweimal vorkommen.
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K.6 Partielle Ableitung

Wir verwenden die in der Physik bewährte Konvention zur Bildung der
Ableitung, die von der in der mathematischen Literatur üblichen abweicht.
Anders als die Konvention der Mathematiker erlaubt die Konvention der
Physiker Funktionen der Art L

(
t, q(a(t)), q̇(t)

)
, in denen Variable (in diesem

Beispiel t) sowohl explizit als auch implizit (in diesem Beispiel als implizite
Variable von L und q, und als explizite Variable von L und q̇ und a)
vorkommen.

Bei der totalen Ableitung (gekennzeichnet mit dem Buchstaben d) ist die
Kettenregel anzuwenden. Wenn die Kettenregel nicht angewendet sondern
nur nach der expliziten Variablen abgeleitet werden soll, wird das Zeichen ∂
verwendet:

d
dtL

(
t, q(a(t)), q̇(t)) = ∂L

∂t
+ ∂L

∂q

∂q

∂a

da
dt + ∂L

∂q̇

dq̇
dt (K.14)

∂L

∂a
= 0 (K.15)

Die Ableitung ∂L
∂q nach der expliziten Variablen wird als partielle Ableitung

bezeichnet, eine irreführende (weil die Ableitung dL
dq genauso „partiell“ ist)

aber übliche Sprechweise. Genaueres hierzu findet man in [31].
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Teil1:
Klassische Feldtheorie
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1 Warum Klassische Feldtheorie?

Das Verhältnis zwischen Quantentheorie und Klassischer Physik ist ein
grundsätzlich anderes als beispielsweise das Verhältnis zwischen Spezieller
Relativitätstheorie und Nichtrelativistischer Theorie. Zwei Gesichtspunkte
sind in diesem Zusammenhang besonders hervorzuheben:
∗ Die mathematische Beschreibung eines Vorgangs mithilfe der Speziellen
Relativitätstheorie geht im Fall v2/c2 � 1 nahtlos über in die mathema-
tische Beschreibung mithilfe der nichtrelativistischen Physik.
∗ Die Beschreibung des experimentellen Aufbaus, des Ablaufs des unter-
suchten Vorgangs, der Messgeräte, und der Messergebnisse geschieht
durchgängig in einer einheitlichen Sprache. Nämlich in der Sprache und
mit den Begriffen der (relativistischen oder nichtrelativistischen) Klassi-
schen Physik.

Beides ist im Fall von Quantenphänomenen vollkommen anders. Die Quan-
tenfeldtheorie kann nur dann als physikalische Theorie bezeichnet werden,
wenn aus ihr Aussagen abgeleitet werden können, die experimentell überprüf-
bar sind. Eine experimentelle Überprüfung ist nur möglich, wenn Physiker in
der Lage sind, sich über den Aufbau und Ablauf eines Experiments sowie die
dabei verwendeten Messgeräte1 und deren Funktionsweise zu verständigen.
Das ist nach Überzeugung der Erfinder der „Kopenhagener Deutung der
Quantentheorie“ nur in der Sprache der Klassischen Physik möglich. Dem
wollen zwar nicht alle Physiker zustimmen, Tatsache ist aber, dass es bis
heute niemandem gelungen ist, auch nur ein einziges Messergebnis in der
mathematischen Sprache der Quantentheorie zu formulieren.
Quantenphänomene werden ausnahmslos in der Weise beschrieben, dass

zunächst die Randbedingungen in der Sprache der Klassischen Physik fixiert

1 Es kann sich dabei auch um ein so einfaches Messgerät wie das menschliche Auge
handeln.
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werden. Dann beginnt ein Geschehen, für das die mathematische Sprache
der Quantentheorie angemessen ist. Damit der Vorgang zu einem Ergebnis
führt, das diskutiert und mit der Vorhersage der Theorie verglichen werden
kann, muss er schließlich abgeschlossen werden durch die Wechselwirkung
mit Messgeräten, deren Funktionsweise und Messwerte wiederum zwingend
in der Sprache der Klassischen Physik beschrieben werden müssen.

Wir können also keinesfalls auf die Klassische Physik verzichten. Die Re-
lativistische Quantenfeldtheorie ersetzt nicht die Klassische Physik, sondern
ergänzt und erweitert sie. Wir werden – entsprechend dem historischen
Ablauf – , in diesem Buch die Quantenfeldtheorie in möglichst enger Ana-
logie zur Klassischen Feldtheorie entwickeln. Es gibt auch axiomatische
Begründungen der Quantenfeldtheorie, die aber nochmals abstrakter und
mathematisch schwieriger als unsere Darstellung sind. Es ist es nahelie-
gend, da die Klassische Physik ohnehin unverzichtbar ist und bleibt, bei der
Begründung der Quantenfeldtheorie den leichteren Weg zu gehen und die
Klassische Feldtheorie als Ausgangspunkt zu wählen.
Wir werden in diesem Teil des Buches eine Fülle von Konzepten der

Klassischen Feldtheorie entwickeln, die sich auch in der Quantenfeldtheorie
als nützlich erweisen. Und wir werden alle Felder, mit denen wir uns in
diesem Buch befassen, zunächst als klassische Felder beschreiben und ihre
Eigenschaften untersuchen, bevor wir sie dann im zweiten Teil des Buches
quantisieren.
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2 Relativitätstheorie

2.1 Invariante Länge

In der Allgemeinen Relativitätstheorie können alle 10 linear unabhängigen
Elemente des metrischen Tensors

(gµν) =


g00 g01 g02 g03
g01 g11 g12 g13
g02 g12 g22 g23
g03 g13 g23 g33

 (2.1)

von Null verschieden sein. Die Spezielle Relativitätstheorie betrachtet nur
den Spezialfall, in dem der metrische Tensor immer und überall die einfache
Form

(gµν) =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (2.2)

hat.1 In diesem und den nächsten Abschnitten lassen wir von Null verschie-
dene nicht-Diagonalelemente des metrischen Tensors zu. Erst vom Abschnitt
2.4 an schränken wir uns dann für den Rest des Buches auf den Spezialfall
(2.2) ein.

Das Differential des vierdimensionalen Ortsvektors ist

1 Tatsächlich ist die Form (2.2) nicht eindeutig festgelegt. In Literatur zur Allgemeinen
Relativitätstheorie und Kosmologie findet man oft (gµν) = diag.(−1,+1,+1,+1). Und
in sehr alter Literatur (vor etwa 1960) kommt sogar (gµν) = diag.(+1,+1,+1,−1)
vor, mit der zeitartigen Komponente auf die 44-Position verschoben. In diesem Buch
entscheiden wir uns für die Konvention (2.2), die in Texten zur QFT weithin üblich ist.
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ds ≡


cdt
dx
dy
dz

 =


dx0

dx1

dx2

dx3

 . (2.3)

Dreh- und Angelpunkt der Relativitätstheorie ist die Aussage, dass das
Quadrat dieses Differentials unabhängig vom Koordinatensystem ist:

ds2 = gµνdxµdxν
hat in allen Bezugssystemen den gleichen Wert. (2.4)

Dies ist eine Aussage über die Geometrie der vierdimensionalen Raumzeit,
die durch den Metrischen Tensor gµν beschrieben wird. Der Metrische Tensor
ist im allgemeinen zeit- und ortsabhängig. Die Geometrie von Raum und
Zeit ist in jedem Bezugssystem gerade so deformiert, dass für ds2 in allen
Bezugssystemen der gleiche Wert gemessen wird. Da die Differentiale dxµ
und dxν kommutieren, ist der Metrische Tensor symmetrisch:

ds2 = gµνdxµdxν = gµνdxνdxµ = gνµdxνdxµ

=⇒ gµν = gνµ (2.5)

Von den 16 Komponenten des Metrischen Tensors sind also nur 10 unab-
hängig.

2.2 Transformationen

Die Transformation Λ transformiert das Differential ds aus einem Bezugs-
system in ein anderes, das wir mit einem Strich′ kennzeichnen. Das trans-
formierte Differential ist

ds′ = Λds . (2.6)

Wir schreiben die Transformation Λ als (4 × 4) -Matrix mit links stehen-
dem Zeilenindex und rechts stehendem Spaltenindex. Der Spaltenvektor ds
wird mit Λ multipliziert, das Ergebnis ist der Spaltenvektor ds′. Für die
Komponenten gilt
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dx′ν = Λνµdxµ =⇒ Λνµ = dx′ν

dxµ . (2.7)

Die Hoch- und Tiefstellung der Indizes werden wir gleich erläutern. Im
allgemeinen ist Λ zeit- und ortsabhängig, die Transformation ist also nicht-
linear.
Die Rücktransformation des Differentials ds′ vom gestrichenen ins un-

gestrichene Bezugssystem erfolgt durch Anwendung von Λ-1, der inversen
Matrix von Λ. Denn die Hintereinanderschaltung von Hin- und Rücktransfor-
mation muss natürlich die identische Transformation, also die Einheitsmatrix
1 ergeben:

ds = Λ-1ds′ (2.6)= Λ-1Λ︸  ︷︷  ︸
=1

ds (2.8)

Die einzelnen Komponenten sind

dxµ = Λ-1µνdx′ν =⇒ Λ-1µν = dxµ

dx′ν . (2.9)

Als nächstes wollen wir die Transformation des Differentialoperators dµ
finden. Dazu wenden wir die Kettenregel an:

d′ν = d
dx′ν = dxµ

dx′ν
d
dxµ

(2.9)= Λ-1µν
d
dxµ = Λ-1µνdµ (2.10)

Wenn man diese Gleichung als Matrixgleichung schreiben will, dann muss
man offenbar (d′ν) und (dµ) als Zeilenvektoren betrachten, weil über den
Zeilenindex von (Λ-1µν) summiert wird. Die Matrixgleichung ist also:

d′ = dΛ-1 (2.11)

Die Rücktransformation ist

dµ = d
dxµ = dx′ν

dxµ
d
dx′ν

(2.7)= Λνµ
d
dx′ν = Λνµd′ν (2.12)

mit der Matrixgleichung
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d = d′Λ . (2.13)

Zusammenfassung:

Λµν
(2.7)= dx′µ

dxν
(2.12)= dν

d′µ
(2.14a)

Λ-1µν
(2.9)= dxµ

dx′ν
(2.10)= d′ν

dµ
(2.14b)

2.3 Vektoren und Tensoren

Wir haben die Indizes beim Differential dxν hochgestellt, beim Differen-
tialoperator dν tiefgestellt geschrieben. Daraus machen wir eine allgemeine
Regel:
Wenn eine vierkomponentige Größe A durch die gleiche Transforma-

tionsmatrix wie der Differentialoperator von einem Bezugssystem in ein
anderes transformiert wird, dann ist sie ein kovarianter Vektor, und wird
mit tiefgestelltem Index A = (Aν) geschrieben:

d′ν = Λ-1µν dµ dν = Λµνd′µ (2.15a)

A′ν = Λ-1µν Aµ Aν = ΛµνA′µ (2.15b)

Wenn eine vierkomponentige Größe B durch die gleiche Transformations-
matrix wie das Differential des vierdimensionalen Ortsvektors von einem
Bezugssystem in ein anderes transformiert wird, dann ist sie ein kontrava-
rianter Vektor, und wird mit hochgestelltem Index B = (Bν) geschrieben:

dx′ν = Λνµdxµ dxν = Λ-1νµdx′µ (2.16a)

B′ν = ΛνµBµ Bν = Λ-1νµB′µ (2.16b)

Als Tensor n-ter Stufe bezeichnet man eine n-fach indizierte Größe (bei-
spielsweise ist der Tensor (Dκ

µ
ν) 3-fach indiziert), die komponentenweise

wie ein Vektor transformiert wird:
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D′κ
µ
ν = Λ-1ρκΛµσΛ-1τ νDρ

σ
τ (2.17)

Ein n-fach indizierter Tensor hat also 4n Komponenten. Vektoren sind
Tensoren erster Stufe. Tensoren nullter Stufe werden als Skalare bezeichnet.
Durch Kontraktion wird aus einem Tensor n-ter Stufe ein Tensor (n− 2)-
ter Stufe:

Fσρ
σ
τ = F0ρ

0
τ + F1ρ

1
τ + F2ρ

2
τ + F3ρ

3
τ = Fρτ (2.18)

Eν
ν = E0

0 + E1
1 + E2

2 + E3
3 = E

Cν
ν ≡ AνBν = A0B

0 +A1B
1 +A2B

2 +A3B
3 = AB = C

Man beachte, dass nicht jeder Tensor (n + m)-ter Stufe in das direkte
Produkt eines Tensors n-ter Stufe und eines Tensors m-ter Stufe zerlegt
werden kann. Im Beispiel (2.18) hat der Tensor (Eστ ) 16 linear unabhängige
Komponenten, der Tensor (Cστ ) = (AσBτ ) aber nur 8 .
Jedes Produkt eines kovarianten Vektors und eines kontravarianten Vek-

tors ist ein Skalar, der bei einer Transformation der Raum-Zeit-Koordinaten
invariant ist:

A′νB
′ν = Λ-1µνΛνσ︸        ︷︷        ︸

δµσ

AµB
σ = AµB

µ (2.19)

Als nächstes untersuchen wir, wie das Produkt des Metrischen Tensors
(gµν) und eines kontravarianten Vektors (Bν) transformiert wird. Seine
Komponenten

g′µνB
′ν = Λ-1σµ Λ-1τ νΛνρ︸        ︷︷        ︸

δτρ

gστB
ρ = Λ-1σµgστBτ (2.20)

werden wie die Komponenten eines kovarianten Vektors transformiert. Wir
definieren für die Komponenten dieses kovarianten Vektors die abkürzende
Schreibweise

Bσ ≡ gστBτ . (2.21)

Laut (2.5) ist der metrische Tensor symmetrisch. Deshalb gilt auch
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gτσB
τ = gστB

τ (2.21)= Bσ . (2.22)

Die Definition (2.21) lässt sich auch in umgekehrter Richtung lesen: Wann
immer ein kovarianter Vektor (Aµ) mit tiefgestelltem Index auftaucht, defi-
nieren wir durch

gµνA
ν ≡ Aµ (2.23)

implizit sein kontravariantes Gegenstück (Aν). Diese Definition wird auf
Tensoren beliebiger Ordnung übertragen:

Dκµν = gκρD
ρ
µν = gκρgντD

ρ
µ
τ = gκρgµσgντD

ρστ (2.24)

Sie gilt auch für den Metrischen Tensor:

gµν = gµσg
σ
ν = (2.25a)

= gνσgµ
σ (2.5)= gσνgµ

σ = (2.25b)

= gµσgντg
στ (2.5)= gµσgντg

τσ (2.25c)

Daraus folgen die Relationen

gσν
(2.25a)= δσν , gµ

σ (2.25b)= δµσ , gντg
τσ(2.25c)= δνσ . (2.26)

Also gilt für den Metrischen Tensor

(gνσ) = (gνσ) = (gντgτσ) = 1 und (gνσ) = (gνσ)−1 . (2.27)

Es ist bemerkenswert, dass dieser Zusammenhang bei beliebig gekrümmter
Raum-Zeit gilt. Nur im Grenzfall der Metrik (2.2) von Inertialsystemen gilt
zusätzlich die Relation (gνσ) = (gνσ)−1 = (gνσ).

Durch Multiplikation mit gµν werden oben stehende Indizes von Vektoren
und Tensoren „nach unten gezogen“, durch Multiplikation mit gµν werden
unten stehende Indizes von Vektoren und Tensoren „nach oben gezogen“:
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gντA
τ (2.23)= Aν

(2.26)= gντg
τσ︸    ︷︷    ︸

δνσ

Aσ =⇒ gτσAσ = Aτ (2.28)

Anders als mathematisch orientierte Autoren definieren wir das

Kronecker-Symbol: δfg ≡
{

1 falls f = g

0 falls f , g
(2.29)

nicht als Tensor, sondern setzen seine Indizes immer nach unten, auch dann
wenn es sich um das Kronecker-Symbol zweier Raum-Zeit-Indizes δµν = gµ

ν

handelt. Denn um das Kronecker-Symbol δkf mit anderen als Raum-Zeit-
Indizes als Tensor zu behandeln, müssten wir neben dem 4-komponentigen
Lorentzraum weitere n-komponentige Tensorräume (wobei n endlich oder
abzählbar unendlich sein kann) einführen, in denen dann ein Kronecker-
Tensor δf g als zweifach indizierter Tensor zu definieren wäre. Wir wollen
uns in diesem Buch aber mit keinen anderen Tensoren als den Tensoren der
4-dimensionalen Raum-Zeit befassen. Um konsistent zu bleiben, betrachten
wir gµν als Komponente eines Tensors (den man als Kronecker-Tensor des
Zeit-Orts-Raums bezeichnen kann), δµν jedoch auch dann nicht, wenn µ
und ν Raum-Zeit-Indizes sind.

Durch Multiplikation mit dem Metrischen Tensor zieht man Indizes nach
oben oder unten, d.h. man wandelt ko- in kontravariante oder kontravariante
in kovariante Tensorkomponenten um. Die Transformationen Λµν sind keine
Tensoren, sie werden nicht wie das direkte Produkt ko- oder kontravarianter
Vektoren transformiert. Sie werden überhaupt nicht transformiert, sondern
sie transformieren Vektoren und Tensoren aus einem in ein anderes Bezugs-
system. Von ko- oder kontravarianter Stellung der Indizes kann also bei
Transformationen keine Rede sein. Dennoch legt die Relation

g′µσx′σ
(2.28)= x′µ = Λµνxν

(2.28)= Λµνgντxτ

g′ρµg
′µσx′σ

(2.26)= x′ρ = g′ρµΛµνgντxτ
(2.15)= Λ-1 τ ρxτ (2.30)

die folgenden Definitionen nahe:
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Λµν ≡ g′µσΛσν (2.31a)
Λµν ≡ Λµτgτν (2.31b)
Λµν ≡ g′µσΛστgτν

(2.30)= Λ-1 νµ (2.31c)

Wenn Λ als Transformation aus dem ungestrichenen ins gestrichene Koordi-
natensystem definiert ist, dann ist der Zeilenindex von Λ mit g′ zu ziehen,
der Spaltenindex aber mit dem ungestrichenen g. Das macht die Anwen-
dung dieser Definitionen kompliziert und fehlerträchtig. Im Fall g′ = g,
also insbesondere bei der Transformation zwischen Inertialsystemen (siehe
folgender Abschnitt), entfällt diese Komplikation. Deshalb wird (2.31) bei
Transformation zwischen Inertialsystemen häufig verwendet.

Oben haben wir festgestellt dass Skalare (d.h. Größen, die keine unkon-
trahierten Raum-Zeit-Indizes haben) bei beliebigen Transformationen des
Koordinatensystems invariant sind. Es gibt aber auch zwei Tensoren (die
also keine Skalare sind), die unter Koordinatentransformationen invariant
sind:

Die Invarianz des Einheitstensor 1 = (gαβ) kann leicht überprüft werden:

g′α
β = Λ-1 σαΛβτgστ = ΛβτΛ-1 τ

α = gα
β (2.32a)

Während der Einheitstensor invariant ist unter sämtlichen in der ART
zulässigen Koordinatentransformationen, ist der Tensor

(gµν) =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (2.32b)

nur unter globalen Transformationen der Koordinaten der Raumzeit invari-
ant, d.h. unter Transformationen, deren Elemente nicht an verschiedenen
Punkten der Raumzeit unterschiedlich definiert sind, sondern global überall
gleich. Diese globalen Transformationen werden als Lorentz-Transformatio-
nen bezeichnet. Wir werden die Lorentztransformationen in Abschnitt 5.5.2
explizit herleiten, und ihre Eigenschaften ausführlich diskutieren.
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2.4 Inertialsysteme

Ein Bezugssystem ist per Definition ein Inertialsystem, wenn auf einen
schweren Körper, der in diesem Bezugssystem ruht oder sich gleichförmig
gradlinig bewegt, keine Trägheitskraft wirkt. Das ist genau dann der Fall,
wenn der Metrische Tensor die einfache Form (gµν) = (2.32b) hat. Offen-
sichtlich ist diese Matrix mit ihrer inversen – und deshalb auch mit (gµν) –
identisch:

(gµν) = (gµν)−1 (2.27)= (gµν) (2.33)

Die ART betrachtet auch die Schwerkraft als Trägheitskraft. In Inertialsys-
temen darf also keine Gravitation wirken. Sie sind deshalb in frei fallenden
Laboren fixiert. Da in einem frei fallenden Labor hinreichender Größe Ge-
zeitenkräfte auftreten (um die Schwerkraft genau zu kompensieren, müsste
der tiefere, voraus fallende Teil des Labors schneller fallen als der höhere,
hinterher fallende Teil des Labors), haben die Inertialsysteme der ART nur
endliche Größe, streng genommen müssen sie sogar infinitesimal klein sein.

Die Spezielle Relativitätstheorie betrachtet dagegen die Schwerkraft nicht
als Trägheitskraft. Bei der Messung des Metrischen Feldes g werden des-
halb Beschleunigungen, die nach der Newton’schen Gravitationstheorie als
anziehende Wirkung schwerer Körper erklärt werden können, abgezogen.
Das hat zur Folge, dass erstens alle Inertialsysteme der SRT unendlich
ausgedehnt sind, und dass sich zweitens sämtliche Inertialsysteme der SRT
relativ zueinander mit gradlinig-gleichmäßiger Geschwindigkeit bewegen.
Wir werden in diesem Buch ausschließlich Bezugssysteme verwenden,

die relativ zueinander gradlinig-gleichförmig bewegt sind, und in denen
Abweichungen des Metrischen Tensors von (2.32b) unmessbar klein sind. Und
wir werden als Transformationen Λ der Koordinaten der vierdimensionalen
Raumzeit nur die Lorentztransformationen verwenden, die global definiert,
also von Zeit und Ort unabhängig sind. Unter dieser Voraussetzung ist

x′ν = Λνµxµ (2.34)

eine lineare Gleichung, weil Λ nicht von x abhängt.
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3 Lagrange- und Hamilton-Funktion

3.1 Klassische Punktteilchen-Mechanik

3.1.1 Das Hamilton’sche Prinzip

Der mechanische Zustand eines Systems von n Massepunkten kann für
beliebige Zeiten der Zukunft und der Vergangenheit eindeutig berechnet
werden, wenn man seine verallgemeinerten Koordinaten q1, q2, . . . , qn und de-
ren Zeitableitungen, die verallgemeinerten Geschwindigkeiten q̇1, q̇2, . . . , q̇n,
zu einem Zeitpunkt t kennt. Um die Berechnung tatsächlich durchführen
zu können, benötigt man die Bewegungsgleichung des Systems. Man findet
sie mithilfe einer Lagrangefunktion, und eines von Hamilton entdeckten
Extremalprinzips.

Die Lagrangefunktion ist eine Funktion der verallgemeinerten Koordinaten
und der verallgemeinerten Geschwindigkeiten des Systems, sowie der Zeit:

Lagrangefunktion: L(q1, q2, . . . , qn, q̇1, q̇2, . . . , q̇n, t) (3.1)

Oft werden wir zur Abkürzung die Schreibweise L(q, q̇, t) verwenden.
Das System hat zur Zeit t1 die Koordinaten q(t1) und die Geschwindig-

keiten q̇(t1), zur Zeit t2 die Koordinaten q(t2) und die Geschwindigkeiten
q̇(t2). Im Zeitraum zwischen t1 und t2 entwickeln sich q(t) und q̇(t) erfah-
rungsgemäss so, dass das Integral

S =
t2∫
t1

dt L(q, q̇, t) (3.2)

einen Extremwert annimmt. Dies ist das erwähnte Extremalprinzip von
Hamilton. S wird die Wirkung des Systems genannt. Nehmen wir an,
wir hätten die Koordinaten q(t) und damit auch die Geschwindigkeiten
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q̇(t) gefunden, bei denen die Wirkung einen Extremwert annimmt. Dann
werden kleine Änderungen δq(t) von q(t) und demzufolge kleine Änderungen
δq̇(t) von q̇(t) in linearer Näherung S nicht ändern. Wir variieren also q(t)
im Bereich zwischen den Zeitpunkten t1 und t2, jedoch nicht an diesen
Randpunkten selbst, und verlangen dass

δS =
t2∫
t1

dt
(
∂L

∂q
δq + ∂L

∂q̇
δq̇

)
= 0 (3.3)

ist. Mithilfe der Identität

δq̇ = lim
t′→t

δ
(q(t′)− q(t)

t′ − t

)
= lim

t′→t

(δq(t′)− δq(t)
t′ − t

)
= d(δq)

dt (3.4)

können wir den zweiten Summanden umformen:
t2∫
t1

dt ∂L
∂q̇
δq̇ =

t2∫
t1

dt
[ d
dt

(
∂L

∂q̇
δq

)
− d

dt

(
∂L

∂q̇

)
δq

]

= ∂L

∂q̇
δq

∣∣∣∣t2
t1

−
t2∫
t1

dt d
dt

(
∂L

∂q̇

)
δq (3.5)

Wegen δq(t1) = δq(t2) = 0 ist nur der letzte Summand von Null verschieden,
und wir finden die Extremalbedingung

δS =
t2∫
t1

dt
(
∂L

∂q
− d

dt
∂L

∂q̇

)
δq = 0 . (3.6)

Für beliebige δq kann diese Bedingung nur erfüllt werden, wenn der Ausdruck
in der Klammer gleich Null ist. Daraus folgt die Bewegungsgleichung:

d
dt
∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= 0 (3.7)

Bei einem System mit n Koordinaten qj müssen diese unabhängig vonein-
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ander variiert werden, woraus sich die n Gleichungen

d
dt
∂L

∂q̇j
− ∂L

∂qj
= 0 , j = 1 . . . n (3.8)

ergeben.
Die Bewegungsgleichung folgt eindeutig aus der Lagrangefunktion, aber

nicht umkehrbar eindeutig. Unterschiedliche Lagrangefunktionen können
zur gleichen Bewegungsgleichung führen. Ein wichtiges Beispiel sind zwei
Lagrangefunktionen L und L′, die sich nur durch die totale Ableitung einer
beliebigen Funktion G(q, q̇, t) nach der Zeit unterscheiden:

L′(q, q̇, t) = L(q, q̇, t) + d
dt G(q, q̇, t) (3.9)

Nach dem Hamilton’schen Prinzip ist

δS′ = δ

t2∫
t1

dt
(
L(q, q̇, t) + d

dt G(q, q̇, t)
)

=

= δ

t2∫
t1

dt L(q, q̇, t) + δ

(
G(q, q̇, t)

∣∣∣t2
t1

)
︸                  ︷︷                  ︸

=0

= δS = 0 . (3.10)

Der zusätzliche Term G(q, q̇, t) trägt nichts zur Variation δS′ bei, weil q
und q̇ ja nur im Inneren des Integrationsintervalls variiert werden, aber
nicht an seinem Rand. Deshalb führt die Bedingung δS′ = 0 auf die gleiche
Bewegungsgleichung wie die Bedingung δS = 0.

Die Lagrangefunktion eines klassischen Systems von Massepunkten ist in
der Regel gleich der Differenz der kinetischen Energie T der Massenpunkte,
und ihrer Potentiellen Energie U :
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L = T − U =
n∑
j=1

Tj − U(q1, . . . , qn)

=
n∑

j,k=1

1
2 ajk(q1, . . . , qn)q̇j q̇k − U(q1, . . . , qn) , (3.11)

wobei die Koeffizienten ajk Funktionen der verallgemeinerten Koordina-
ten q ≡ (q1, . . . , qn) sind. Falls kartesische Koordinaten x ≡ (x1, . . . , xn)
verwendet werden ist die Koeffizientenmatrix diagonal. Dann ist

ajk = mjδjk (3.12)

die Masse des j-ten Massepunktes. Die Bewegungsgleichung dieses Masse-
punktes

d
dt
∂L

∂ẋj
− ∂L

∂xj
= 0 (3.13)

wird in kartesischen Koordinaten zu

mj ẍj = − ∂U
∂xj

. (3.14)

Historisch gesehen sind die Bewegungsgleichungen der Massenpunkte
schon länger bekannt, als die Lagrangefunktion, aus der wir sie hier abge-
leitet haben. Und auch die meisten der Feldgleichungen, die wir in diesem
Buch kennenlernen werden, wurden unmittelbar gefunden, nicht aus einer
Lagrangedichte – dem feldtheoretische Gegenstück zu der Lagrangefunkti-
on der Punktmechanik – abgeleitet. Erst als die Feldgleichungen bekannt
waren, wurden nachträglich Lagrangedichten konstruiert, aus denen sie
sich mithilfe des Hamilton’schen Prinzips ergeben. Die Beschäftigung mit
Lagrangedichten könnte deshalb als überflüssiger Umweg erscheinen.
Das ist aber keineswegs der Fall. Denn die Feldgleichungen „erben“ die

Symmetrieeigenschaften der Lagrangedichten, aus denen sie abgeleitet wer-
den. Wir werden sehen, dass die Symmetrien in der Regel viel einfacher
anhand der Lagrangedichten als anhand der Feldgleichungen selbst unter-
sucht werden können. Der kleine Umweg über die Lagrangedichten macht
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sich deshalb schnell bezahlt.

3.1.2 Die kanonischen Gleichungen

Die Bewegungsgleichungen, die man mithilfe des Hamilton’schen Prinzips
aus der Lagrangefunktion gewinnt, sind Differentialgleichungen zweiter
Ordnung. Alternativ und gleichwertig können stattdessen zwei Differential-
gleichungen erster Ordnung angegeben werden. Dazu betrachtet man das
totale Differential

dL =
n∑
j=1

∂L

∂qj
dqj +

n∑
j=1

∂L

∂q̇j
dq̇j + ∂L

∂t
dt . (3.15)

Mit der Definition der kanonisch konjugierten Impulse

pj ≡
∂L

∂q̇j
(3.16)

und der Bewegungsgleichung

∂L

∂qj
= d

dt
∂L

∂q̇j
= ṗj (3.17)

wird das totale Differential von L

dL =
n∑
j=1

ṗjdqj +
n∑
j=1

pjdq̇j + ∂L

∂t
dt

=
n∑
j=1

ṗjdqj + d
(

n∑
j=1

pj q̇j

)
−

n∑
j=1

(dpj)q̇j + ∂L

∂t
dt . (3.18)

Wir stellen die Summanden um

d
(

n∑
j=1

pj q̇j − L
)

︸                    ︷︷                    ︸
≡dH

= −
n∑
j=1

ṗjdqj +
n∑
j=1

(dpj)q̇j −
∂L

∂t
dt , (3.19)
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und definieren die Hamiltonfunktion

H ≡
n∑
j=1

pj q̇j − L (3.20)

mit dem totalen Differential

dH(q, p, t) =
n∑
j=1

∂H

∂qj
dqj +

n∑
j=1

∂H

∂pj
dpj + ∂H

∂t
dt . (3.21)

Aus dem Vergleich von (3.19) und (3.21) ergeben sich die beiden kanonischen
Differentialgleichungen erster Ordnung

∂H

∂pj
= q̇j ,

∂H

∂qj
= −ṗj . (3.22)

Sie werden oft auch als Hamilton-Gleichungen bezeichnet. Zusammenge-
nommen sind sie gleichwertig zur Lagrangegleichung (3.8). Formal folgt aus
dem Vergleich von (3.19) und (3.21) eine dritte Gleichung

∂H

∂t
= −∂L

∂t
,

die aber keine nützlichen Informationen zu den Bewegungsgleichungen
hinzufügt.

Wir teilen (3.19) durch dt, um die Zeitabhängigkeit der Hamiltonfunktion
zu untersuchen:

dH
dt =

n∑
j=1

∂H

∂qj
q̇j +

n∑
j=1

∂H

∂pj
ṗj + ∂H

∂t
=

= −
n∑
j=1

ṗj q̇j +
n∑
j=1

q̇j ṗj + ∂H

∂t
= ∂H

∂t
(3.23)

Falls L, und demzufolge H, nicht explizit von der Zeit abhängt, ändert sich
das untersuchte physikalische System nicht, wenn es in der Zeit verschoben
wird, d. h. dH/dt ist Null. Die zeitliche Translation wird dann als Symmetrie
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des Systems bezeichnet. In Abschnitt 4.1 werden wir feststellen, dass jede
kontinuierliche Symmetrie eines physikalischen Systems (in diesem Fall die
Invarianz unter einer zeitlichen Translation) mit einem Erhaltungssatz korre-
liert. Die Größe, die aufgrund zeitlicher Translationsinvarianz eines Systems
erhalten ist, bezeichnen wir per Definition als Energie. Die Hamiltonfunktion
H stellt also die Energie des Systems dar.
In kartesischen Koordinaten wird die Lagrangefunktion L = (3.11) zu

L = T − U =
n∑
j=1

1
2 mj ẋ

2
j − U(x1, . . . , xn) . (3.24)

Der kanonisch konjugierte Impuls des Teilchens j wird in kartesischen
Koordinaten zu

pj = ∂L

∂ẋj
= mj ẋj , (3.25)

und die Hamiltonfunktion wird zu

H =
n∑
j=1

pj ẋj − L

=
n∑
j=1

1
2mj ẋ

2
j + U = T + U

=
n∑
j=1

1
2mj

p2
j + U(x1, . . . , xn) . (3.26)

Daraus folgen die kanonischen Gleichungen in kartesischen Koordinaten:

∂H

∂pj
= 1
mj

pj = ẋj =⇒ pj = mj ẋj (3.27a)

∂H

∂xj
= ∂U

∂xj
= −ṗj =⇒ ṗj = − ∂U

∂xj
(3.27b)

Zusammen sind sie gleichwertig zur Bewegungsgleichung (3.14).
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3.2 Klassische Feldtheorie

3.2.1 Das erweiterte Hamilton’sche Prinzip

Das Wirkungsintegral der klassischen Punktmechanik

S =
t2∫
t1

dt L(q, q̇, t) (3.28)

enthält (neben der Zeit t) die verallgemeinerten Koordinaten q und ver-
allgemeinerten Geschwindigkeiten q̇ diskreter Massepunkte. Um das Ha-
milton’sche Prinzip für die Feldtheorie nutzbar zu machen, sind einige
Modifikationen erforderlich: In der Feldtheorie haben wir es mit Feldam-
plituden φ zu tun, die für ein Kontinuum von Zeit und Raum definiert
sind:

φ(ct, x, y, z) ≡ φ(x0, x1, x2, x3) ≡ φ(x0,x) ≡ φ(x) (3.29)

Wir konstruieren eine Lagrangedichte L, die eine Funktion der Feldamplitude
φ(x), der Ableitungen der Feldamplitude nach allen Raumzeitkoordinaten,
sowie der Raumzeitkoordinaten x ist:

L ≡ L
(
φ(x), dφ(x)

dx0 ,
dφ(x)
dx1 ,

dφ(x)
dx2 ,

dφ(x)
dx3 , x

)
≡ L(φ,d0φ, d1φ, d2φ,d3φ, x) (3.30)

Im dreidimensionalen Ortsraum wird ein so großes Normierungsvolumen Ω
festgelegt, dass φ(x) zu jeder Zeit nur innerhalb von Ω von Null verschieden
ist. (Viele Autoren bevorzugen ein unendlich großes Normierungsvolumen. In
Abschnitt 7 werden wir begründen, warum ein beliebig großes aber endliches
Normierungsvolumen physikalisch sinnvoller ist.) Die Lagrangefunktion des
Feldes ist das Raumintegral über die Lagrangedichte:

L(t) =
∫
Ω

d3xL (3.31)
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In der Praxis werden wir fast immer mit der Lagrangedichte, nicht mit der
Lagrangefunktion arbeiten.
Das Wirkungsintegral ist definiert durch

S ≡
x0
b∫

x0
a

dx0

c

∫
Ω

d3xL ≡
x0
b∫

x0
a

d4x

c
L . (3.32)

Im rechten Ausdruck haben wir eine abkürzende Schreibweise für die Kombi-
nation des Zeitintegrals über das Intervall xa bis xb und des Raumintegrals
über Ω definiert, die wir im Folgenden verwenden werden.
Nach dem Hamilton’schen Prinzip der Feldtheorie wird sich das Feld

zwischen den Zeitpunkten x0
a und x0

b in der Weise entwickeln, dass das
Wirkungsintegral einen Extremwert annimmt. Demnach muss die Variation
von S nach φ und den Ableitungen von φ in linearer Näherung gleich Null
sein. Die Variation ist dabei – wie in der Punktmechanik – nur im Inneren
des Integrationsbereiches, aber nicht an seinem Rand auszuführen. Der
Rand des Integrationsbereichs ist in diesem Fall durch die Oberfläche von
Ω und die Zeitpunkte x0

a und x0
b festgelegt.

δS =
x0
b∫

x0
a

d4x

c

(
∂L
∂φ

δφ+ ∂L
∂(dµφ)δ(dµφ)

)
= 0 (3.33)

Hier haben wir die Einstein’sche Summenkonvention (siehe K.4) verwen-
det, nach der zu summieren ist, wenn in einem Produkt Indizes doppelt
vorkommen, also in diesem Fall

∂L
∂(dµφ)δ(dµφ) ≡

3∑
µ=0

∂L
∂(dµφ)δ(dµφ) . (3.34)

Mit Nutzung der Identität δ(dµφ) = dµ(δφ) kann der letzte Summand in
(3.33) umformuliert werden:
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x0
b∫

x0
a

d4x

c

∂L
∂(dµφ)δ(dµφ) =

x0
b∫

x0
a

d4x

c

∂L
∂(dµφ)dµ(δφ) =

=
x0
b∫

x0
a

d4x

c
dµ

∂L
∂(dµφ)δφ−

x0
b∫

x0
a

d4x

c

(
dµ

∂L
∂(dµφ)

)
δφ (3.35)

Der vorletzte Term ist Null. Denn nach dem Gauß’schen Satz ist das
Integral der Divergenz eines Vektorfeldes über ein Volumen V gleich dem
Flächenintegral des gleichen Vektorfeldes über die Oberfläche von V . Auf der
Oberfläche des vierdimensionalen Integrationsvolumens ist überall δφ = 0,
weil das Feld nur im Inneren des Volumens variiert wird.

Der verbleibende Term von (3.35) wird in (3.33) eingesetzt:

δS =
xb∫
xa

d4x

c

(
∂L
∂φ
− dµ

∂L
∂(dµφ)

)
δφ = 0 (3.36)

Diese Gleichung kann für beliebige δφ nur erfüllt werden, wenn die Feldglei-
chung

dµ
∂L

∂(dµφ) −
∂L
∂φ

= 0 (3.37a)

gilt. Wenn L von n Feldern φr, φs, φt, . . . und ihren Ableitungen abhängt,
dann sind diese Felder unabhängig voneinander zu variieren, und man erhält
n Feldgleichungen der Form

dµ
∂L

∂(dµφr)
− ∂L
∂φr

= 0 , r = 1 . . . n . (3.37b)

Auch die Komponenten von – in der vierdimensionalen Raumzeit defi-
nierten – Vektorfeldern sind einzeln zu variieren, so dass man für jede der
vier Komponenten eine einzelne Feldgleichung erhält. Dagegen wird ein Feld
mit mehreren Spinorkomponenten nur gesamthaft variiert, so dass es für
dieses Feld nur eine Feldgleichung gibt. Der Grund für diese unterschiedli-
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che Behandlung mehrkomponentiger Felder liegt darin, dass die Variation
von (3.32) in der vierdimensionalen Raumzeit, aber nicht im Spinorraum
stattfindet.
Wenn die Lagrangedichte von einem Feld φ(x) und dessen konjugiert-

komplexem φ∗(x) abhängt, dann muss L einmal nach φ(x) und – getrennt
davon – einmal nach φ∗(x) variiert werden, als ob φ(x) und φ∗(x) zwei
voneinander unabhängige Felder wären. Dadurch erhält man die beiden
Feldgleichungen

dµ
∂L

∂(dµφ) −
∂L
∂φ

= 0 und dµ
∂L

∂(dµφ∗)
− ∂L
∂φ∗

= 0 . (3.37c)

Das überrascht im ersten Moment, weil φ∗(x) selbstverständlich nicht unab-
hängig, sondern durch φ(x) eindeutig festgelegt ist. Man kann φ(x) aber
mit

a(x) ≡ 1
2

(
φ(x) + φ∗(x)

)
b(x) ≡ − i

2

(
φ(x)− φ∗(x)

)
φ(x) ≡ a(x) + ib(x) mit a(x) ∈ R , b(x) ∈ R (3.38)

in Real- und Imaginärteil zerlegen. a(x) und b(x) sind tatsächlich zwei
voneinander unabhängige Felder, für die man mithilfe der Kettenregel die
Feldgleichungen

0 = dµ
∂L

∂(dµa) −
∂L
∂a

=

= dµ
∂L

∂(dµφ)
∂(dµφ)
∂(dµa)︸      ︷︷      ︸

1

+dµ
∂L

∂(dµφ∗)
∂(dµφ∗)
∂(dµa)︸       ︷︷       ︸

1

−∂L
∂φ

∂φ

∂a︸︷︷︸
1

− ∂L
∂φ∗

∂φ∗

∂a︸ ︷︷ ︸
1

(3.39a)

0 = dµ
∂L

∂(dµb)
− ∂L
∂b

=

= dµ
∂L

∂(dµφ)
∂(dµφ)
∂(dµb)︸      ︷︷      ︸

+i

+dµ
∂L

∂(dµφ∗)
∂(dµφ∗)
∂(dµb)︸       ︷︷       ︸
−i

−∂L
∂φ

∂φ

∂b︸︷︷︸
+i

− ∂L
∂φ∗

∂φ∗

∂b︸ ︷︷ ︸
−i

(3.39b)

findet. Daraus folgen die beiden Gleichungen
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0 = 1
2

(
(3.39a)− i(3.39b)

)
= dµ

∂L
∂(dµφ) −

∂L
∂φ

(3.40a)

0 = 1
2

(
(3.39a) + i(3.39b)

)
= dµ

∂L
∂(dµφ∗)

− ∂L
∂φ∗

, (3.40b)

die mit (3.37c) identisch sind. Die unabhängige Variation von L nach φ(x)
und nach φ∗(x) ist lediglich eine Abkürzung, die zum gleichen Ergebnis
führt wie das formal richtige Verfahren (3.39).

Die Gleichungen (3.37) folgen eindeutig aus der Lagrangedichte, aber nicht
umkehrbar eindeutig. Verschiedene Lagrangedichten können zur gleichen
Feldgleichung führen. Insbesondere ergibt sich die gleiche Feldgleichung für
zwei Lagrangedichten L und L′, die sich nur durch die Viererdivergenz einer
beliebigen Vektorfunktion G unterscheiden:

L′ = L+ dµGµ (3.41)

Wir berechnen die Variation der Wirkung:

δS′ = δ

xb∫
xa

d4x

c

(
L+ dµGµ

)
= δ

xb∫
xa

d4x

c
L

︸          ︷︷          ︸
δS

+ δ

xb∫
xa

d4x

c
dµGµ

︸               ︷︷               ︸
=0

(3.42)

Nach dem Gauß’schen Satz ist das vierdimensionale Volumenintegral über
die vierdimensionale Divergenz von G gleich dem Flächenintegral über G
auf der Oberfläche, die das Volumen begrenzt. Auf dieser Fläche wird G
nicht variiert, so dass die Variation des Integrals Null ergibt.
Wir können das Hamilton’sche Prinzip der Feldtheorie nicht herleiten.

Es ist ein Naturgesetz, also ein erratenes Postulat, das allein dadurch zu
rechtfertigen ist, dass die aus ihm abgeleiteten Schlussfolgerungen mit allen
experimentellen Erfahrungen im Einklang stehen.

3.2.2 Die kanonischen Gleichungen

Es ist nicht unmittelbar offensichtlich, wie das Verfahren der Punktmecha-
nik, kanonische Gleichungen aus der Lagrangefunktion abzuleiten, auf die
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Feldtheorie übertragen werden kann. Denn die Feldamplituden φ(t,x) und
ihre konjugierten Impulse p(t,x) – die wir jetzt konstruieren wollen – haben
anstelle des diskreten Index j der qj(t) und pj(t) die kontinuierlichen, nicht
abzählbaren Koordinaten x des dreidimensionalen Raumes. Wir werden die
konjugierten Impulse kontinuierlicher Felder auf zwei verschiedene Weisen
definieren, nämlich zunächst durch Diskretisierung des Feldes, und dann
noch einmal eleganter, aber auch weniger transparent auf Seite 56, Gleichung
(4.40), mithilfe des Noether’schen Theorems. Zur Diskretisierung des Feldes
konstruieren wir abzählbare Feldamplituden φj(t), indem wir den Raum in
abzählbar unendlich viele kleine Zellen mit dem Volumen V zerlegen, und
φ(t,x) über die Zelle V (xj), die den Raumpunkt xj enthält, mitteln:

φj(t) ≡
1
V

∫
V (xj)

d3xφ(t,x) (3.43)

Also ist φ(t) am Punkt xj gleich

φ(t,xj) = lim
V→0

1
V

∫
V (xj)

d3xφ(t,x) = lim
V→0

φj(t) . (3.44)

Die abzählbaren konjugierte Impulse pj(t) werden durch Mittelung über
das gleiche Volumen definiert:

pj(t) ≡
1
V

∫
V (xj)

d3x p(t,x) (3.45)

p(t) am Punkt xj ist

p(t,xj) = lim
V→0

1
V

∫
V (xj)

d3x p(t,x) = lim
V→0

pj(t) . (3.46)

Die Lagrangedichte der Feldtheorie

L = L
(
φ(t,x), dµφ(t,x), t,x

)
mit µ = 0, 1, 2, 3 (3.47)
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hängt ab von den Ableitungen der Feldamplitude nach allen vier Raumzeit-
koordinaten. Wenn V (xjk) die Nachbarzelle von V (xj) in xk-Richtung ist,
dann gilt für die Ableitung nach der Raumkoordinate xk

dφ(t,x)
dxk

∣∣∣∣
x=xj

= d
dxk lim

V→0
φj(t)

= lim
V→0

φjk(t)− φj(t)
V 1/3

≡ lim
V→0

∆kφj(t) (3.48)

Das Feld wird nur im Raum, aber nicht in der Zeit diskretisiert. Es ist

dφ(t,xj)
dt = φ̇(t,xj) = lim

V→0

dφj(t)
dt = lim

V→0
φ̇j(t) . (3.49)

Damit wird die Lagrangedichte Lj des diskretisierten Feldes in der Zelle
V (xj)

Lj = Lj
(
φj(t), φ̇j(t),∆1φj(t),∆2φj(t),∆3φj(t), t,xj

)
. (3.50)

Die Lagrangefunktion ist

L =
∑
j

Lj · V (xj) , (3.51)

und es gilt

L = lim
V→0
L , L = lim

V→0
L ,

∫
d3x = lim

V→0

∑
j

V (xj) . (3.52)

Jetzt können wir die konjugierten Impulse explizit berechnen:

pj(t) = ∂L

∂φ̇j(t)
= ∂

∂φ̇j(t)
∑
n

Ln · V (xn) = ∂Lj
∂φ̇j(t)

· V (xj) (3.53)
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Auf beiden Seiten der Gleichung nehmen wir den Grenzwert limV→0 und
finden

p(t,xj) = ∂L
∂φ̇(t,xj)

· d3xj . (3.54)

Dies gilt für beliebige j, also ist

p(t,x) = ∂L
∂φ̇(t,x)

· d3x . (3.55)

Die konjugierte Impulsdichte π(t,x) wird definiert durch

π(t,x)d3x ≡ p(t,x) . (3.56)

Also ist die konjugierte Impulsdichte π des Feldes φ durch

π(t,x) = ∂L
∂φ̇(t,x)

(3.57)

gegeben. Wenn die Lagrangedichte mehrere Felder φr enthält, dann wird
in gleicher Weise zu jedem Feld die konjugierte Impulsdichte πr berechnet.
Falls φ ein Vektorfeld mit drei Raumkomponenten, bzw. ein Vektorfeld
mit vier Raum-Zeit-Komponenten ist, dann wird zu jeder Komponente
die entsprechende Komponente der Impulsdichte gemäß (3.57) berechnet.
Man beachte, dass die zu einer kovarianten Feldkomponente kanonisch-
konjugierte Impulsdichte kontravariant ist, und umgekehrt:

πµ(t,x) = ∂L
∂φ̇µ(t,x)

(3.58)

Die Hamiltonfunktion H der Punktmechanik hatten wir in (3.20) definiert
durch

H
(
q(t), p(t), t

)
≡

n∑
j=1

pj(t)q̇j(t)− L
(
q(t), q̇(t), t

)
. (3.59)
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In völliger Analogie dazu definieren wir jetzt die Hamiltonfunktion H und
die Hamiltondichte H der Feldtheorie durch

H
(
φ(t,x), π(t,x), t

)
≡
∫

d3xH
(
φ(t,x), π(t,x), t,x

)
H ≡

∑
r

πr(t,x)φ̇r(t,x)− L
(
φ,dµφ, t,x

)
. (3.60a)

Außerdem definieren wir den Physikalischen Impuls und die Physikalische
Impulsdichte mit den drei Komponenten

P j
(
φ(t,x), π(t,x), t

)
≡
∫

d3xPj
(
φ(t,x), π(t,x), t,x

)
Pj ≡

∑
r

πr(t,x)djφr(t,x) mit j = 1, 2, 3 . (3.60b)

Die Begründung und Erklärung dieser Definition werden wir in Abschnitt
4.2, Gleichung (4.35) nachholen.

An dieser Stelle ist vor einem möglichen Missverständnis zu warnen: In
(3.42) haben wir festgestellt, dass sich aus den zwei Lagrangedichten L und
L′ = L + dµGµ, die sich nur durch die Viererdivergenz einer beliebigen
Vektorfunktion unterscheiden, die selbe Feldgleichung ergibt. Es gilt aber
keineswegs, dass im kanonischen Formalismus verschiedene Lagrangedichten
gleichwertig wären, solange sie nur zur identischen Feldgleichung führen.
Sobald die konjugierte Impulsdichte, die Energiedichte, oder die physika-
lische Impulsdichte von Feldern berechnet werden soll, bedeutet das eine
zusätzliche Einschränkung bei der Wahl der Lagrangedichte. Man sieht das
am einfachsten daran, dass eine mit einem konstanten Faktor multiplizierte
Lagrangedichte zwar zur gleichen Feldgleichung, aber zu einer veränderten
konjugierten Impulsdichte führt.
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4 Kontinuierliche Symmetrien und
Erhaltungsgrößen

4.1 Das Noether’sche Theorem

Es gibt einen systematischen Zusammenhang zwischen den kontinuierlichen
Symmetrien physikalischer Systeme und ihren Erhaltungsgrößen, der nach
seiner Entdeckerin1 als Noether’sches Theorem bezeichnet wird.
Um diesen Zusammenhang herzuleiten, betrachten wir eine kontinuier-

liche Transformation Γ, die auf ein skalares Feld φ(x) einwirkt, und es in
irgendeiner Weise modifiziert. Das modifizierte Feld nennen wir φ′(x):

φ(x) Γ−→ φ′(x) (4.1)

Neben solchen aktiven Transformationen lassen wir auch passive Transfor-
mationen zu, die die Raumzeitkoordinaten unter dem Feld verändern:

φ(x) Γ−→ φ(x′) (4.2)

Die Transformationen der Felder und/oder der Raumzeitkoordinaten werden
im allgemeinen auch die Lagrangedichte verändern:

L Γ−→ L ′ (4.3)

Wenn eine Transformation Γ die Feldgleichung

dρ
∂L

∂(dρφ) −
∂L
∂φ

= 0 (4.4)

unverändert lässt, dann wird Γ als Symmetrie der Lagrangedichte L bezeich-
1 Emmy (Amalie) Noether, 1882 – 1935
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net. Γ ist offenbar genau dann eine Symmetrie von L, wenn die Variation δS
der Wirkung, aus der wir die Feldgleichung gewonnen haben, durch Γ nicht
verändert wird. Und δS wird genau dann unverändert bleiben, wenn die
Lagrangedichte durch Γ lediglich um die Viererdivergenz (die auch identisch
Null sein darf) einer beliebigen Vektorfunktion G geändert wird. Denn diese
Viererdivergenz verschwindet – wie in (3.42) gezeigt – bei der Variation der
Wirkung.

Ein reeller Parameter W (genauer gesagt handelt es sich meist um endlich
viele reelle Parameter) gibt das Maß der Transformation an, beispielsweise
die Größe des Winkels bei einer Rotation, oder die Größe der Verschiebung
bei einer Translation, oder die Größe des Phasenwinkels bei einer Phasen-
transformation, usw. Mit W = 0 wird die Transformation zur Identität I.
Das ist die Transformation, die das Objekt, auf das sie wirkt, unverändert
lässt. Bei allen kontinuierlichen Transformationen die wir in diesem Buch
betrachten, kann Γ in einer Taylorreihe um W = 0 entwickelt werden:

Γ =
∞∑
n=0

Wn

n!
dnΓ

dWn

∣∣∣∣
W= 0

= I +
∞∑
n=1

Wn

n!
dnΓ

dWn

∣∣∣∣
W= 0

(4.5)

Eine infinitesimal kleine Transformation ΓINF erhält man, indem man W
infinitesimal klein wählt:

w ≡ lim
n→∞

W

n
mit n ∈ N (4.6)

Mit infinitesimal kleinem w kann die Taylorreihe nach dem linearen Glied
abgebrochen werden, und die infinitesimale Transformation ist

ΓINF = I + w
dΓ
dW

∣∣∣∣
W= 0

= I + w
i

~
(−i~) dΓ

dW

∣∣∣∣
W= 0

=ΓINF I + i

~
wγ . (4.7)

Der Operator

γ ≡ −i~ dΓ
dW

∣∣∣∣
W= 0

(4.8)
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wird als Generator der Transformation Γ bezeichnet. Der reelle Parameter
W legt die Größe der Transformation, der Generator γ die Art der Transfor-
mation fest, ob es sich beispielsweise um eine Phasentransformation oder um
eine Rotation oder was auch immer handelt. Die endliche Transformation Γ
entsteht dadurch, dass unendlich viele infinitesimal kleine Transformationen
ΓINF hintereinander geschaltet werden:

Γ = lim
n→∞

(
I+ i

~
w γ

)n
= lim

n→∞

(
I + i

~

W

n
γ

)n
mit n ∈ N (4.9)

Γ = exp
{ i
~
Wγ

}
(4.10)

Γ wird L genau dann bis auf die Viererdivergenz einer beliebigen Vek-
torfunktion unverändert lassen, wenn für die infinitesimale Transformation
(I + i

~w γ) das gleiche gilt:

Γ = lim
n→∞

(
I + i

~
w γ

)n
ist Symmetrie von φ ⇐⇒

⇐⇒ ∃G : L
I+ i

~
w γ

−−−−−→ L ′ = L+ i

~
w γL = L+ dρGρ

(4.11)

L hängt im allgemeinen von mehreren Feldern φr, φs, φt, . . . ab, den Ab-
leitungen der Felder nach den Raumzeitkoordinaten, sowie eventuell auch
explizit von den Raumzeitkoordinaten x. Die Wirkung des Generators γ auf
L ist deshalb

γL =
∑
r

∂L
∂φr

γφr +
∑
r

∂L
∂(dρφr)

γ(dρφr) + (∂ρL)γxρ . (4.12)

Falls L Vektorfelder mit vier Raum-Zeit-Komponenten enthält, steuert jede
Komponente einen Summanden zu den Summen über r bei, siehe die Zeilen
nach (3.37b).
Mithilfe der Identität γ(dρφ) = dρ(γφ) formen wir diese Gleichung um:
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γL =
∑
r

(
∂L
∂φr
− dρ

∂L
∂(dρφr)

)
︸                          ︷︷                          ︸

= 0 wegen (3.37b)

γφr+

+ dρ
(∑

r

∂L
∂(dρφr)

γφr

)
+ (∂ρL)γxρ (4.13)

Einsetzen in die Symmetriebedingung (4.11) ergibt

i

~
w γL = dρ

(∑
r

∂L
∂(dρφr)

i

~
w γφr

)
+ (∂ρL) i

~
w γxρ = dρGρ

dρ
(∑

r

∂L
∂(dρφr)

wγφr + i~Gρ
)

+ (∂ρL)wγxρ = 0 . (4.14)

Für beliebige x kann diese Bedingung nur erfüllt werden, wenn der zweite
Summand Null ist. Daher lässt sich eine notwendige Symmetriebedingung
formulieren:

Γ = lim
n→∞

(I + i

~
w γ)n ist Symmetrie von φ =⇒
=⇒ (∂ρL)wγxρ = 0

(4.15)

Diese Bedingung ist notwendig, aber nicht hinreichend. (4.11) ist die not-
wendige und hinreichende Bedingung dafür, dass Γ bzw. (I + i

~wγ) eine
Symmetrie des Feldes φ ist. In ihr ist die notwendige Bedingung (4.15)
implizit enthalten. Meist ist es einfacher, statt der hinreichenden Bedingung
zunächst nur die notwendige Bedingung (4.15) zu prüfen. Wenn dies Kri-
terium bereits verfehlt wird, kann man sich die Mühe sparen, nach einer
Funktion G zu suchen, welche die hinreichende Bedingung (4.11) erfüllt.
Die notwendige Bedingung (4.15) ist dann erfüllt, wenn entweder die

Transformation nicht auf Ortsvektoren, sondern nur auf Felder wirkt (dann
ist wγxρ = 0) und/oder dann, wenn das untersuchte System abgeschlossen
ist und die Lagrangedichte deshalb nicht explizit von den Raumzeitkoor-
dinaten abhängt (dann ist ∂ρL = 0). Man spricht im Fall wγxρ = 0 von
einer „inneren Symmetrie“, da diese Symmetrie nicht auf den Rahmen der
Raumzeit bezogen ist. Umgekehrt werden Symmetrien mit wγxρ , 0 (und
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deshalb ∂ρL = 0) als „äußere Symmetrien“ bezeichnet.
Wenn die hinreichende Symmetriebedingung (4.11) erfüllt ist, dann ist

zufolge (4.14) die Stromdichte j mit den Komponenten

jρ ≡ C
(∑

r

∂L
∂(dρφr)

wγφr + i~Gρ
)

(4.16)

eine Erhaltungsgröße, welche die Kontinuitätsgleichung

dρjρ = 0 (4.17a)
d
dt

(
j0

c

)
= −∇ · j (4.17b)

erfüllt. Die Konstante C kann beliebig gewählt werden. j0/c wird als La-
dungsdichte bezeichnet, j als Stromdichte. Die Dimensionen dieser Größen
sind

[j] = Ladung
Fläche · Zeit , [j0/c] = Ladung

Volumen . (4.18)

Der Begriff „Ladung“ ist sehr allgemein zu verstehen, und nicht auf ei-
ne elektrische Ladung beschränkt. Wir werden gleich Beispiele für recht
unterschiedliche Arten von „Ladung“ kennenlernen.

Jede Kontinuitätsgleichung repräsentiert einen Erhaltungssatz. Das sieht
man, wenn man sie über ein endliches Volumen V integriert, und das
Volumenintegral über die Dreierdivergenz nach dem Gauss’schen Satz in
ein Flächenintegral über die Oberfläche von V umwandelt:

d
dt

∫
V

d3x
j0

c︸        ︷︷        ︸
Q

= −
∫
V

d3x∇ · j = −
∫

O(V )

df · j (4.19)

Die Zunahme der Ladung Q im Inneren des Volumens ist gleich dem Strom,
der über die Oberfläche O von V herein fließt. Es kann keine Ladung aus
dem Nichts entstehen oder im Nichts verschwinden. Allgemein gilt: Das
dreidimensionale Volumenintegral über die Nullkomponente einer erhaltenen
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Stromdichte ist eine Erhaltungsgröße.
Man beachte, dass diese Erhaltungsgröße – wie in (4.16) erkennbar – für

die Summe aller Felder gilt, die in der Lagrangedichte enthalten sind, nicht
etwa für jedes einzelne. Z.B. könnten zwei Felder Impuls austauschen (wobei
sich der Impuls eines einzelnen Feldes ändert), während der Impuls des
Gesamtsystems erhalten bleibt.

4.2 Translationen

Wenn die notwendige Symmetriebedingung (∂ρL)wγxρ (4.15)= 0 durch ∂ρL =
0, jedoch nicht durch wγxρ = 0 erfüllt wird, dann spricht man von einer
„äußeren“ Symmetrie.

Ein Beispiel ist die Transformation V , welche die Koordinaten der vierdi-
mensionalen Raumzeit relativ zum untersuchten System um die Strecke A
verschiebt. Dies wird als passive Translation bezeichnet, im Gegensatz zur
aktiven Translation, die den Inhalt der Welt relativ zu den festgehaltenen
Koordinaten verschiebt. Ein Maximum eines skalaren Feldes φ, das im
verschobenen Koordinatensystem′, das wir durch einen Strich′ kennzeichnen,
die Koordinaten x′ hat, hat im unverschobenen Koordinatensystem die
Koordinaten x+A:

φ(x) V−→ φ(x′) = φ(x+A) (4.20)

Zur Untersuchung der Symmetrie-Eigenschaften betrachten wir V als Pro-
dukt unendlich vieler hintereinander geschalteter infinitesimaler Transfor-
mationen. Jeder infinitesimale Transformationsschritt verschiebt die Koor-
dinaten um die Strecke

a = lim
n→∞

A

n
mit n ∈ N . (4.21)

Die Wirkung eines infinitesimalen Transformationsschrittes kann in einer
Taylorreihe, die wegen des infinitesimal kleinen a nach dem linearen Glied
abgebrochen werden darf, entwickelt werden:
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φ(x) VINF−−−→ φ(x′) = φ(x+ a)

= φ(x) + i

~
(−i~)aνgνµdµφ(x) +O(a2) (4.22)

Vergleich mit der allgemeinen Form einer infinitesimalen Transformation

ΓINF
(4.7)= I + i

~
wγ (4.23)

mit dem Generator γ und dem reellen Parameter w zeigt, dass −i~(dµ)
der Generator der Koordinatentranslation mit dem reellen Parameter a ≡
(aν) ist. Damit entpuppt sich der Generator als der mit −1 multiplizierte
bekannte Energie-Impuls-Operator

p0

p1

p2

p3

 =


H/c
p1

p2

p3

 = i~


d0

d1

d2

d3

 = i~


d0
−d1
−d2
−d3

 (4.24)

mit den Komponenten

p0 = p0 = H/c = i~
1
c

d
dt ,

p1 = ~
i

d
dx1 , p2 = ~

i

d
dx2 , p3 = ~

i

d
dx3 . (4.25)

Der Energieoperator i~ddt ist also bis auf den konstanten Faktor −1/c der
Generator einer passiven Translation in Zeitrichtung, die k-Komponente
~
i
d
dxk des Impulsoperators ist bis auf den konstanten Faktor −1 der Generator

einer passiven Translation in Raumrichtung xk.
Die notwendige Symmetriebedingung (4.15)

(∂ρL)wγxρ = −(∂ρL)aνi~dνxρ = −(∂ρL)aρi~ = 0 (4.26)

ist genau dann erfüllt, wenn die Lagrangedichte zumindest von den Raum-
zeitrichtungen, in denen das Koordinatensystem geschoben wird (also aρ , 0
ist) nicht explizit abhängt, sodass für diese Richtungen ∂ρL = 0 gilt.
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Man findet eine Vektorfunktion G, mit der die hinreichende Symmetrie-
bedingung (4.11) erfüllt wird, indem man die infinitesimale Transformation
auf die Lagrangedichte anwendet:

L
I+ i

~
wγ

−−−−→ L′ = L+ i

~
aρgρσ(−i~)dσL = L+ aρdρL

= L+ dρGρ (4.27)

Diese Bedingung kann, weil a konstant ist, für beliebige Lagrangedichten L
durch die Wahl

Gρ ≡ aρL (4.28)

erfüllt werden.
Die Komponenten der erhaltenen Stromdichte ergeben sich aus

jρ
(4.16)
≡ C

(∑
r

∂L
∂(dρφr)

wγφr + i~Gρ
)
. (4.29)

Durch Einsetzen von w = (aν), γ = −i~(dµ), und Gρ = aρL erhält man

jρ = Caν
(
−
∑
r

∂L
∂(dρφr)

i~gνµdµφr + i~gρνL
)
. (4.30)

Weil die vier Komponenten der Koordinatenverschiebung a voneinander
unabhängig sind, gibt es vier erhaltene Stromdichten. Demnach kann die
Konstante als

Caν ≡ − g
σν

i~
mit σ = 0, 1, 2, 3 (4.31)

gewählt werden, und die vier erhaltenen Stromdichten lauten

jρ =
∑
r

∂L
∂(dρφr)

dσφr − gρσL ≡ T ρσ mit σ = 0, 1, 2, 3 . (4.32)

Jede der vier Stromdichten erfüllt die Kontinuitätsgleichung



4.2 Translationen 55
dρjρ = dρT ρσ = 0 mit σ = 0, 1, 2, 3 . (4.33)

Der Tensor T wird aus gleich ersichtlichen Gründen als Energiedichte-
Spannungs-Tensor bezeichnet. Abkürzend nennen wir ihn auch Energie-
Spannungs-Tensor oder noch kürzer ES-Tensor. Für die Elemente dieses
Tensors sind spezielle Namen üblich, die wir ebenfalls gleich erläutern
werden:

(T ρσ) =


H cP1 cP2 cP3

SE1/c SP11 SP21 SP31

SE2/c SP12 SP22 SP32

SE3/c SP13 SP23 SP33

 (4.34)

Die vier Kontinuitätsgleichungen lauten:

d
dt

(∑
r

∂L
∂(d0φr)

d0φr − L︸                          ︷︷                          ︸
H

)
= −d

dxj
(∑

r

∂L
∂(djφr)

cd0φr︸                      ︷︷                      ︸
SEj

)
(4.35a)

d
dt

(∑
r

∂L
∂(cd0φr)

d1φr︸                      ︷︷                      ︸
P1

)
= −d

dxj
(∑

r

∂L
∂(djφr)

d1φr − gj1L︸                               ︷︷                               ︸
SP1j

)
(4.35b)

d
dt

(∑
r

∂L
∂(cd0φr)

d2φr︸                      ︷︷                      ︸
P2

)
= −d

dxj
(∑

r

∂L
∂(djφr)

d2φr − gj2L︸                               ︷︷                               ︸
SP2j

)
(4.35c)

d
dt

(∑
r

∂L
∂(cd0φr)

d3φr︸                      ︷︷                      ︸
P3

)
= −d

dxj
(∑

r

∂L
∂(djφr)

d3φr − gj3L︸                               ︷︷                               ︸
SP3j

)
(4.35d)

In der Kontinuitätsgleichung (4.35a), die aufgrund der zeitlichen Translati-
onssymmetrie des Feldes gilt, erkennen wir die Energiedichte (=Hamilton-
dichte) H von Gleichung (3.60a) wieder:

∑
r

∂L
∂φ̇r

φ̇r − L =
∑
r

πrφ̇r − L = H (4.36)
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Die zeitliche Abnahme der Energiedichte H der Felder φr an einem Punkt
der Raumzeit ist gleich der Dreier-Divergenz der Energiestromdichte SjE
am gleichen Punkt. Also ist die „Ladung“ der Felder, die aufgrund ihrer
zeitlichen Translationssymmetrie erhalten ist, die Energie.
Wir hätten auch umgekehrt vorgehen können: Statt in Abschnitt 3.2.2

mühsam durch Diskretisierung des Feldes die konjugierte Impulsdichte und
die Hamiltondichte herzuleiten, hätten wir direkt Gleichung (4.35) aufschrei-
ben und postulieren können, dass die Nullkomponente der Stromdichte,
die aufgrund der zeitlichen Translationsinvarianz der Felder eine Erhal-
tungsgröße ist, abgesehen von einem möglichen konstanten Faktor f die
Energiedichte der Felder sein muss.

f ·
∫

d3x

(
1
c

∑
r

∂L
∂(d0φr)

d0φr −
L
c

)
=
∫

d3xH (4.37)

Das Raumintegral über die Energiedichte muss der Hamiltonfunktion (3.20)
der Punktmechanik entsprechen:

H =
n∑
j=1

pj q̇j − L (4.38)

Also muss für die Felder∫
d3xH =

∫
d3x

(∑
r

πrφ̇r − L
)

(4.39)

gelten. Der Vergleich von (4.37) und (4.39) zeigt

f = c und πr = ∂L
∂φ̇r

. (4.40)

Die „Ladung“, die aufgrund der räumlichen Translationssymmetrie der
Felder in xk-Richtung erhalten ist, ist per Definition ihr Impuls in k-Richtung.
Die Abnahme der Impulsdichte Pk ist gleich der Divergenz der Impulss-
tromdichte SPk. Die Bedeutung dieser Definitionen wird klarer, wenn man
(4.35) über ein Raumvolumen V integriert, und das Volumenintegral über
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die Divergenz nach dem Gauß’schen Satz in ein Flächenintegral über die
Oberfläche von V umwandelt:

− d
dt

∫
V

d3xH =
∫

O(V )

dfj SEj (4.41a)

− d
dt

∫
V

d3xPk =
∫

O(V )

dfj SPkj (4.41b)

Die Abnahme des Energieinhalts des Volumens V ist gleich der Energiemen-
ge, die über die Oberfläche O(V ) hinaus strömt. Also ist SEj die Dichte
des Energiestroms, der in Raumrichtung xj fließt. Entsprechend ist SPkj
die Dichte des in Raumrichtung xj fließenden Stroms der k-Komponente
des Impulses.
Anders als die Energiedichte

H (4.35)=
∑
r

∂L
∂(d0φr)

d0φr − L (4.42)

kann die gesamte Impulsdichte

Pj (4.35)=
∑
r

1
c

∂L
∂(d0φr)

djφr ≡
∑
r

Pjr (4.43)

als Summe der Impulsdichten Pjr der einzelnen Felder geschrieben werden.
Eine Erhaltungsgröße ist aber nur die Summe der Impulsdichten, nicht die
Impulsdichte eines einzelnen Feldes.
Die Dimension des ES-Tensors ist[

(T ρσ)
]

= Energie
Volumen . (4.44)

Demnach ist die Dimension der Impulsstromdichten[
SPkj

]
= Energie

Volumen = Kraft
Fläche .

Im Oberflächenintegral auf der rechten Seite von (4.41b) beschreibt der
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Integrand im Fall k = i den Druck, den das Feld auf die Oberfläche des
Volumens ausübt. Im Fall k , i beschreibt er die Scherkräfte, die das Feld
tangential zur Oberfläche von V ausübt. Dies ist der Grund, warum (T ρσ)
als Energiedichte-Spannungs-Tensor bezeichnet wird. Um die Scherkräfte
deutlich von den Druckkräften zu unterscheiden, definieren wir den mittleren
Druck

P ≡ 1
3
(
SP11 + SP22 + SP33

)
(4.45a)

(nicht mit der Impulsdichte P verwechseln!), sowie den Spannungstensor
mit den 9 Komponenten

σkj ≡ SPkj + gkjP . (4.45b)

Mit diesen Definitionen kann der ES-Tensor in der Form

(T ρσ) = (4.34) =
(
H cPj
SEk/c (σkj − gkjP)

)
(4.46)

geschrieben werden. Im Fall isotroper Felder gilt:

Isotropie =⇒ Pj = SEj = σkj = 0
SP11 = SP22 = SP33 = P (4.47)

Also wird der ES-Tensor beliebiger Felder unter der Annahme der Isotropie
im großräumigen Mittel zu einer Diagonalmatrix:

Isotropie =⇒ (T ρσ) =
(
H 0
0 −gkjP

)

(−Pgρσ) mit konstantem P ist offensichtlich ein Lorentz-Tensor, denn schließ-
lich wissen wir mit Sicherheit dass (gρσ) ein Lorentz-Tensor ist. (T ρσ) könnte
unmöglich ein Lorentz-Tensor sein wenn er mit (−Pgρσ) in allen Kompo-
nenten identisch wäre, ausgenommen (T 00) , (−Pg00). Also erzwingt die
Lorentz-Invarianz
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Isotropie =⇒ (T ρσ) =
(
H 0
0 −gkjP

)
= (−gρσP) . (4.48)

Abschließend merken wir noch an, dass die Impulsdichte Pjr eines Feldes
φr etwas anderes ist als seine kanonisch konjugierte Impulsdichte

πr
(3.57)
≡ ∂L

∂φ̇r
= 1
c

∂L
∂(d0φr)

. (4.49)

Es gilt

Pkr
(4.35)= 1

c

∂L
∂(d0φr)

dkφr
(3.57)= πrdkφr . (4.50)

Die physikalische Impulsdichte P ist dadurch definiert, dass sie mit der
räumlichen Translationssymmetrie der Felder korreliert, genauso wie die
EnergiedichteH dadurch definiert ist, dass sie mit der zeitlichen Translations-
symmetrie der Felder korreliert. Die kanonisch konjugierten Impulsdichten
πr sind ein Konstrukt des Hamilton-Formalismus, und dadurch definiert dass
sie zu den Feldamplituden konjugiert sind. Sie brauchen nicht einmal die
Dimension einer Impulsdichte zu haben. Das Produkt πrφr von konjugierter
Impulsdichte und Feldamplitude hat immer die Dimension Wirkung/Volu-
men. Die konjugierte Impulsdichte hat deshalb genau dann die Dimension
Impuls/Volumen, wenn die Feldamplitude die Dimension einer Länge hat.
Oft werden wir uns mit Feldern befassen, deren Dimension 1/

√
Volumen

ist. Deren konjugierte Impulsdichte hat die Dimension Wirkung/
√
Volumen.

Der physikalische Impuls ist kanonisch konjugiert zum Ortsvektor x. Des-
halb haben beide drei Komponenten. πr(x) hat wie das skalare Feld φr(x)
nur eine Komponente. Bei Vektorfeldern und Spinorfeldern definiert man für
jede Komponente des Feldes gemäß (4.49) eine Komponente seiner kanonisch
konjugierten Impulsdichte.

4.3 Rotationen

Nachdem wir den mit −1 multiplizierten vierdimensionalen Impulsope-
rator als Generator passiver Translationen skalarer Felder kennengelernt
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haben liegt die Vermutung nahe, dass der mit −1 multiplizierte vierdi-
mensionale Drehimpulsoperator der Generator passiver Rotationen skalarer
Felder sein könnte. Es wird sich aber gleich herausstellen, dass der positi-
ve Drehimpulsoperator dieser Generator ist. Zumindest dann, wenn man
die Koordinatenachsen wie üblich als rechtshändiges System definiert, und
Drehwinkel entgegen dem Uhrzeiger positiv zählt.
Die vierdimensionale Raumzeit hat sechs zueinander senkrechte zweidi-

mensionale Ebenen: Die Raum-Zeit-Ebenen 10 = xct, 20 = yct, 30 = zct,
und die Raum-Raum-Ebenen 23 = yz, 31 = zx, 12 = xy. Ein gestrichenes
Koordinatensystem K ′ sei relativ zum ungestrichenen Koordinatensystem K
um den infinitesimal kleinen positiven Winkel ω12 in der 12-Ebene gedreht
wie in Abbildung 4.1 skizziert. Ein skalares Feld φ(x) habe ein Maximum
am Raumzeitpunkt A. Es gilt also

φmax = φ


0′
A′
0′
0′

 = φ


0
A

ω12 A
0

 . (4.51)

Ein Minimum des Feldes befinde sich am Raumzeitpunkt B:

A

B

x2
x′

2

x1

ω12

x′
1

Abb. 4.1 : Rotation der Koordinaten
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φmin = φ


0′
0′
B′
0′

 = φ


0

−ω12 B
B
0

 (4.52)

Allgemein gilt offenbar

φ


x′0

x′1

x′2

x′3

 = φ


x0

x1 − ω12 x2

x2 + ω12 x1

x3

 = φ(x) +
(
ω12x1d2 − ω12x2d1

)
φ(x) . (4.53)

Die Taylorentwicklung darf wegen des infinitesimal kleinen Winkels ω12

nach dem linearen Glied abgebrochen werden. Wir fügen an zwei Stellen
den Faktor 1 = −g11 = −g22 ein, und ziehen die Indizes von d2 und d1 nach
oben:

φ(x′) = φ(x)− ω12
(
g11x

1d2 − g22x
2d1
)
φ(x)

= φ(x)− ωαβ
(
gα1x

1gβ2d2 − gβ2x
2gα1d1

)
φ(x)

= φ(x)− ωστgσαgτβ
(
gα1x

1gβ2d2 − gβ2x
2gα1d1

)
φ(x)

= φ(x)− ωστ
(
gσ1x

1gτ 2d2 − gτ 2x
2gσ1d1

)
φ(x) (4.54)

Verallgemeinerung auf Koordinatendrehungen in einer beliebigen Ebene:
Eine beliebige infinitesimale Koordinatendrehung kann durch Linearkom-
bination der Drehwinkel Ω10,Ω20,Ω30,Ω23,Ω31,Ω12 in den sechs Ebenen der
Raumzeit beschrieben werden. Die Winkel sind antisymmetrisch bei Vertau-
schung ihrer Indizes: Ωστ = −Ωτσ. Sie werden in einer schiefsymmetrischen
Matrix angeordnet:

Ω = (Ωστ ) ≡


0 −Ω10 −Ω20 −Ω30

Ω10 0 Ω12 −Ω31

Ω20 −Ω12 0 Ω23

Ω30 Ω31 −Ω23 0

 (4.55)
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Wegen g00 = −g11 = −g22 = −g33 = +1 wechseln die Raum-Zeit-Winkel
das Vorzeichen, wenn die Indizes in die kovariante (untere) Stellung gezogen
werden, während die Raum-Raum-Winkel dabei unverändert bleiben. Im
allgemeinen brauchen wir uns darum aber nicht zu kümmern, da dies in
unseren Formeln „automatisch“ eingearbeitet wird.

Die Indizes 1 und 2 in (4.54) ersetzen wir durch die allgemeinen Indizes κ
und µ. Außerdem wird ein Faktor 1

2 eingefügt, den wir gleich rechtfertigen
werden. Wir bezeichnen die Koordinatenrotation als R:

φ(x′)=RINFφ(x)=
(
I − 1

2ωστ (gσκxκgτ µdµ − gτ νxνgσρdρ)
)
φ(x)

φ(x′)=RINFφ(x) =
(
I + i

2~ωστ i~(x
σdτ − xτdσ)

)
φ(x)

=
(
I + i

2~ωστJ
στ
)
φ(x) (4.56)

Also ist

Jστ ≡ i~(xσdτ − xτdσ) (4.57)

= i~(xσgτµ − xτgσµ)dµ (4.58)

der Generator der infinitesimalen passiven Rotation

RINF = I + i

2~ωστJ
στ (4.59)

eines skalaren Feldes φ(x).
Aus (4.57) ist ersichtlich, dass

Jτσ = −Jστ (4.60)

gilt. Weil die Diagonalelemente von Ω Null sind, ergibt sich bei der Summa-
tion über σ = 0, 1, 2, 3 und τ = 0, 1, 2, 3 das Produkt
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1
2ΩστJ

στ = 1
2(Ω10J

10 + Ω20J
20 + Ω30J

30 + Ω10J
10 +

+ Ω12J
12 + Ω31J

31 + Ω20J
20 + Ω12J

12 +
+ Ω23J

23 + Ω30J
30 + Ω31J

31 + Ω23J
23)

= Ω10J
10 + Ω20J

20 + Ω30J
30+

+ Ω23J
23 + Ω31J

31 + Ω12J
12 . (4.61)

Das ist gerade die korrekte Summe über die Produkte der sechs Parameter
und sechs Generatoren und erklärt, warum in (4.56) der Faktor 1

2 eingefügt
werden musste.

Beim Generator J = (4.57) der Transformation handelt es sich – wie wir
jetzt kurz überlegen wollen – um den vierdimensionalen Drehimpulsoperator.
Der Drehimpuls im dreidimensionalen Ortsraum lässt sich mithilfe des
KreuzproduktesLxLy

Lz

 = L = x× p =

ypz − zpyzpx − xpz
xpy − ypz

 =

x2p3 − x3p2

x3p1 − x1p3

x1p2 − x2p1

 ≡
J23

J31

J12


darstellen. Bei der Schreibweise J jk geben die Indizes jk an, dass in der
xjxk-Ebene gedreht wird. Die Verallgemeinerung auf Drehimpulse im vier-
dimensionalen Zeit-Orts-Raum ist offensichtlich

Jστ ≡ xσpτ − xτpσ mit
{ σ = 0, 1, 2, 3
τ = 0, 1, 2, 3 . (4.62)

Den Drehimpulsoperator Jστ findet man, indem man die Komponen-
ten pν des vierdimensionalen Impulses durch die Komponenten i~dν des
vierdimensionalen Impulsoperators ersetzt. Das führt direkt zur Gleichung
(4.57). Wie üblich, verwenden wir für Operatoren und für ihre Eigenwerte
das gleiche Zeichen, d.h. wir kennzeichnen Operatoren (im allgemeinen)
nicht durch Ĥütchen, sondern überlassen es der Aufmerksamkeit des Lesers,
jeweils zu erkennen was gemeint ist.

Die Winkel Ωστ endlicher Koordinatendrehungen hängen mit den infinite-
simalen Winkeln durch die Relation
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ωστ ≡ lim
n→∞

1
n

Ωστ mit n ∈ N (4.63)

zusammen. Eine endliche passive Drehung skalarer Felder erhält man durch
Hintereinanderschaltung unendlich vieler infinitesimaler Transformationen:

R = lim
n→∞

(
I + 1

n

i

2~ Ωστ J
στ
)n

mit n ∈ N

R = exp
{ i

2~ Ωστ J
στ
}

(4.64)

Unter welchen Voraussetzungen sind nun die Rotationen der vierdimen-
sionalen Raum-Zeit-Koordinaten Symmetrien skalarer Felder φr(x), und
welche Erhaltungssätze korrelieren mit diesen Symmetrien? Die Feldglei-
chungen der φr werden aus der Lagrangedichte L berechnet. Laut (4.15)
ist die notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingung dafür, dass eine
Transformation Γ mit dem Generator γ eine Symmetrie von φ ist, durch

(∂ρL)wγxρ = 0 (4.65)

gegeben. Einsetzen von 1
2ωστJ

στ für wγ mit Jστ (4.58)= i~(xσgτµ − xτgσµ)dµ
ergibt

0 = (∂ρL)1
2ωστ i~(x

σgτµ − xτgσµ)dµxρ = (∂ρL)1
2ωστ i~(x

σgτρ − xτgσρ) .
(4.66)

(xσgτρ − xτgσρ) ist nur dann verschieden von Null, wenn ρ = σ oder ρ = τ
ist. Also ist die Bedingung genau dann erfüllt, wenn die Lagrangedichte
zumindest von den Raumzeitrichtungen σ und τ , in denen die Drehung
stattfindet, nicht explizit abhängt, sodass ∂σL = ∂τL = 0 gilt.
Die hinreichende Symmetriebedingung (4.11)

∃G : L
I+ i

~
w γ

−−−−−→ L ′ = L+ i

~
w γL = L+ dρGρ

ergibt mit Einsetzen von 1
2ωστJ

στ für wγ
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i

~
w γL = dρGρ = i

~

1
2ωστJ

στL

=(4.58) i

~

1
2ωστ i~(x

σgτρ − xτgσρ)dρL

= −dρ
1
2ωστ (xσgτρ − xτgσρ)L . (4.67)

Kontrolle des letzten Schritts:

dρ(xσgτρ − xτgσρ)L = (gσρgτρ − gτ ρgσρ︸                   ︷︷                   ︸
0

)L+ (xσgτρ − xτgσρ)dρL

Der erste Summand ist tatsächlich Null, also darf man in (4.67) den Diffe-
rentialoperator nach vorne ziehen, und findet mit

Gρ ≡ − 1
2ωστ (xσgτρ − xτgσρ)L (4.68)

eine Vektorfunktion, die die hinreichende Symmetriebedingung erfüllt. In
die Formel

jρ
(4.16)= C

(∑
r

∂L
∂(dρφr)

wγφr + i~Gρ
)

der erhaltenen Stromdichte setzen wir 1
2ωστJ

στ für wγ und (4.68) für Gρ
ein.

jρ = C

(∑
r

∂L
∂(dρφr)

1
2ωστJ

στφr − i~
1
2ωστ (xσgτρ − xτgσρ)L

)
=

∑
στ=10,20,30,23,31,12

Ci~ωστ ·

·
(∑

r

∂L
∂(dρφr)

(xσdτ − xτdσ)φr − (xσgτρ − xτgσρ)L
)

Hier haben wir die Summation auf die sechs linear unabhängigen Kompo-
nenten des schiefsymmetrischen Tensors ωστ eingeschränkt, deshalb ist der
Faktor 1/2 entfallen. Und weil die sechs ωστ unabhängig sind, muss für
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jeden einzelnen der sechs Summanden eine Kontinuitätsgleichung gelten.
Wir wählen die Konstante

C ≡ 1
ci~ωστ

für στ = 10, 20, 30, 23, 31, 12 , (4.69)

und finden die Komponenten der sechs erhaltenen Stromdichten

jρ = xσ
(1
c

∑
r

∂L
∂(dρφr)

dτφr − gτρ
L
c

)
− xτ

(1
c

∑
r

∂L
∂(dρφr)

dσφr − gσρ
L
c

)
=(4.32)

xσ
T ρτ

c
− xτ T

ρσ

c
mit στ = 10, 20, 30, 23, 31, 12 . (4.70)

Hier taucht der Energiedichte-Spannungs-Tensor T auf, den wir in (4.32) de-
finiert hatten. Man kann die erhaltenen Stromdichten im Drehimpulsdichte-
Tensor mit den Komponenten

Mρστ ≡ xσ T
ρτ

c
− xτ T

ρσ

c
(4.71)

zusammenfassen. Der Drehimpulsdichte-Tensor hat die Dimension

[Mρστ ] = Länge · Energie · Zeit
Volumen · Länge = Wirkung

Volumen . (4.72)

M erfüllt die sechs linear unabhängigen Kontinuitätsgleichungen

dρMρστ = 0 für στ = 10, 20, 30, 23, 31, 12 . (4.73)

Die sechs erhaltenen Drehimpulse sind die Raumintegrale über die Null-
Komponenten der erhaltenen Stromdichten:

Mστ ≡
∫

d3xM0στ für στ = 10, 20, 30, 23, 31, 12 (4.74)

Die rein räumlichen Drehimpulse M23, M31, M12 sind wohlbekannt. Sie
haben die Form
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M jk =

∫
d3x

(
xjPk(x)− xkPj(x)

)
, (4.75)

wobei (Pj) (4.34)= (T 0j/c) die Impulsdichte der Felder ist. Dagegen ist eine
anschauliche Deutung der raumzeitlichen Drehimpulse M10, M20, M30

schwierig:

M j0 =
∫

d3x
(
xj
H(x)
c
− c tPj(x)

)
(4.76)

H ist die Energiedichte der Felder. M j0 kann unpraktischerweise die kleine
Differenz zweier großer Zahlen sein, bzw. wird es im Lauf der Zeit auf
jeden Fall werden. M j0 ist das Kuriosum einer Erhaltungsgröße, in der die
Zeit explizit vorkommt. Die raumzeitlichen Drehimpulse sind zwar formal
einwandfreie Erhaltungsgrößen, aber als Differenz divergierender Zahlen
messtechnisch kaum fassbar, und deshalb in der Praxis des Experimentators
bedeutungslos.
Außerdem werden wir im zweiten Teil dieses Buches zwar Energiedichte,

Impulsdichte, und Ortsvektoren quantisieren. Aber die Quantentheorie kennt
keinen hermiteschen Zeitoperator. Deshalb gibt es in der Quantenfeldtheorie
für (4.76) ohnehin keine Verwendung, und wir werden in den folgenden
Kapiteln nur die rein räumlichen Drehimpulse M23, M31, M12 betrachten.
In diesem Abschnitt haben wir uns auf den Drehimpuls von skalaren

Feldern beschränkt. In Abschnitt 5.7 werden wir die Theorie auf den Dre-
himpuls von Vektorfeldern erweitern, in Abschnitt 6.4 auf den Drehimpuls
von Spinorfeldern.

4.4 Globale Phasentransformationen

Im Fall einer inneren Symmetrie wird die notwendige (aber nicht hinrei-
chende) Symmetriebedingung

(∂ρL)wγxρ (4.15)= 0

durch wγxρ = 0 erfüllt.
Wir untersuchen eine globale Phasentransformation U , die die Phase des
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Feldes φ(x) in allen Raumzeitpunkten x um den Winkel Kq/~ dreht:

φ(x) U−→ φ′(x) = e
i
~
Kqφ(x) mit K, q ∈ R (4.77)

Man vergleiche dies mit der allgemeinen Form (4.9) und (4.10)! Der Genera-
tor q ist in diesem Fall eine konstante reelle Größe, die als Ladung des Feldes
φ bezeichnet wird. Es kann sich um eine elektrische Ladung handeln, aber
auch um eine andere für das Feld charakteristische additive Größe. Für reelle
Felder wäre diese Transformation sinnlos. Nur komplexe Felder können eine
erhaltene Ladung haben, die auf der Invarianz der Feldgleichungen unter
der Phasentransformation basiert. Die Phasentransformation (4.77) wird als
„global“ bezeichnet, weil der reelle Parameter K in jedem Raumzeitpunkt
den gleichen Wert hat. Weil der Exponent dimensionslos sein muss, hat K
die Dimension Wirkung/Ladung.
Die Raumzeitkoordinaten werden durch die Transformation U nicht ver-

ändert. Deshalb ist die notwendige Symmetriebedingung (4.15)

(∂ρL)wγxρ︸   ︷︷   ︸
=0

= 0 (4.78)

für beliebige Felder erfüllt. Um herauszufinden ob es ein G gibt, mit dem
auch die hinreichende Symmetriebedingung (4.11)

∃G : L
I+ i

~
wγ

−−−−→ L ′ = L+ i

~
wγL = L+ dρGρ (4.79)

erfüllt werden kann, untersuchen wir die infinitesimale Transformation.
Wegen

e
i
~
Kq = lim

n→∞

(
1 + i

~

K

n︸︷︷︸
≡k

q

)n
mit n ∈ N (4.80)

hat sie in diesem Fall die Form

φ(x)
I+ i

~
wγ

−−−−→ φ′(x) = φ(x) + i

~
kqφ(x) . (4.81)
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Ohne konkrete Informationen über L kann man die Symmetriebedingung
(4.79) nicht überprüfen. Wir müssen uns auf das Beispiel einer Lagrange-
dichte einschränken, und wählen dafür das Dirac-Feld. Seine Feldgleichung
kann aus der Lagrangedichte

L = φ†γ0(i~cγρdρ −mc2)φ (4.82)

abgeleitet werden. Wir werden das Dirac-Feld in Kapitel 8 ausführlich
diskutieren. Hier bemerken wir nur, dass φ ein Vierer-Spinor ist, also ein
Feld mit vier Komponenten in einem abstrakten vierdimensionalen Spinor-
Raum, der nichts mit dem vierdimensionalen Zeit-Orts-Raum zu tun hat.
φ† ist der adjungierte, also transponierte konjugiert-komplexe Spinor von
φ. Die Faktoren γµ sind 4 × 4 Matrizen im Spinorraum mit konstanten,
komplexen Elementen.
Der transformierte adjungierte Spinor ist

φ†′(x) = φ†(x)− i

~
kqφ†(x) . (4.83)

Man beachte das Minuszeichen. Jetzt können wir die Wirkung der infi-
nitesimalen Transformation auf L berechnen, wobei Summanden O(k2)
vernachlässigt werden:

L
I+ i

~
wγ

−−−−→ L′ = (φ† − i

~
kqφ†)γ0(i~cγρdρ −mc2)(φ+ i

~
kqφ)

L′ = L+ φ†γ0(i~cγρdρ −mc2) i
~
kqφ+

− i

~
kqφ†γ0(i~cγρdρ −mc2)φ+O(k2)

= L (4.84)

Die hinreichende Symmetriebedingung (4.79) wird durch

dρGρ = 0 ⇐⇒ G = constant (4.85)

erfüllt. Wir sparen Schreibarbeit, indem wir G ≡ 0 wählen. Die Komponenten
der erhaltenen Stromdichte sind dann
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jρ =(4.16) C
∑
r

∂L
∂(dρφr)

wγφr = C

(
∂L

∂(dρφ)kqφ− φ
† ∂L
∂(dρφ†)

kq

)
=

= C
(
φ†γ0i~cγρkqφ− 0

)
, (4.86)

woraus mit C ≡ 1/(i~k)

jρ = qφ†γ0cγρφ (4.87)

folgt. In (4.86) haben wir im zweiten Summanden die Reihenfolge der Fakto-
ren umgedreht, damit beide Summanden eine Zahl, aber keine Spinormatrix
ergeben. Für j gilt die Kontinuitätsgleichung

dρjρ = 0 (4.88a)
d
dt
j0

c
= −dkjk

d
dtqφ

†γ0γ0φ = −dkqφ†γ0cγkφ . (4.88b)

Integration über das Volumen V ergibt mit dem Gauss’schen Satz:

d
dt

∫
V

d3x qφ†γ0γ0φ

︸                  ︷︷                  ︸
Q(V )

= −
∫

O(V )

dfk qφ†γ0cγkφ︸          ︷︷          ︸
jk

(4.89)

Die Zunahme der im Volumen V enthaltenen Ladung Q(V ) ist gleich dem
Strom, der über die Oberfläche in das Volumen herein fließt. Es kann keine
Ladung aus dem Nichts entstehen oder im Nichts verschwinden.

4.5 Eichtransformationen

In Abschnitt 4.4 haben wir eine Phasentransformation untersucht, de-
ren reeller Parameter K eine Konstante war. Die Änderung der Phase
der Felder war deshalb in allen Raumzeitpunkten gleich, was als „globa-
le“ Phasentransformation bezeichnet wird.

Jetzt untersuchen wir eine Transformation U(x), die die Phase des Feldes
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φ(x) im Raumzeitpunkt x um den Winkel 1

~K(x)q dreht:

φ(x) U(x)−→ φ′(x) = e
i
~
K(x)qφ(x) mit K(x), q ∈ R (4.90)

Der Generator q ist wie bei der globalen Transformation eine Ladung des
Feldes φ, also eine für das Feld charakteristische konstante reelle Größe.
Dagegen ist der reelle Parameter K (mit der Dimension Wirkung /Ladung)
jetzt eine Funktion von x, kann also in jedem Raumzeitpunkt einen anderen
Wert haben. Als einzige Einschränkung legen wir fest, dass die Funktion
K(x) analytisch sein muss, d.h. dass sie nach allen vier Raumzeitkoordinaten
differenzierbar ist, und die Gleichung

dρdνK = dνdρK mit ν, ρ = 0, 1, 2, 3 (4.91)

erfüllt. Da die Raumzeitkoordinaten durch die Phasentransformation nicht
verändert werden, ist die notwendige Symmetriebedingung (4.15)

(∂ρL)wγxρ︸   ︷︷   ︸
=0

= 0 (4.92)

für beliebige Felder erfüllt. Wegen wγxρ = 0 ist die Invarianz unter einer
Phasentransformation eine „innere Symmetrie“. Um herauszufinden, ob es
ein G gibt, mit dem auch die hinreichende Symmetriebedingung (4.11)

∃G : L
I+ i

~
wγ

−−−−→ L ′ = L+ i

~
wγL = L+ dρGρ

erfüllt werden kann, untersuchen wir die infinitesimale Transformation, die
wegen

e
i
~
K(x)q = lim

n→∞

(
1 + i

~

K(x)
n︸   ︷︷   ︸

≡ k(x)

q

)n
mit n ∈ N (4.93)

die Form
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φ(x)
I+ i

~
wγ

−−−−→ φ′(x) = φ(x) + i

~
k(x)qφ(x) (4.94)

hat. Als konkretes Beispiel wählen wir wieder das Dirac-Feld mit der La-
grangedichte

L = φ†γ0(i~cγρdρ −mc2)φ . (4.95)

Da k(x) eine Funktion der Raumzeitkoordinaten ist, gibt es jetzt bei der
Transformation von L einen zusätzlichen Summanden:

L
I+ i

~
wγ

−−−−→ L′ = (φ† − i

~
kqφ†)γ0(i~cγρdρ −mc2)(φ+ i

~
kqφ)

= L+ φ†γ0i~cγρ
i

~
(dρk)qφ+ φ†γ0k(i~cγρdρ −mc2) i

~
qφ−

− i

~
kqφ+γ0(i~cγρdρ −mc2)φ+O(k2)

= L − φ†γ0cγρ(dρk)qφ (4.96)

Die lokale Phasentransformation U(x) ist genau dann eine Symmetrie des
Dirac-Feldes, wenn es eine Vektorfunktion G gibt, die die Gleichung

dρGρ(x) = −φ†(x)γ0cγρ
(
dρk(x)

)
qφ(x) (4.97)

erfüllt. Eine derartige Funktion gibt es nicht. Also ist die lokale Phasen-
transformation U(x) keine Symmetrie des Dirac-Feldes.
Statt uns mit dieser Feststellung zu begnügen, werden wir jetzt die

lokale Phasentransformation zu einer Eichtransformation erweitern, und die
Invarianz unter Eichtransformationen als ein Naturgesetz postulieren, dem
alle geladenen Felder genügen müssen.
Es ist der Term mit dρk in (4.96), durch den die lokale Phasentransfor-

mation das Symmetriekriterium verfehlt. Da wir darauf bestehen, dass k
keine Konstante, sondern eine Funktion der Raumzeitkoordinaten sein muss,
wird ein derartiger Term unvermeidlicherweise immer auftauchen, wenn
die Lagrangedichte Differentialoperatoren enthält. Andererseits kann man
auf Differentialoperatoren nicht verzichten, denn eine Lagrangedichte ohne
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Differentialoperatoren kann nur auf auf statische, aber nicht auf dynamische
Feldgleichungen führen.
Tatsächlich gibt es eine Möglichkeit, das Diracfeld invariant gegen lo-

kale Phasentransformationen zu machen ohne die Differentialoperatoren
aus der Lagrangedichte streichen zu müssen. Sie besteht darin, die Dif-
ferentialoperatoren dρ zu ersetzen durch „phasentransformationsadaptier-
te“ Differentialoperatoren Dρ, mit denen Differentialquotienten das Trans-
formationsverhalten

Dρ φ
U(x)−→ D′ρ φ′ = D′ρ e

i
~
K(x)qφ = D′ρ U(x)φ

= e
i
~
K(x)q Dρ φ = U(x) Dρ φ (4.98)

bekommen, anstelle von

dρφ(x) U(x)−→ dρφ′(x) = dρe
i
~
K(x)qφ

= e
i
~
K(x)q

(
dρ + i

~
(dρK)q

)
φ (4.99)

mit dem lästigen zweiten Summanden. Anders als die immer und überall
gleichen normalen Differentialoperatoren dρ werden die Operatoren Dρ(x)
durch die Transformation zeit- und ortsabhängig so modifiziert, dass

(4.98) =⇒ D′ρ(x) = U(x) Dρ(x)U †(x) (4.100)

gilt. Deshalb nennt man sie kovariante Differentialoperatoren, und wir haben
in (4.98) D′ρ geschrieben. Wir geben der – mit dem konstanten Faktor ~iq
multiplizierten – zeit- und ortsabhängigen Differenz zwischen den beiden
Arten von Differentialoperatoren den Namen

Aρ(x) ≡ ~
iq

(
Dρ(x)− dρ

)
, (4.101)

d.h. der kovariante Differentialoperator ist

Dρ(x) ≡ dρ + i

~
qAρ(x) . (4.102)
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Der kovariante Differentialquotient Dρ φ wird folgendermaßen transformiert:

(dρ+
i

~
qAρ)φ

U(x)−→ (dρ + i

~
qAρ

′)φ′ = (dρ + i

~
qA′ρ)φe

i
~
Kq =

= e
i
~
Kq( i
~

(dρK)qφ+ dρφ+ i

~
qAρ

′φ) . (4.103)

Nach (4.98) muss dies gleich

(dρ + i

~
qAρ

′)φ′ = e
i
~
Kq(dρ + i

~
qAρ)φ (4.104)

sein, woraus

Aρ(x) U(x)−→ Aρ
′(x) = Aρ(x)− dρK(x) (4.105)

folgt. Da die Dimension von K(x) Wirkung/Ladung ist, hat A(x) die
Dimension [

A(x)
]

= Impuls/Ladung . (4.106)

Die Wirkung von U(x) auf A ist nicht linear, das transformierte Feld A′(x)
ist nicht proportional zu A(x). Damit sprengt diese Transformation den
Rahmen des Noether’schen Theorems, und man kann nicht nach dem
Schema von (4.16) eine erhaltene Stromdichte ableiten.
Beide Differentialoperatoren,

dρφ(x) = lim
∆xρ→0

φ(x+ ∆xρ)− φ(x)
∆xρ (4.107a)

und

Dρ φ(x) = lim
∆xρ→0

φ(x+ ∆xρ)− φ(x)
∆xρ + i

~
q Aρ(x)

≡ lim
∆Xρ→0

φ(x+ ∆Xρ)− φ(x)
∆Xρ

, (4.107b)

vergleichen den Wert des Feldes an zwei Punkten im gleichen infinitesimalen
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Abstand ∆xρ. Aber die Anwesenheit von A hat den gleichen Effekt, wie
wenn Dρ statt des Maßstabs ∆xρ einen anders geeichten Maßstab ∆Xρ

verwenden würde. Deshalb wird A(x) als Eichfeld bezeichnet.
„Anwesenheit von A“ ist wörtlich zu verstehen. Wir postulieren, dass das

Feld A(x) genauso wirklich existiert wie Elektronen, Sterne, oder schwarze
Löcher, und dass seine Wechselwirkung mit dem Diracfeld korrekt beschrie-
ben wird, indem man in der Lagrangedichte die normale Ableitung dρ durch
die kovariante Ableitung Dρ(x) = dρ + i

~qAρ(x) ersetzt:

L = φ†γ0
(
i~cγρ(dρ + i

~
qAρ)−mc2

)
φ (4.108)

Wir erweitern die Phasentransformation des Feldes φ um die damit
kombinierte Transformation (4.105) des Eichfeldes A zur

Eichtransformation:

φ(x) U(x)−→ φ′(x) = φ(x)e
i
~
K(x)q

Aρ(x) U(x)−→ A′ρ(x) = Aρ(x)− dρK(x)
mit K(x) ∈ R , q ∈ R konstant

, (4.109)

und prüfen die Wirkung einer infinitesimalen Eichtransformation auf die
Lagrangedichte (4.108):

L
I+ i

~
wγ

−−−−→ L′ =
(
φ† − i

~
kqφ†

)
γ0 ·

(
i~cγρ

(
dρ + i

~
q(Aρ − dρk)

)
−mc2

)
·

·
(
φ+ i

~
kqφ

)
= (4.96) + φ†γ0cγρ(dρk)qφ+O(k2) = L (4.110)

L = (4.108) ist tatsächlich eichinvariant, d.h. die Eichtransformation (4.109)
ist eine Symmetrie der Kombination von Dirac-Feld φ(x) und Eichfeld A(x).
Die Invarianz geladener Felder unter Eichtransformationen – kurz Eich-

invarianz genannt – ist eine nicht aus der Theorie herleitbare, erratene
Erfahrungstatsache, also ein Naturgesetz. Gerechtfertigt werden kann ein
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Naturgesetz allein dadurch, dass die Schlussfolgerungen, die man aus ihm
ziehen kann, mit allen Beobachtungen übereinstimmen. Bei der Suche nach
den Feldtheorien der elektroschwachen und der starken Wechselwirkung war
das Naturgesetz der Eichinvarianz eine wichtige Leitlinie.
Um die Eigenschaften des Eichfeldes genauer zu untersuchen, leiten wir

aus der Lagrangedichte (4.108) die Feldgleichungen

dν
∂L

∂(dνφr)
− ∂L
∂φr

(3.37b)= 0 (4.111)

ab. Nach dem in den Zeilen nach (3.37b) gesagten müssen wir φ, φ†, und
die vier Komponenten von A als unabhängige Variable von L betrachten,
so dass es sechs Feldgleichungen gibt. φr = φ† ergibt die Diracgleichung(

i~cγρ(dρ + i

~
qAρ)−mc2

)
φ = 0 , (4.112)

die wir in Abschnitt 8.1 detailliert untersuchen werden. Mit φr = φ findet
man die adjungierte Gleichung von (4.112). Wir werden die Ableitung dieser
Gleichung erst nachholen, wenn wir die Kommutatoren der γ-Matrizen
kennengelernt haben.

Die Gleichung der µ-Komponente des Eichfeldes ergibt sich mit φr = Aµ
als

−φ†γ0i~cγρ
i

~
q
∂Aρ
∂Aµ

φ = φ†γ0cγµqφ = 0 (4.87)= jµ (4.113)

mit µ = 0, 1, 2, 3 ,

wobei jµ die µ-Komponente der erhaltenen Stromdichte ist. Es ist interessant,
dass die Stromdichte in der Feldgleichung von A(x) vorkommt, aber wieso
ist sie Null? Und wieso taucht das Feld A(x) selbst in dieser Gleichung
überhaupt nicht auf? Offenbar fehlen in der Lagrangedichte noch wichtige
Terme. Insbesondere sollte sie auch Ableitungen von A(x) enthalten, damit
sich eine dynamische Feldgleichung ergibt.

Bei der Ergänzung von L ist sorgfältig darauf zu achten, dass die gerade
erst nachgewiesene Eichinvarianz erhalten bleibt. Das erreicht man dadurch,
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dass man den Zusatztermen die Form einer vierdimensionalen Rotation von
A(x) gibt. Bei der Eichtransformation (4.109) taucht der vierdimensionale
Gradient dρK(x) als Summand von A(x) auf, und Rotationsterme der Form

Fρν ≡ dρAν − dνAρ (4.114)

in der Lagrangedichte sind wegen

dρ(Aν − dνK)− dν(Aρ − dρK) =
= dρAν − dνAρ−dρdνK + dνdρK︸                      ︷︷                      ︸

(4.91)
= 0

(4.115)

zuverlässig unschädlich für die Eichinvarianz. Ausserdem sollten die Rotati-
onsterme mindestens quadratisch in der Lagrangedichte stehen, damit sich
bei der Berechnung von ∂L

∂(dνA) nicht eine Feldgleichung wie (4.113) ergibt,
in der A selbst garnicht mehr enthalten ist. Es ist also das einfachste und
nächstliegendste, einen Summanden vFρνF ρν mit Rotationstermen Fρν ent-
sprechend (4.114) und noch zu bestimmendem konstanten v, als Zusatzterm
in die Lagrangedichte einzufügen.

Überlegen wir, welche Dimension die Konstante v hat. Die Dimension von
A ist Impuls/Ladung, also hat Fρν die Dimension Impuls/(Ladung·Länge).
Demnach gilt

[vFρνF ρν ] = [v] · Impuls2

Ladung2 · Länge2 = [L] = Energie
Volumen

[v] = Energie
Volumen ·

Ladung2 · Länge2

Impuls2 = Ladung2

Kraft · Zeit2
(4.116)

An dieser Stelle kommen wir mit dem allgemeinen Begriff „Ladung“ nicht
mehr weiter. Wir müssen unsere Diskussion auf eine bestimmte Art von
Ladung einschränken, und definieren q als eine elektrische Ladung, weil
elektrische Ladungen uns besser bekannt und geläufig sind als jede andere
Art von Ladung. Dann ist eine Naturkonstante mit der passenden Dimension
bereits bekannt, nämlich die
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Magnetische Feldkonstante = µ0 = 4π · 10−7N · s2

C2 . (4.117)

Wir setzen also

v = u

µ0
mit u ∈ R dimensionslos (4.118)

an, und erhalten die Lagrangedichte

L = φ†γ0
(
i~cγρ(dρ + i

~
qAρ)−mc2

)
φ+ u

µ0
FστF

στ (4.119)

Als reelle Zahl u setzen wir u = −1/4 ein, weil nur mit diesem Zahlenwert
– wie wir am Ende dieses Abschnitts nachprüfen werden – die bekannten
Maxwell’schen Gleichungen der Klassischen Elektrodynamik aus der La-
grangedichte (4.120) hervorgehen. Die Wahl eines anderen Zahlenwertes für
u entspräche einer Neudefinition der Magnetischen Feldkonstanten µ0. Das
wäre nicht „falsch“, wir haben zu einer Neudefinition von µ0 aber keinen
Anlass.

Mit u = −1/4 ergibt sich die Lagrangedichte:

L = φ†γ0
(
i~cγρ(dρ + i

~
qAρ)−mc2

)
φ− 1

4µ0
FστF

στ (4.120)

Aus dieser folgt die Feldgleichung für die µ-Komponente des Eichfeldes A:

dν
∂L

∂(dνAµ) −
∂L
∂Aµ︸    ︷︷    ︸

(4.113)

= − 1
4µ0

dν
∂FστF

στ

∂(dνAµ) + φ†γ0cγµqφ︸          ︷︷          ︸
jµ

= 0 (4.121)

Mit

FστF
στ = F νρgσνgτρF

στ = F νρFνρ = F στFστ (4.122)

gilt
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∂FστF

στ

∂(dνAµ) = ∂Fστ
∂(dνAµ)F

στ + F στ
∂Fστ

∂(dνAµ) = 2 ∂Fστ
∂(dνAµ)F

στ =

= 2(gνσgµτ − gντgµσ)F στ = 2(F νµ − Fµν) = 4F νµ . (4.123)

Einsetzen in (4.121) ergibt

− 1
µ0

dνF νµ + φ†γ0cγµqφ︸          ︷︷          ︸
jµ

= 0 . (4.124)

Diese Gleichung muss für µ = 0, 1, 2, 3 erfüllt sein:

dνF νµ = µ0φ
†γ0cγµqφ = µ0j

µ mit µ = 0, 1, 2, 3 (4.125)

Das hier eingetragene jµ ist ist eine Komponente der invarianten Stromdichte
der globalen Phasentransformation, die wir in Gleichung (4.87) gefunden
haben. Wir hatten im Anschluss an (4.105) bereits darauf hingewiesen, dass
mit der Eichinvarianz kein neuer erhaltener Strom verbunden ist.
Der Nutzen der Eichsymmetrie besteht vielmehr darin, dass sie
1. für jedes geladene Feld die Existenz eines Eichfeldes vorhersagt,
2. eine klare und eindeutige Regel für die Kopplung zwischen Feld und

Eichfeld enthält, nämlich die Ersetzung der normalen Ableitung durch
die kovariante Ableitung,

3. die Eigenschaften des Eichfeldes und seine Feldgleichung weitestgehend
festlegt.

Den dritten Punkt wollen wir abschließend noch kurz vertiefen. In die
Lagrangedichte (4.120) haben wir das Eichfeld in Form zweier Summanden
eingefügt: Erstens als kovariante Ableitung, wodurch die Eichinvarianz
erreicht wurde. Und zweitens als Term − 1

4µ0
FστF

στ , was – abgesehen vom
Faktor −1

4 , den wir im Hinblick auf die Maxwell-Gleichungen so getuned
haben – die einfachste Möglichkeit ist, eine dynamische Feldgleichung für
das Eichfeld zu erhalten ohne die Eichinvarianz zu stören. Jetzt wollen
wir uns davon überzeugen, dass durch diese Lagrangedichte tatsächlich die
vier Maxwell’schen Gleichungen festgelegt werden, und damit die gesamte
klassische Theorie der Elektrodynamik bestimmt ist.
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Dazu schreiben wir das Eichfeld in der üblichen Form

A = (Aρ) =
(

Φ/c
A

)
(4.126)

mit dem skalaren elektrischen Potential Φ und dem magnetischen Vektorpo-
tential A, und benutzen für die Komponenten des Feldstärketensors (4.114)
die Maxwell’sche Nomenklatur

Ek/c ≡ F k0 = −F 0k = dkA0 − d0Ak = −dkA0 − d0A
k (4.127a)

B1 ≡ −F 23 = F 32 = d3A2 − d2A3 = −d3A
2 + d2A

3 (4.127b)
B2 ≡ −F 31 = F 13 = d1A3 − d3A1 = −d1A

3 + d3A
1 (4.127c)

B3 ≡ −F 12 = F 21 = d2A1 − d1A2 = −d2A
1 + d1A

2 (4.127d)
0 = F ρρ = dρAρ − dρAρ (4.127e)

beziehungsweise in Vektorschreibweise

Elektrische Feldstärke: (Ek) = E ≡ −∇Φ− dA
dt (4.128a)

Magnetische Feldstärke: (Bk) = B ≡∇×A . (4.128b)

Die vierdimensionale Feldgleichung

(dνF νρ) = µ0φ
†γ0c

(
γ0

γ

)
qφ = µ0

(
j0

j

)
(4.125)

wird mit diesen Definitionen
dνF ν0

dνF ν1

dνF ν2

dνF ν3

 =


dkEk/c

−d0E
1/c+ d2B

3 − d3B
2

−d0E
2/c− d1B

3 + d3B
1

−d0E
3/c+ d1B

2 − d2B
1

 =

=

 ∇ ·E/c

− 1
c2

dE
dt +∇×B

 = µ0

(
j0

j

)
. (4.129)



4.5 Eichtransformationen 81
Man definiert die

Elektrische Feldkonstante: ε0 ≡
1

c2µ0
, (4.130)

mit der man schließlich die zwei Maxwell’schen Gleichungen für die Divergenz
von E und die Rotation von B erhält:

ε0∇ ·E = j0

c
(4.131a)

1
µ0
∇×B = j + ε0

dE
dt (4.131b)

Diese beiden Gleichungen verknüpfen die Feldstärken mit ihren Quellen. Sie
werden deshalb als Erregungsgleichungen bezeichnet. Die beiden anderen
Maxwell’schen Gleichungen für die Divergenz von B und die Rotation von
E sind unabhängig von j, und heißen deshalb Innere Feldgleichungen. Sie
sind implizit bereits dadurch festgelegt, dass der Feldstärketensor

Fστ
(4.114)
≡ dσAτ − dτAσ

durch Rotationsterme definiert wurde, weshalb

dρFστ + dτFρσ + dσFτρ =
= dρdσAτ − dρdτAσ + dτdρAσ − dτdσAρ +

+ dσdτAρ − dσdρAτ = 0 (4.132)

gilt. Da jeder Index vier Werte annehmen kann, sind dies 43 = 64 Gleichun-
gen. Aber alle Gleichungen mit zwei – oder gar drei – identischen Indizes
sind wegen

dσFστ + dτ Fσσ︸︷︷︸
= 0

+ dσFτσ︸︷︷︸
=−Fστ

= 0 (4.133)

trivial (nämlich 0 = 0), und es bleiben nur 4 ! = 24 nicht-triviale Gleichungen
mit ρ , σ , τ , ρ. Wenn der erste Summand in (4.132) statt dρFστ als
dτFρσ oder als dσFτρ gewählt wird, so ändert sich nur die Reihenfolge der
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drei Summanden, aber die Gleichung bleibt gleich. Also gibt es nur 24/3 = 8
verschiedene nichttriviale Gleichungen. Wegen Fστ = −Fτσ unterscheiden
sich die Hälfte dieser Gleichungen nur durch das Vorzeichen von der an-
deren Hälfte, und es gibt nur 8/2 = 4 linear unabhängige nicht-trivialen
Gleichungen. Mit den Definitionen aus (4.127) lauten sie

d1F23 + d3F12 + d2F31 =
= −d1B

1 − d3B
3 − d2B

2 = 0 (4.134a)
d2F30 + d0F23 + d3F02 =

= −d2E
3/c− d0B

1 + d3E
2/c = 0 (4.134b)

d3F01 + d1F30 + d0F13 =
= d3E

1/c− d1E
3/c+ d0B

2 = 0 (4.134c)
d0F12 + d2F01 + d1F20 =

= −d0B
3 + d2E

1/c− d1E
2/c = 0 , (4.134d)

woraus durch wenige Umstellungen

d1B
1 + d2B

2 + d3B
3 = 0 (4.135a)

d2E
3 − d3E

2 = −c d0B
1 (4.135b)

d3E
1 − d1E

3 = −c d0B
2 (4.135c)

d1E
2 − d2E

1 = −c d0B
3 (4.135d)

beziehungsweise in Vektorschreibweise

∇ ·B = 0 (4.136a)

∇× E = −dB
dt (4.136b)

folgt. Also ergeben sich tatsächlich die vier Maxwell’schen Gleichungen
(4.131) und (4.136) bereits aus der Forderung nach Eichinvarianz des Dirac-
feldes. Eine sehr bemerkenswerte Tatsache !
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5 Die Lorentzgruppe

Im 4.Kapitel haben wir durch geschicktes Raten herausgefunden, wie skalare
Felder bei Translationen (Abschnitt 4.2) oder Rotationen (Abschnitt 4.3)
der Raum-Zeit-Koordinaten transformiert werden. Im Folgenden benötigen
wir auch die Transformationen von Vektoren bzw. Vektorfeldern und von
Spinoren bzw. Spinorfeldern beim Wechsel der Raum-Zeit-Koordinaten.
Bei der Herleitung der gesuchten Transformationen werden wir leichter
vorankommen, wenn wir systematischer als bisher vorgehen.

Die Transformationen von skalaren Feldern, von Vektoren bzw. Vektorfel-
dern und von Spinoren bzw. Spinorfeldern bei Koordinatenrotationen und
-translationen sind Darstellungen bestimmter Gruppen, und die skalaren
Felder, Vektoren, und Spinoren sind die Basen dieser Darstellungen. In
diesem Kapitel erläutern wir diese gruppentheoretische Betrachtungsweise,
verschaffen uns eine ganze Reihe höchst nützlicher Werkzeuge, und geben
zwei Transformationen, die Darstellungen der Lorentzgruppe sind, explizit
an. Die Transformation von Spinoren werden wir im Kapitel 6 behandeln.

5.1 Die homogene eigentliche Lorentzgruppe {`}

Die inhomogene Lorentzgruppe (auch Poincarégruppe genannt) enthält
Translationen (das sind Verschiebungen des Nullpunkts des Koordinatensys-
tems, wobei die Richtungen der Koordinatenachsen unverändert bleiben),
eigentliche und uneigentliche Rotationen (das sind Änderungen der Richtung
einer oder mehrerer Koordinatenachsen, wobei der Nullpunkt des Koordina-
tensystems unverändert bleibt), und Kombinationen von Translationen und
Rotationen. Die Kombinationen können immer als Hintereinanderschaltung
einer Rotation und einer Translation beschrieben werden. Deshalb bringt es
keinen Vorteil und nur unnötige formale Komplikationen, Translationen und
Rotationen in Kombination zu betrachten. Man kann die Untersuchung der
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Translationen vollständig abtrennen von der Untersuchung der Rotationen.
Die Transformation skalarer Felder bei Translation der Koordinaten hatten

wir im Abschnitt 4.2 bereits beschrieben. Vektoren (mit Ausnahme des
Ortsvektors) und Spinoren ändern sich bei Translationen überhaupt nicht.
Der Ortsvektor, Vektorfelder und Spinorfelder werden bei Translation der
Koordinaten genauso transformiert wie skalare Felder, d.h. es wird lediglich
die Translation zum Ortsvektor bzw. zum Argument der Felder addiert. Eine
weitere Untersuchung von Translationen ist deshalb nicht erforderlich, und
wir werden uns in diesem Kapitel ganz auf die Untersuchung von Rotationen
konzentrieren.

Die eigentlichen Rotationen können als Hintereinanderschaltung unendlich
vieler Rotationen mit infinitesimal kleinem Drehwinkel betrachtet werden.

Als uneigentliche Rotation bezeichnet man die Kombination einer eigent-
lichen Rotation mit der Inversion einer oder mehrerer Koordinatenachsen.
In der Praxis verwendet man die Zeitinversion T , die die Richtung der
x0-Achse umdreht (spiegelt), und die Paritätstransformation P , die die
Richtungen aller drei Achsen x1, x2, x3 spiegelt. Die Spiegelung einzelner
Achsen und die Spiegelung beliebiger Kombinationen von Achsen lässt sich
durch Kombination von T , P , und eigentlichen Rotationen erreichen.
Wir werden in diesem Buch unter dem einfachen Begriff Lorentzgruppe

die homogene eigentliche Lorentzgruppe verstehen, also die Gruppe der
Koordinatenrotationen der vierdimensionalen Raumzeit, die aus infinitesimal
kleinen Rotationen zusammengesetzt werden können, und die den Nullpunkt
des Koordinatensystems unverändert lassen. Achtung: Die Literatur ist
hinsichtlich dieser Namenskonvention nicht einheitlich.

5.2 Gruppen und ihre Darstellungen

Wir haben die Menge aller eigentlichen Koordinatenrotationen als Grup-
pe bezeichnet, ohne bisher präzise zu sagen, was wir unter einer Gruppe
verstehen. Das holen wir nach durch die folgende
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Definition: Eine Menge G = {g, h, j, . . .} mit einer für jedes
geordnete Paar von Elementen eindeutig definierten Verknüp-
fung ◦ ist eine Gruppe, wenn folgende 4 Bedingungen erfüllt
sind:
(1) Abgeschlossenheit: ∀g, h ∈ G : g ◦ h ∈ G
(2) Assoziativgesetz: ∀g, h, j ∈ G : (g ◦ h) ◦ j = g ◦ (h ◦ j)
(3) Einselement: ∃ e ∈ G : g ◦ e = e ◦ g = g ∀g ∈ G
(4) Inverses Element:
∀g ∈ G ∃g-1 ∈ G : g ◦ g-1 = g-1 ◦ g = e

(5.1)

Zur Erklärung der verwendeten Abkürzungen ∃, ∈, :, ∀ fassen wir die vier
Bedingungen nochmal in Worte:
(1) Abgeschlossenheit: Für alle g, h aus G gilt: Das Produkt g ◦ h ist wieder

ein Element aus G.
(2) Assoziativgesetz: Für alle g, h, j aus G gilt: Die Verknüpfung von g ◦ h

mit j ist gleich der Verknüpfung von g mit h ◦ j.
(3) Einselement: Es gibt ein Element e in G mit der Eigenschaft: Für alle g

aus G ist g ◦ e = e ◦ g = g. Das Element e heißt Einselement der Gruppe
G.

(4) Inverses Element: Zu jedem Element g der Gruppe G gibt es in G ein
Element g-1 mit der Eigenschaft: g ◦ g-1 = g-1 ◦ g = e. Das Element g-1
heißt inverses Element von g.

Wir bezeichnen die Verknüpfung meist als Produkt, womit nicht unbedingt
das algebraische Produkt zweier Zahlen gemeint zu sein braucht. Bei der
Lorentzgruppe ist die Verknüpfung bzw. das Produkt gleich der Hinterein-
anderschaltung zweier Koordinatenrotationen. Das Zeichen ◦ schreiben wir
häufig nicht aus, sondern definieren

hg ≡ h ◦ g .

Das Produkt braucht nicht kommutativ zu sein. Beispielsweise ist das
Produkt von Rotationen im allgemeinen abhängig davon, ob man erst um
die eine und dann um die andere Achse dreht, oder erst um die andere und
dann um die eine.
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Definition: Eine Abbildung A von einer Menge G auf eine
MengeD ist eine Vorschrift mit folgenden zwei Eigenschaften:
(1) Jedem Element aus G wird eindeutig ein Element aus D
zugeordnet:

A : G −→ D

∀g ∈ G : g A−→ d(g) ∈ D

(2) Auf jedes Element d ∈ D wird mindestens ein Element
g ∈ G abgebildet.

(5.2)

Abbildungen mit der Eigenschaft (2) werden als „surjektiv“ bezeichnet.
Da wir in diesem Buch ausschließlich surjektive Abbildungen verwenden,
haben wir diese Eigenschaft in die Definition der Abbildung integriert.
Die Abbildung muss eindeutig sein, sie braucht jedoch nicht eineindeutig
(= umkehrbar eindeutig) zu sein. Es dürfen auch mehrere verschiedene
Elemente von G auf das gleiche Element von D abgebildet werden.

Definition: Die Elemente einer Gruppe D seien Transfor-
mationen, die in einem von den Vektoren v1, v2, v3, . . . aufge-
spannten Vektorraum V wirken. D heißt Darstellung einer
Gruppe G, wenn es eine Abbildung A : G −→ D gibt, die
die Gruppenstruktur erhält:

∀g, h ∈ G : d(h ◦ g) = d(h)d(g)
Der Vektorraum V wird als Darstellungsraum bezeichnet.
Die Vektoren v1, v2, v3, . . . ∈ V , die den Darstellungsraum
aufspannen, werden als Basis der Darstellung D bezeichnent.

(5.3)

Wenn die Abbildung A eineindeutig (=umkehrbar eindeutig) ist, dann
werden D und G als isomorph bezeichnet. Wenn die Abbildung A lediglich
eindeutig, aber nicht eineindeutig ist, wenn es also Elemente d ∈ D gibt, auf
die mehrere Elemente g ∈ G abgebildet werden, dann ist die Gruppe D zur
Gruppe G homomorph. Die Definition der Darstellung verlangt lediglich,
dass D zu G homomorph ist. Wenn die Gruppen darüber hinaus isomorph
sind, dann wird D als treue Darstellung von G bezeichnet.
Achtung: Einige Autoren definieren den Begriff Abbildung anders. Sie

verlangen nicht, dass die Abbildung eindeutig ist, sondern lassen auch
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mehrdeutige Abbildungen zu. Folglich sind auch ihre Darstellungen nicht
eindeutig, sondern sie kennen „mehrwertige Darstellungen“. Beispielsweise
bezeichnen sie die Matrixgruppe SU(2) als eine zweiwertige Darstellung der
Drehgruppe {

_
` } des dreidimensionalen Ortsraums. Darauf kommen wir am

Ende von Abschnitt 6.1.3 zurück. Wir bleiben in diesem Buch konsequent bei
der Definition, dass Abbildungen und Darstellungen eindeutig sein müssen.

Achtung: Manche Autoren fassen die Definition der Darstellung wesentlich
enger: Ihre Darstellungen sind ausschließlich Gruppen n× n-dimensionaler
Matrizen, und die Basis ihrer Darstellungen sind n-komponentige Spaltenvek-
toren. Selbst wenn n =∞ zugelassen wird, halten wir diese Einschränkung
für unsinnig. Nach unserer Definition können Darstellungen Gruppen von
Matrizen sein, brauchen es aber nicht. Wir benötigen auch Darstellungen,
die zwar Transformationsgruppen, aber keine Matrixgruppen sind. Deshalb
halten wir an der allgemeiner gefassten Definition (5.3) fest. In Abschnitt
5.4 kommen wir auf diesen Punkt zurück.

Darstellungen sind Gruppen, deren Elemente Transformationen sind. Die
Transformationen transformieren die Basisvektoren der Darstellung. Abstrak-
te Gruppen sind ausschließlich durch ihre Gruppenverknüpfung ◦ definiert,
ihre Elemente wirken auf nichts außerhalb der Gruppe. Es gibt Gruppen,
die man meist unmittelbar als Transformationsgruppe kennenlernt, nicht
als abstrakte Gruppe. Vier wichtige Beispiele: Die Gruppe {Λ} der Lorentz-
transformationen besteht aus 4× 4-dimensionalen Matrizen, die Vektoren
mit vier Raum-Zeit-Komponenten transformieren. Die Matrixgruppe SO(3)
besteht aus 3× 3-dimensionalen Matrizen, die dreidimensionale, im Orts-
raum definierte Vektoren transformieren. Die Elemente der Matrixgruppen
SU(2) und SL(2,C) sind 2× 2-dimensionale Matrizen, die zweidimensionale
Spinoren transformieren. Auch solche Transformationsgruppen betrachten
wir als Darstellungen abstrakter, ausschließlich durch ihre Gruppenstruktur
definierter Gruppen:

abstrakte Gruppe Darstellung
Lorentzgruppe { `} {Λ}

3-D Raumgruppe {
_
` } SO(3)

{
_
B} SU(2)

{B} SL(2,C)
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Die vier genannten Darstellungen sind nur Beispiele für unendlich viele,
denn zu jeder abstrakten Gruppe kann man unendlich viele verschiedene
Darstellungen konstruieren.

Die Lorentzgruppe bezeichnen wir als {`}, ihre Elemente – die einzelnen
Rotationen der Raum-Zeit-Koordinaten – nennen wir `B, `C , `D, . . . (Den
Buchstaben A sparen wir für einen anderen Zweck auf). Um eine Darstellung
der Lorentzgruppe zu konstruieren, betrachten wir einen Vektorraum V
mit Vektoren vj , vk, vl,. . . . Bei der Rotation `B der Raum-Zeit-Koordinaten
wird der Vektor vj ∈ V in ein Element vp ∈ V des gleichen Vektorraums
transformiert:

vj
`B−→ d(`B)vj = vp mit vj , vp ∈ V (5.4)

Die Transformationen d transformieren die Elemente v ∈ V in andere (oder
evtl. auch die gleichen) Elemente v ∈ V . Es handelt sich um invertierbare
Transformationen, denn es gilt ja auch vj = d(`B -1)vp = d-1(`B)vp. Mit
der Hintereinanderschaltung von Transformationen als Verknüpfung, und
mit der identischen Transformation I als Einselement, bildet die Menge D
der Transformationen d eine Gruppe, denn sie erfüllt alle Bedingungen der
Definition (5.1).
Aus (5.4) kann man eine Abbildung

A : {`} −→ D (5.5)

von der Lorentzgruppe auf die Menge D der auf dem Vektorraum V defi-
nierten invertierbaren Transformationen d ablesen:

`B
A−→ d(`B)

wird definiert durch
vj

`B−→ d(`B)vj ∀vj ∈ V
(5.6)

Mit der soeben definierten AbbildungA bildet die GruppeD eine Darstellung
der Lorentzgruppe {`}, denn sie erhält – wie in Definition (5.3) gefordert –
die Gruppenstruktur der Lorentzgruppe:
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∀`B, `C ∈ {`} : d(`C`B) = d(`C)d(`B)

Die Darstellung D kann eine treue Darstellung sein, muss es aber nicht.
Eine Darstellung der Lorentzgruppe, die keine treue Darstellung ist, erhält
man beispielsweise, wenn V ein eindimensionaler Vektorraum ist, der durch
den Basisvektor (1) aufgespannt wird. Dann besteht die Darstellung D nur
aus der einzigen Matrix d = (1), und die Abbildung A bildet sämtliche
Elemente `B, `C , `D, . . . ∈ {`} auf das Element (1) ∈ D ab. Diese Darstellung
ist eindimensional gemäß folgender

Definition: Als Dimension einer Darstellung D wird die
Dimension des Vektorraums V bezeichnet, auf dem die Trans-
formationen d ∈ D definiert sind. Die Dimension des Vektor-
raums V wiederum ist gleich der Anzahl linear unabhängiger
Vektoren v ∈ V , die den Vektorraum aufspannen.

(5.7)

Als Zusammenfassung dieses Abschnitts kann man sagen: Wenn wir heraus-
finden wollen, wie bestimmte mathematische Objekte bei einer Rotation des
Koordinatensystems transformiert werden, dann suchen wir eine Gruppe
von Transformationen, die auf dem Vektorraum dieser mathematischen Ob-
jekte definiert sind und eine Darstellung der Lorentzgruppe bilden. Damit
haben wir die gesuchten Transformationen noch nicht gefunden, sondern
zunächst nur die Fragestellung in veränderter Weise formuliert. Es wird
uns aber unter diesem neuen Blickwinkel leichter gelingen, die gesuchten
Transformationen explizit zu konstruieren.

5.3 Lie-Gruppen

Marius Sophus Lie (1842 - 1899) leistete Pionierarbeit bei der Erforschung
kontinuierlicher Gruppen. Eine Klasse kontinuierlicher Gruppen mit ana-
lytischer Parameter-Mannigfaltigkeit ist seither nach ihm benannt. Auch
die Lorentzgruppe gehört zu den Lie-Gruppen. Eine Lie-Gruppe wird durch
ihre Parameter-Mannigfaltigkeit und durch ihre Lie-Algebra eindeutig defi-
niert. In diesem Abschnitt klären wir diese beiden Begriffe, und spezifizieren
insbesondere die Parameter-Mannigfaltigkeit und die Lie-Algebra der Lo-
rentzgruppe.
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5.3.1 Parameter-Mannigfaltigkeit

Jedes Element einer Lie-Gruppe wird durch k reelle Zahlen Ω = (Ω1, . . . ,Ωk)
parametrisiert. Im konkreten Fall der Lorentzgruppe gibt es sechs reelle
Parameter, nämlich die Drehwinkel Ω10,Ω20,Ω30 in den drei Raum-Zeit
Ebenen 10, 20, 30, und die Drehwinkel Ω23,Ω31,Ω12 in den rein räumlichen
Ebenen 23, 31, 12 der vierdimensionalen Raumzeit. Die k reellen Parameter
beliebiger Lie-Gruppen können als Punkte eines k-dimensionalen Parameter-
Raums betrachtet werden. Jeder Punkt des Parameter-Raums entspricht
einem Parameter-Multiplet, und damit einem bestimmten Element der
Lie-Gruppe. Zwischen den Parameterpunkten besteht eine topologische
Beziehung, denn man kann den Abstand zwischen den Punkten A und B,
die die Parameter-Multiplets ΩA und ΩB repräsentieren, durch

Abstand(A,B) ≡ +
√

(ΩA
1 − ΩB

1 )2 + . . .+ (ΩA
k − ΩB

k )2 (5.8)

definieren. Bei vielen Gruppen definieren mehrere verschiedene Parameter-
Multiplets ein und dasselbe Element der Gruppe. Im Fall der Lorentzgruppe
wird eine Drehung der drei rein räumlichen Koordinatenachsen um einen
bestimmten Winkel Ω bei unveränderter Zeitachse durch die unendlich
vielen verschiedenen Parameter Ω + z · 2πΩ/|Ω| mit beliebiger ganzer Zahl
z ∈ Z definiert. Eine derartige Redundanz gibt es bei den Raum-Zeit-
Drehungen nicht. Im Parameter-Multiplet (Ω10,Ω20,Ω30,Ω23,Ω31,Ω12) der
Lorentzgruppe parametrisieren die ersten drei Komponenten eindeutig genau
ein Element der Lorentzgruppe, aber die letzten drei Komponenten sind
mit 2π periodisch und deshalb unendlich redundant.
Den Ballast unendlich vieler redundanter Parameter möchte man in der

Parameter-Mannigfaltigkeit nicht mitschleppen. Deswegen definiert man,
dass von allen Punkten im Parameterraum, die das gleiche Element der
Gruppe parametrisieren, nur derjenige zur Parameter-Mannigfaltigkeit ge-
hört, der den kleinsten Abstand zum Parameter-Multiplet des Einselements
der Gruppe hat. Damit wird im Fall der Lorentzgruppe die Mannigfaltigkeit
der Parameter Ω23,Ω31,Ω12 eingeschränkt auf eine dreidimensionale Kugel
um den Punkt Ω = (0, 0, 0, 0, 0, 0) mit Radius π. Jede rein räumliche Dre-
hung wird jetzt durch genau einen Punkt in der Parameter-Mannigfaltigkeit
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repräsentiert, mit Ausnahme der Rotationen mit dem Winkel ±πΩ/|Ω|.
Da `(+πΩ/|Ω|) = `(−πΩ/|Ω|) ist, wird jede π-Drehung durch zwei Pa-
rameterpunkte definiert, die sich auf der Oberfläche der Parameterkugel
diametral gegenüber liegen. Es ist üblich, diese Punkte beide zur Parameter-
Mannigfaltigkeit zu rechnen, aber als einen einzigen topologischen Punkt
der Mannigfaltigkeit zu betrachten.

Beiläufig (weil dies Detail in unseren folgenden Betrachtungen keine Rolle
spielt) merken wir an, dass diese Definition der Parameter-Mannigfaltig-
keit auch eine präzisere Definition des Abstands zwischen zwei Punkten
erforderlich macht. Denn was ist beispielsweise der Abstand zwischen dem
topologischen Punkt +0.5πΩ/|Ω| und dem topologischen Punkt ±πΩ/|Ω|
in den drei rein räumlichen Komponenten der Parameter-Mannigfaltigkeit
der Lorentzgruppe ? Ist der Abstand 0.5π oder 1.5π ? Wir definieren, dass
der Abstand zwischen topologischen Punkten immer der kleinste aller in
Frage kommenden Werte ist.
Nach diesen Vorüberlegungen können wir die Definition der Parameter-

Mannigfaltigkeit formulieren:

Definition: Jedes Multiplet der k reellen Parameter einer
Lie-Gruppe wird als Punkt in einem k-dimensionalen Raum
dargestellt. Die Menge dieser Punkte wird als topologische
Parameter-Mannigfaltigkeit der Lie-Gruppe bezeichnet.
Wenn verschiedene Parameter-Multiplets das gleiche Element
der Lie-Gruppe definieren, gehört nur derjenige Punkt zur Para-
meter-Mannigfaltigkeit, der den kleinsten Abstand zum Parame-
ter-Multiplet des Einselements der Gruppe hat. Wenn mehrere
euklidische Punkte dies Kriterium des minimalen Abstands
erfüllen, so gehören sie alle zur Parameter-Mannigfaltigkeit,
werden aber als ein einziger topologischer Punkt betrachtet.

(5.9)

Die Parameter-Mannigfaltigkeit {Ω10,Ω20,Ω30,Ω23,Ω31,Ω12} der Lorentzgrup-
pe ist in den ersten drei Komponenten unendlich ausgedehnt, −∞ ≤ Ωj0 ≤
+∞. In den anderen drei Komponenten ist sie eine Kugel mit dem Radius
π um den Nullpunkt. Jeweils 2 diametral auf der Oberfläche der Kugel
gegenüberliegende euklidische Punkte bilden einen einzigen topologischen
Punkt, weil sie das gleiche Element der Lorentzgruppe parametrisieren.
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5.3.2 Lie-Algebra

Zu den definierenden Eigenschaften von Lie-Gruppen gehört, dass ihre
Parameter-Mannigfaltigkeit analytisch ist. Das bedeutet, dass man ein
Gruppenelement `(Ω), das durch das Parameter-Multiplet Ω definiert wird,
in einer Taylorreihe um das Element `(0) entwickeln kann. Wenn man
infinitesimal kleine Parameter

ωk ≡ lim
n→∞

Ωk

n
mit n ∈ N (5.10)

betrachtet, dann kann man die Reihe nach dem linearen Glied abbrechen:

`INF(ω) = `(0) + ωk
d`(Ω)
dΩk

∣∣∣
Ω=0

= `(0) + i

~
ωkl

k (5.11)

lk ≡ −i~d`(Ω)
dΩk

∣∣∣
Ω=0

(5.12)

Die k Operatoren lk werden als Generatoren der Lie-Gruppe bezeichnet.
Dieser Definition sind wir in (4.8) schon einmal begegnet. Eine endliche
Transformation enthält man dadurch, dass man unendlich viele unendlich
kleine Transformationen hintereinander schaltet:

`(Ω) = lim
n→∞

(
`(0) + i

~

Ωk

n
lk
)n

= exp
{ i
~

Ωkl
k
}

(5.13)

Im Fall der Lorentzgruppe ist es zweckmäßig, die sechs reellen Parameter in
einer schiefsymmetrischen Matrix anzuordnen:

(Ωστ ) =


0 −Ω10 −Ω20 −Ω30

Ω10 0 Ω12 −Ω31

Ω20 −Ω12 0 Ω23

Ω30 Ω31 −Ω23 0

 (5.14)

Den sechs Generatoren l geben wir die gleichen doppelten Indizes, und
ordnen sie ebenfalls in einer schiefsymmetrischen Matrix an:
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(lστ ) =


0 −l10 −l20 −l30

l10 0 l12 −l31

l20 −l12 0 l23

l30 l31 −l23 0

 (5.15)

In der Summe Ωστ l
στ kommt damit jeder Parameter und jeder Generator

doppelt vor, deshalb muss man einen Faktor 1/2 einbauen, wenn man die
Elemente der Lorentzgruppe in der Exponentialform (5.13) schreibt:

`(Ω) = exp
{ i

2~Ωστ l
στ
}

(5.16)

Wir merken an, dass in den Produkten Ωστ l
στ = Ωαβgασgβτ l

στ bei den
Raum-Zeit-Indexkombinationen j0 und 0j ein Faktor -1 auftritt, bei den
Raum-Raum-Indexkombinationen jj aber nicht.
Wenn man Elemente von Lie-Gruppen verknüpft, dann ist eine kleine

Klippe zu umschiffen, denn die naheliegende Vermutung

`(ΩC) ≡ `(ΩB) `(ΩA) = exp
{ i

2~ ΩB
γδ l

γδ
}

exp
{ i

2~ ΩA
αβ l

αβ
}

=?? exp
{ i

2~(ΩB
στ + ΩA

στ ) lστ
}

ist falsch ! (5.17)

Wir haben die kontrahierten Indizes in den Produkten ΩB
γδ l

γδ und ΩA
αβ l

αβ

nach στ umbenannt. Von der Möglichkeit, kontrahierte Indizes umzubenen-
nen, werden wir in den folgenden Ableitungen vielfach Gebrauch machen.
Der Fehler in (5.17) lässt sich am besten verstehen und beheben, wenn man
das infinitesimale Element betrachtet:

`INF(ωC) =(5.11) (`(0) + i

2~ ω
B
γδ l

γδ)(`(0) + i

2~ ω
A
αβ l

αβ) (5.18)

= `(0) + i

2~(ωAστ + ωBστ )lστ − 1
4~2 ω

B
γδ ω

A
αβ l

γδlαβ

Das Produkt ωBωA im letzten Summanden taucht in der Exponentialform
(5.17) nicht auf, und genau das ist der Fehler. Denn ωBωA ist nicht notwendig
O(ω2), sondern kann durchaus auch O(ω) sein. Wenn beispielsweise ωA und
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ωB Drehwinkel um zueinander senkrechte Rotationsachsen sind, dann ist
die resultierende „diagonale“ Gesamtrotation von gleicher Größenordnung
wie die beiden Teilrotationen. Terme mit ωBωA dürfen also – im Gegensatz
zu Termen ωAωA oder ωBωB, die in jedem Fall O(ω2) sind, – nicht von
vornherein vernachlässigt werden.

Es muss deshalb im Exponenten von (5.17) auch ein Term mit ωBωA
auftauchen. Dazu machen wir den Ansatz

ωCστ = ωBστ + ωAστ + 1
2 ω

B
γδ

1
2 ω

A
αβ

i

~
fγδαβστ (5.19)

mit zunächst unbekannten Strukturkonstanten fγδαβστ . Die beiden Faktoren
1
2 setzen wir wieder ein, weil ja bei der Summation über γ, δ, α, β jeder der
sechs Parameter ωB und jeder der sechs Parameter ωA doppelt auftaucht.
Anmerkung: Mathematisch orientierte Autoren definieren – anders als wir –
den Generator (5.12) ohne den Faktor ~. Folgerichtig klammern sie dann
– wieder anders als wir – im Ansatz (5.19) keinen Faktor 1/~ aus den
Strukturkonstanten aus.
Ein infinitesimales Element `INF(ω) der Lorentzgruppe entsteht aus der

Taylorentwicklung um das Element `(0), wobei nur diejenigen Reihenglieder
beibehalten werden, die im reellen Parameter ω linear sind. Im Fall von
`CINF muss man die Reihe bis zum quadratischen Glied entwickeln, denn mit
unserem Ansatz sind in ωC 2 Terme der Art ωB ωA enthalten, die O(ω) sein
können:

`INF(ωC) = `(0) + i

2~ ω
C
στ l

στ − 1
8~2 ω

C
στ ω

C
µν l

στ lµν

= `(0) + i

2~(ωBστ + ωAστ + ωBγδ ω
A
αβ

i

4~f
γδαβ

στ )lστ

− 1
8~2 (ωBστ ωAµν + ωAστ ω

B
µν)lστ lµν (5.20)

Terme, die ωB 2 oder ωA 2 enthalten, sind natürlich immer O(ω2), so dass
wir sie vernachlässigen durften. Aus dem gleichen Grund reicht bei `AINF und
`BINF – anders als bei `CINF – die Entwicklung bis zum linearen Reihenglied
aus.

Der Faktor ωBγδ ωAαβ lγδlαβ im letzten Summanden von (5.18) lässt sich
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folgendermaßen umformen:

ωBγδ ω
A
αβ l

γδlαβ = 1
2
(
ωBγδ ω

A
αβ l

γδlαβ + ωBγδ ω
A
αβ l

γδlαβ−

− ωBγδ ωAαβ lαβlγδ + ωBγδ ω
A
αβ l

αβlγδ
)

=

= 1
2
(
ωBγδ ω

A
αβ [lγδlαβ, lαβlγδ] + (ωBγδ ωAαβ + ωBαβ ω

A
γδ )lγδlαβ

)
(5.21)

Das wird in den letzten Summanden von (5.18) eingesetzt:

`INF(ωC) = `(0) + i

2~(ωAστ + ωBστ )lστ−

− 1
8~2

(
ωBγδ ω

A
αβ [lγδlαβ, lαβlγδ] + (ωBγδ ωAαβ + ωBαβ ω

A
γδ )lγδlαβ

)
(5.22)

Dies Ergebnis ist mit (5.20) genau dann verträglich, wenn

[lγδlαβ, lαβlγδ] = fγδαβστ l
στ (5.23a)

ist. Damit können wir jetzt (5.17) korrekt schreiben, indem wir ΩC = (5.19)
einsetzen:

`(ΩB)`(ΩA) = exp
{ i

2~ ΩB
βγ l

βγ
}

exp
{ i

2~ ΩA
αβ l

αβ
}

= exp
{ i

2~(ΩB
στ + ΩA

στ + ΩB
γδΩA

αβ
i

4~f
γδαβ

στ )lστ
}

= `(ΩB + ΩA + ΩB
γδΩA

αβ
i

4~f
γδαβ)

mit fγδαβστ bzw. fγδαβ ≡ (fγδαβστ ) gemäß (5.23a)

(5.23b)

In dieser Gleichung taucht das Produkt ΩBΩA mit dem Gewicht auf – d.h.
es wird in dem Maß als linear in Ω betrachtet – , wie sich der Kommutator
der entsprechenden Generatoren von Null unterscheidet. In den Kommu-
tatoren, bzw. in den aus den Kommutatoren gemäß (5.23a) berechneten
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Strukturkonstanten f , steckt also die Information über die strukturellen
Eigenschaften einer Lie-Gruppe.
(5.23) ist das fundamentale Gleichungssystem der Lie-Algebra. Wir haben

bei seiner Herleitung an keiner Stelle von den besonderen Eigenschaften der
Lorentzgruppe Gebrauch gemacht, es gilt deshalb allgemein für beliebige
Lie-Gruppen.

Für die Lorentzgruppe { `} legen wir die Strukturkonstanten per Definition
folgendermaßen fest:

Strukturkonstanten der Lorentzgruppe:
fαβγδστ ≡ i~(gβγgασgδτ − gβδgασgγτ

− gαγgβσgδτ + gαδgβσg
γ
τ )

(5.24a)

Damit ist die

Lie-Algebra der Lorentzgruppe:
[lαβ, lγδ] = fαβγδστ l

στ

= i~(gβγlαδ − gβδlαγ − gαγlβδ + gαδlβγ)
(5.24b)

Natürlich fällt diese ziemlich komplizierte Definition nicht einfach vom
Himmel. Tatsächlich handelt es sich bei (5.24) um die Lie-Algebra der
Lorentztransformationen {Λ}. Also ist es nicht erstaunlich wenn wir in
Abschnitt 5.5 feststellen werden, dass die Lorentztransformationen die Lie-
Algebra der Lorentzgruppe haben. Wir wollen aber an unserer systemati-
schen Sichtweise festhalten, die konsequent zwischen abstrakten Gruppen
und ihren Darstellungen unterscheidet. Deshalb legen wir (5.24) als Lie-
Algebra der abstrakten Lorentzgruppe per Definition – ohne Bezug auf
irgendeine Darstellung – fest.
Jede Darstellung D der Lorentzgruppe mit Elementen d ∈ D muss nach

(5.3) die Gruppenstruktur erhalten, also homomorph zur Lorentzgruppe { `}
sein:
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∀`(ΩA), `(ΩB) ∈ {`} :

d
(
`(ΩB)

)
d
(
`(ΩA)

)
= d

(
`(ΩB)`(ΩA)

)
=

(5.23b)= d
(
`(ΩB + ΩA + ΩB

γδΩA
αβ

i

4~f
γδαβ)

)
mit fγδαβ ≡ (fγδαβστ ) gemäß (5.24a) (5.25)

Da wir die Abbildung { `} → D anhand der reellen Parameter Ω in der
Form `(ΩB)→ d(ΩB) definieren, können wir übersichtlicher auch schreiben:

∀ΩA,ΩB ∈ der Parameter-Mannigfaltigkeit von {`} :

d(ΩB)d(ΩA) = d(ΩB + ΩA + ΩB
γδΩA

αβ
i

4~f
γδαβ)

mit fγδαβ ≡ (fγδαβστ ) gemäß (5.24a) (5.26)

In Worten:

Satz: Eine Transformationsgruppe D ist genau dann eine
Darstellung der Lorentzgruppe, wenn es eine eindeutige Ab-
bildung {`} → D gibt, und wenn D die gleiche Lie-Algebra
wie die Lorentzgruppe hat.

(5.27)

In diesem Satz wird die Bedingung von Definition (5.3), dass eine Darstellung
die Gruppenstruktur erhalten muss, ersetzt durch die Bedingung, dass
die Darstellung die gleiche Lie-Algebra wie die Gruppe haben muss. Weil
der Beweis der Strukturerhaltung für Gruppen mit überabzählbar vielen
Elementen ziemlich schwierig wäre, wird sich dieser Satz als höchst nützlich
erweisen zur Identifikation von Darstellungen der Lorentzgruppe.

5.4 Eine unendlich-dimensionale Darstellung

Die Elemente `(ΩB) der Lorentzgruppe {`} sind die Koordinatendrehungen
um einen bestimmten Winkel ΩB, wobei durch den schiefsymmetrischen
Tensor ΩB alle sechs Parameter der Drehung festgelegt werden. In Abschnitt
4.3 haben wir – ohne das Wort „Darstellung“ in den Mund zu nehmen – eine
Darstellung {R} der Lorentzgruppe beschrieben, deren Basis ein skalares
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Feld φ(x) ist:

R(ΩB)φ(x) (4.64)= exp
{
− i

2~ ΩB
στ J

στ
}
φ(x) (5.28)

Um nachzuweisen, dass die Gruppe der Transformationen {R} tatsächlich
eine Darstellung von {`} ist müssen wir gemäß (5.27) prüfen, ob es erstens
eine eindeutige Abbildung {`} → {R} gibt, und ob zweitens die Gruppe
{R} die gleiche Lie-Algebra wie die Lorentzgruppe {`} hat.

Das erste Kriterium ist erfüllt, denn die Elemente von {R} werden durch
die gleichen sechs Parameter Ω festgelegt wie die Elemente von {`}. Dadurch
ist die Abbildung `(Ω)↔ R(Ω) zwischen den Elementen beider Gruppen
sogar eineindeutig, sodass {R}, falls auch das zweite Kriterium erfüllt wird,
sogar eine treue Darstellung der Lorentzgruppe ist.
Zur Prüfung des zweiten Kriteriums berechnen wir die Kommutatoren

der Generatoren von {R}, also der Drehimpulsoperatoren:

[Jαβ, Jγδ] (4.58)= (i~)2
(
(xαgβµ − xβgαµ)dµ(xγgδκ − xδgγκ)dκ

− (xγgδκ − xδgγκ)dκ(xαgβµ − xβgαµ)dµ
)

= (i~)2
(
(xαgβγgδκ − xαgβδgγκ − xβgαγgδκ + xβgαδgγκ)dκ

− (xγgδαgβµ − xγgδβgαµ − xδgγαgβµ + xδgγβgαµ)dµ
)

= (i~)2
(
gβγ(xαgδµ − xδgαµ)dµ − gβδ(xαgγµ − xγgαµ)dµ

− gαγ(xβgδµ − xδgβµ)dµ + gαδ(xβgγµ − xγgβµ)dµ
)

= i~(gβγJαδ − gβδJαγ − gαγJβδ + gαδJβγ) (5.29)

Das stimmt mit (5.24b) überein. Also ist {R} eine treue Darstellung der
Lorentzgruppe.
Die Darstellung {R} ist überabzählbar unendlichdimensional. Denn ihr

Generator J enthält Differentialoperatoren, die φ(x) nicht nur am Punkt x,
sondern auch in einer infinitesimal kleinen Umgebung um diesen Raumzeit-
punkt herum abtasten. Diese infinitesimale Umgebung enthält unendlich
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viele Raumzeitpunkte, und die Gesamtheit aller φ(x) an diesen unendlich
vielen Raumzeitpunkten spannt den Vektorraum auf, auf dem die Transfor-
mationen {R} definiert sind.
Im Anschluss an die Definition (5.3) von Darstellungen haben wir er-

wähnt, dass manche Autoren nur Gruppen von n×n-dimensionalen Matrizen
(mit möglicherweise n =∞) als Darstellung anerkennen. Die Gruppe der
Transformationen {R} wäre nach ihrem Verständnis keine Darstellung der
Lorentzgruppe. Wir halten an der Definition fest, nach der Darstellungen
Gruppen von Transformationen, aber nicht unbedingt Gruppen von Matrix-
transformationen sein müssen. Die überabzählbar unendlichdimensionale
Darstellung {R} der Lorentzgruppe ist genauso „gut“ und wichtig wie die
Matrixdarstellungen, die wir im Folgenden kennenlernen werden.

5.5 Eine vierdimensionale Darstellung

Wir wollen jetzt die Lorentztransformationen {Λ} als vierdimensionale
Darstellung der Lorentzgruppe {`} konstruieren.

5.5.1 Generatoren

Als Basis der gesuchten Darstellung verwenden wir Vierervektoren (Pµ),
und machen für eine infinitesimale Lorentztransformation ΛINF den Ansatz

P ′µ = ΛINF
µ
νP

ν = (gµν − ωµν)P ν (5.30)

mit infinitesimal kleinem Winkel ωµν . Wir haben ωµν von vornherein mit
negativem Vorzeichen angesetzt, weil wir ja eine passive Drehung beschrei-
ben wollen, und eine Drehung der Koordinaten um einen positiven Winkel
einer Drehung der Vektoren P um einen negativen Winkel entspricht. Es ist
die zentrale Aussage der Relativitätstheorie, dass das Quadrat der Vierer-
vektoren bei der Transformation erhalten bleibt:
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PνP
ν = P ′µP

′µ = P ′σgσµP
′µ = (gστ − ωστ )P τgσµ(gµν − ωµν)P ν

= gστP
τgσµg

µ
νP

ν − gστP τgσµωµνP ν − ωστP τgσµgµνP ν +O(ω2)
= PνP

ν − P τωτ νP ν − ωντP τP ν

=⇒ ωτ ν = −ωντ (5.31)

Es ist nützlich, die Schiefsymmetrie der Winkelmatrix ωτ ν im Ansatz von
ΛINF explizit sichtbar zu machen:

ΛINF
µ
ν = gµν − ωµν = gµν − gµκωκν

= gµν − gµκ
1
2ωστ (gσκgτ ν − gτ κgσν)

= gµν + i

2~ωστ i~(g
σµgτ ν − gτ µgσν)

= gµν + i

2~ωστB
στ µ

ν (5.32)

Dabei haben wir

Bστµ
ν ≡ i~(gσµgτ ν − gτ µgσν) (5.33)

als Generator der Lorentztransformation definiert. (5.32) enthält die 4× 4-
dimensionalen Matrizen (ΛINF

µ
ν) und (gµν) mit Zeilenindex µ und Spaltenin-

dex ν. Deshalb betrachten wir auch den vierfach indizierten Tensor (Bστµ
ν)

als 4× 4 Matrix mit Zeilenindex µ, Spaltenindex ν, und dem „Namen“ στ .
Die infinitesimale Lorentztransformation ist

(ΛINF
µ
ν) ≡ (gµν) + i

2~ ωστ (Bστµ
ν) . (5.34)

Durch Hintereinanderschaltung unendlich vieler infinitesimal kleiner Trans-
formationen erhält man die endliche Lorentztransformation

(Λµν) ≡ exp
{ i

2~ Ωστ (Bστµ
ν)
}

. (5.35)
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Die Gruppe {Λ} der Lorentztransformationen ist genau dann eine Darstel-
lung der Lorentzgruppe, wenn es erstens eine eindeutige Abbildung von der
Lorentzgruppe {`} auf die Gruppe {Λ} gibt, und wenn zweitens die Lie-
Algebra der Gruppe {Λ} mit der Lie-Algebra der Lorentzgruppe identisch
ist. Punkt eins ist offensichtlich erfüllt, da wir beide Gruppen durch die
gleiche Winkelmatrix Ω parametrisieren. Zur Prüfung von Punkt zwei sind
die Vertauschungsrelationen der Generatoren Bστ zu untersuchen.

[Bαβ, Bγδ]µν = Bαβµ
κB

γδκ
ν −Bγδµ

κB
αβκ

ν

=(5.33) (i~)2
(
(gαµgβκ − gβµgακ)(gγκgδν − gδκgγν)

− (gγµgδκ − gδµgγκ)(gακgβν − gβκgαν)
)

= (i~)2
(
gαµgβγgδν − gαµgβδgγν − gβµgαγgδν + gβµgαδgγν

− gγµgδαgβν + gγµgδβgαν + gδµgγαgβν − gδµgγβgαν
)

= (i~)2
(
gβγ(gαµgδν − gδµgαν)− gβδ(gαµgγν − gγµgαν)

− gαγ(gβµgδν − gδµgβν) + gαδ(gβµgγν − gγµgβν)
)

=(5.33)
i~(gβγBαδ − gβδBαγ − gαγBβδ + gαδBβγ)µν (5.36)

Diese Vertauschungsrelationen stimmen mit (5.24b) überein.
Die Gruppe {Λ} der Lorentztransformationen ist eine vierdimensionale

(treue) Darstellung der Lorentzgruppe, denn die Lorentztransformationen
sind auf der Basis der Vektoren (Pµ) definiert, die einen vierdimensionalen
Vektorraum aufspannen.

Die von Bk0 generierten Transformationen bei Koordinatendrehungen in
den Ebenen 10, 20, 30 der vierdimensionalen Raumzeit werden als passiver
„Lorentzboost“ in k-Richtung bezeichnet. Für die Transformationen bei rein
räumlichen Koordinatendrehungen in den Ebenen 23, 31, 12 gibt es keinen
besonderen Namen. Mithilfe der Definition

Bστµ
ν
(5.33)
≡ i~(gσµgτ ν − gτµgσν) (5.37)
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lassen sich die Generatoren der sechs linear unabhängigen Transformationen
leicht berechnen:

Boost entlang der x1-Achse:

K1 ≡ B10 = (B10µ
ν) = −B01 = −i~


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (5.38a)

Boost entlang der x2-Achse:

K2 ≡ B20 = (B20µ
ν) = −B02 = −i~


0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

 (5.38b)

Boost entlang der x3-Achse:

K3 ≡ B30 = (B30µ
ν) = −B03 = −i~


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 (5.38c)

Drehung in der x2-x3-Ebene:

L1 ≡ B23 = (B23µ
ν) = −B32 = −i~


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0

 (5.38d)

Drehung in der x3-x1-Ebene:

L2 ≡ B31 = (B31µ
ν) = −B13 = −i~


0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 0 0
0 1 0 0

 (5.38e)

Drehung in der x1-x2-Ebene:

L3 ≡ B12 = (B12µ
ν) = −B21 = −i~


0 0 0 0
0 0 1 0
0 −1 0 0
0 0 0 0

 (5.38f)

Die Generatoren Bjk der rein räumlichen Drehungen sind hermitesche Ope-
ratoren (sie sind identisch mit den transponierten konjugiert-komplexen
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Operatoren), die Generatoren Bk0 der Boosts sind es nicht. Nur die Gene-
ratoren Bjk der räumlichen Drehungen, aber nicht die Generatoren Bk0 der
Boosts repräsentieren im Formalismus der Quantentheorie beobachtbare
Größen, denn nur hermitesche Operatoren haben reelle Eigenwerte.

5.5.2 Lorentztransformationen

Um die endlichen Lorentztransformationen explizit anzugeben, verwenden
wir die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion:

(Λµν) =(5.35) exp
{ i

2~ Ωστ (Bστµ
ν)
}

(5.39)

=
∞∑

n=0,1,2,...

1
n!
( i

2~ Ωστ (Bστµ
ν)
)n

(5.40)

Bei einer Koordinatendrehung in der 10-Ebene ist Ω10 = −Ω01 , 0, Ωστ = 0
für 10 , στ , 01, sowie Ω10 = gα1gβ0Ωαβ = −Ω10, und es gilt:

( i
2~ Ωστ (Bστµ

ν)
)n (5.38a)= (−Ω10)n


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 für
n = 1, 3, 5, . . .

( i
2~ Ωστ (Bστµ

ν)
)n (5.38a)= (−Ω10)n


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 für
n = 2, 4, 6, . . .

1
0!
( i

2~ Ωστ (Bστµ
ν)
)0

=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (5.41)

Also ist die Lorentztransformation einer Koordinatendrehung um den Winkel
Ω10 in der 10-Ebene
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Λ (5.40)=


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

+


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ·
∞∑

n=0,2,4,...

1
n!Ω

10n

−


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ·
∞∑

n=1,3,5,...

1
n!Ω

10n .

Dies sind die Reihenentwicklungen der Hyperbelfunktionen cosh und sinh,
d.h. man erhält die Lorentztransformation für den

Boost 10 :
Λ =


cosh Ω10 − sinh Ω10 0 0
− sinh Ω10 cosh Ω10 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 (5.42a)

Die Lorentztransformationen von Boosts in den anderen Raumrichtungen
werden völlig analog konstruiert:

Boost 20 :
Λ =


cosh Ω20 0 − sinh Ω20 0

0 1 0 0
− sinh Ω20 0 cosh Ω20 0

0 0 0 1

 (5.42b)

Boost 30 :
Λ =


cosh Ω30 0 0 − sinh Ω30

0 1 0 0
0 0 1 0

− sinh Ω30 0 0 cosh Ω30

 (5.42c)

Boosts in beliebiger Richtung beschreibt man durch entsprechende Kombina-
tionen von (5.42). Der Drehwinkel Ωk0 wird bei Boosts als Rapidität bezeich-
net. Um einen Boost eindeutig zu bestimmen, sind drei linear unabhängige
reelle Parameter – nämlich die Rapiditäten Ω10,Ω20,Ω30 – festzulegen.

Der Boost 10 ist die Transformation eines Vektors von einem Bezugssystem
in ein zweites mit parallelen Achsenrichtungen, dessen Nullpunkt sich mit
der Geschwindigkeit v entlang der x1-Achse des ersten Systems bewegt. Der
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Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeit v und der Rapidität Ω10 ist

tanh Ω10 = v/c . (5.43)

Es gilt tanh Ω10 → 1 für Ω10 → +∞, und tanh Ω10 → −1 für Ω10 → −∞.
Die Wertebereiche von Ω10 und von v/c sind also −∞ ≤ Ω10 ≤ +∞ und
−1 ≤ v/c ≤ +1 .
Mit der Eigenschaft der Hyperbelfunktionen

cosh Ω =
√

1
1− tanh2Ω

(5.44)

und der Definition

γ ≡
√

1
1− (v/c)2 (5.45)

lässt sich der Lorentzboost auch schreiben als

Λ


ct
x
y
z

 (5.42a)=


γ −γv/c 0 0

−γv/c γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



ct
x
y
z

 =


γ(ct− vx/c)
γ(x− vt)

y
z

 .

(5.46)

Obwohl diese Form vielleicht aus dem Grundstudium geläufiger ist, ist es
zweckmäßiger den Boost durch die Rapidität statt durch die Geschwindigkeit
zu parametrisieren. Denn die Rapidität, aber nicht die Geschwindigkeit, ist
additiv bei Hintereinanderschaltung mehrerer Transformationen.

Die inversen Transformationen Λ-1 der Lorentzboosts findet man, indem
man die Rapidität durch die negative Rapidität ersetzt. Für den Boost
entlang der x1-Achse gilt
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Λ-1 =


cosh Ω10 sinh Ω10 0 0
sinh Ω10 cosh Ω10 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 , Λ∼ (5.47)

∼ bezeichnet die transponierte Matrix. Der Lorentzboost ist keine orthogo-
nale Transformation, denn die inverse Transformation ist nicht gleich der
transponierten ! Wir hatten bereits festgestellt, dass die Generatoren der
Boosts nicht hermitesch sind, das pflanzt sich in die Nicht-Orthogonalität
der Transformationen fort.
Als nächstes betrachten wir die Transformation von Vektoren bei rein

räumlicher Rotation des Koordinatensystems um den Winkel Ω12 in der 12-
Ebene.

( i
2~ Ωστ (Bστµ

ν)
)n (5.38f)= Ω12

n


0 0 0 0
0 0 1 0
0 −1 0 0
0 0 0 0


∣∣∣∣für n =
1, 5, 9, 13, . . . (5.48)

( i
2~ Ωστ (Bστµ

ν)
)n (5.38f)= Ω12

n


0 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 0


∣∣∣∣für n =
2, 6, 10, 14, . . . (5.49)

( i
2~ Ωστ (Bστµ

ν)
)n (5.38f)= Ω12

n


0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0


∣∣∣∣für n =
3, 7, 11, 15, . . . (5.50)

( i
2~ Ωστ (Bστµ

ν)
)n (5.38f)= Ω12

n


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0


∣∣∣∣für n =
4, 8, 12, 16, . . . (5.51)

1
0!
( i

2~ Ωστ (Bστµ
ν)
)0

=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (5.52)
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Demnach ist die Lorentztransformation bei einer Koordinatendrehung in
der 12-Ebene:

Λ (5.40)=


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

+

+


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 ·
∞∑

n=0,4,8,12,...

( 1
n!Ω12

n − 1
(n+ 2)!Ω12

n+2
)

+


0 0 0 0
0 0 1 0
0 −1 0 0
0 0 0 0

 ·
∞∑

n=1,5,9,13,...

( 1
n!Ω12

n − 1
(n+ 2)!Ω12

n+2
)

(5.53)

Dies sind die Reihenentwicklungen der Winkelfunktionen cos und sin. Also ist
– unter Beachtung von Ω12 = g1αg2βΩαβ = +Ω12 – die Lorentztransformation
einer

Drehung 12 :
Λ =


1 0 0 0
0 cos Ω12 sin Ω12 0
0 − sin Ω12 cos Ω12 0
0 0 0 1

 (5.54a)

Die Lorentztransformationen bei Koordinatendrehungen in den Ebenen 23
und 31 ergeben sich auf gleiche Weise:

Drehung 23 :
Λ =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cos Ω23 sin Ω23

0 0 − sin Ω23 cos Ω23

 (5.54b)
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Drehung 31 :
Λ =


1 0 0 0
0 cos Ω31 0 − sin Ω31

0 0 1 0
0 sin Ω31 0 cos Ω31

 (5.54c)

Die inversen Transformationen Λ-1 der räumlichen Drehungen findet man,
indem man die Drehwinkel durch die negativen Drehwinkel ersetzt:

Λ-1 =


1 0 0 0
0 cos Ω12 − sin Ω12 0
0 sin Ω12 cos Ω12 0
0 0 0 1

 = Λ∼ . (5.55)

Die Lorentztransformationen bei rein räumlichen Koordinatendrehungen
sind orthogonal, denn die inversen Transformationen sind gleich den trans-
ponierten. Eine beliebige räumliche Drehung wird durch Angabe von drei
reellen Parametern – nämlich den Winkeln Ω23, Ω31, Ω12 – eindeutig be-
stimmt.

Insgesamt sechs linear unabhängige reelle Parameter, je drei für die Boosts
und drei für die räumlichen Drehungen, legen eine beliebige Rotation der
vierdimensionalen Raumzeitkoordinaten eindeutig fest.

Ohne Beweis zitieren wir folgenden Satz aus der Darstellungstheorie der
Lie-Gruppen:

Satz: Wenn die Parameter-Mannigfaltigkeit einer Lie-Grup-
pe nicht kompakt ist, dann hat sie keine endlich-dimensionale
unitäre Darstellung.

(5.56)

Kompakt bedeutet beschränkt und abgeschlossen. Die Parameter der Boost-
Transformationen, d.h. die Rapiditäten, sind nicht beschränkt, sondern
können jeden Wert im Bereich −∞ ≤ Ωj0 ≤ +∞ annehmen. Also kön-
nen wir zufolge des Satzes nicht hoffen eine vierdimensionale Darstellung
der Lorentzgruppe zu finden, deren sämtliche Elemente unitäre Transfor-
mationen sind. Eine Transformation T ist unitär, wenn ihre adjungierte
(= transponierte konjugiert-komplexe) Transformation gleich ihrer inversen
Transformation ist:
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T ist unitär ⇐⇒ TT † = I (5.57)
mit T † = T ∗∼ , I = Identische Transformation

Orthogonale Transformationen sind die reelle Untermenge der unitären
Transformationen. Die Boost-Transformationen (5.42) sind weder orthogonal
noch unitär, die rein räumlichen Drehungen (5.54) sind orthogonal und
deshalb erst recht unitär. Ob Transformationen unitär oder nicht unitär
sind, hängt damit zusammen ob ihre Generatoren hermitesch oder nicht
hermitesch sind. Dazu betrachten wir die Exponentialform einer beliebigen
Transformation:

T ≡ exp
{ i
~
Wk γ

k
}
ist unitär ⇐⇒

⇐⇒ TT † = exp
{ i
~
Wk γ

k
}

exp
{
− i

~
Wk γ

k†
}

= exp
{ i
~
Wk

(
γk − γk†

)}
= I ⇐⇒

⇐⇒ γk = γk† mit I=Identische Transformation (5.58)

Man kann diese Gleichung in beiden Richtungen lesen: Eine Transformation
ist zwangsläufig unitär, wenn ihr Generator hermitesch (= selbstadjungiert)
ist. Wenn eine Transformation unitär ist, so ist ihr Generator zwangsläufig
hermitesch. Es ist also kein Zufall, dass die Boost-Transformationen nicht
unitär sind, denn ihre Generatoren sind nicht hermitesch. Dagegen sind
die rein räumlichen Drehungen aufgrund ihrer hermiteschen Generatoren
unitär, – in diesem Fall sogar orthogonal.

Tatsächlich hat eine Untergruppe der Lorentzgruppe – nämlich die Gruppe
der Koordinatendrehungen des dreidimensionalen Ortsraums – orthogonale
Darstellungen, die wir in Abschnitt 6.1.1 untersuchen werden.

Achtung: Die systematischen Namen von Matrixgruppen sind auf Seite 125
zusammengestellt. Die Gruppe der 4× 4-Matrizen der Lorentztransformati-
onen hat in dieser Systematik den Namen SO(3,1). Das O in diesem Namen
bedeutet orthogonal. Haben wir nicht gerade festgestellt, dass zumindest
ein Teil der Lorentztransformationen nicht orthogonal ist? Immerhin wird
der Name in der Tabelle schon auf „pseudo-orthogonal“ eingeschränkt. Die
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Erklärung liegt in unterschiedlichen Definitionen. Unsere Definition des
Begriffs orthogonal bezeichnet eine Eigenschaft der Transformation, die dem
Namen SO(3,1) zugrunde liegende Definition bezeichnet eine Eigenschaft
des Skalarprodukts:

Im dreidimensionalen Ortsraum der Newton’schen Physik ist das Skalar-
produkt (a, b) zweier Vektoren a =

( ax
ay
az

)
und b =

(
bx
by
bz

)
definiert durch

(a, b) ≡ a∼b =
(
ax ay az

)bxby
bz

 = axbx + ayby + azbz . (5.59)

Unter orthogonalen Transformationen O ist dies Skalarprodukt invariant:

(Oa, Ob) = (Oa)∼Ob = a∼O∼Ob = a∼O-1Ob = a∼b (5.60)

Im Hilbertraum der Zustandsvektoren |u〉, |v〉 der Quantentheorie ist ein
Skalarprodukt definiert, das invariant unter unitären Transformationen U
ist:

(|Uu〉, |Uv〉) ≡ 〈Uu|Uv〉 = 〈u|U †Uv〉 = 〈u|U -1Uv〉 = 〈u|v〉 (5.61)

Im vierdimensionalen Zeit-Orts-Raum der Speziellen Relativitätstheorie ist
das Skalarprodukt (a, b) zweier Vektoren a und b definiert durch

(a, b) ≡ a∼gb =
(
a0 a1 a2 a3

)
1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1



b0

b1

b2

b3

 =

= a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3 (5.62)

mit dem metrischen Tensor g. Dies Skalarprodukt ist invariant unter Lo-
rentztransformationen:

(Λa,Λb) = (Λa)∼gΛb = a∼Λ∼gΛb = a∼gb (5.63)
wegen Λ∼gΛ = g bzw. g-1Λ∼g = Λ-1
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„Richtig“ orthogonal wären die Lorentztransformationen unter der Bedin-
gung Λ∼ = Λ-1. „Pseudo-orthogonal“ sind sie unter der Bedingung g-1Λ∼g =
Λ-1. Letztere Bedingung ist tatsächlich erfüllt. Denn die Multiplikation von
links mit g-1 = g multipliziert die drei unteren Zeilen von Λ∼ mit -1, die
Multiplikation von rechts mit g multipliziert die drei rechten Spalten von
Λ∼ mit -1. Insgesamt bleiben die Parameter der räumlichen Drehungen un-
verändert, aber die Boost-Parameter werden mit -1 multipliziert. In diesem
Sinn sind alle sechs linear unabhängigen Lorentztransformationen pseudo-
orthogonal (oder orthogonal), was den Namen SO(3,1) der Matrixgruppe
begründet.

5.5.3 Einfache Indizes

Bisher haben wir die 6 reellen Parameter und die 6 Generatoren der Lo-
rentzgruppe und ihrer Darstellungen mit doppelten Indizes versehen und in
schiefsymmetrischen 4× 4-dimensionalen Matrizen angeordnet, siehe (5.14)
und (5.15). Diese Schreibweise ist häufig sehr nützlich und elegant, aber
nicht immer. Besonders bei den Lorentztransformationen ist manchmal eine
Schreibweise zweckmäßiger, die nur einfach indiziert ist, aber dafür den
Unterschied zwischen Boost- und Rotationsparametern bzw. Boost- und
Rotationsgeneratoren deutlicher hervorhebt:

(Ωστ ) =


0 −η1 −η2 −η3

η1 0 θ3 −θ2

η2 −θ3 0 θ1

η3 θ2 −θ1 0

 (5.64a)

(Bστ ) =


0 −K1 −K2 −K3

K1 0 L3 −L2

K2 −L3 0 L1

K3 L2 −L1 0

 (5.64b)

Wegen
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1
2 Ωστ B

στ = 1
2
(

Ωj0B
j0 + Ω23B

23 + Ω31B
31 + Ω12B

12+

+ Ω0j B
0j + Ω32B

32 + Ω13B
13 + Ω21B

21
)

= ηjK
j + ΘjL

j (5.65)

ist die Lorentztransformation in dieser Schreibweise

(Λµν) =(5.35) exp
{ i

2~ Ωστ (Bστµ
ν)
}

= exp
{ i
~

(ηjKj + ΘjL
j)
}

. (5.66)

Wir führen den total antisymmetrischen Tensor

εjkl


= 1 bei gerader Permutation von jkl
= −1 bei ungerader Permutation von jkl
= 0 wenn zwei der Indizes jkl identisch sind

(5.67)

ein, und merken an, dass

ηj = Ωj0 = gjαg0βΩαβ = −Ωj0 = −ηj (5.68a)
Θj = εjklΩkl = εjklgkαglβΩαβ = +εjklΩkl = +Θj (5.68b)
Kj = Ωj0 = gjαg0βΩαβ = −Ωj0 = −Kj (5.68c)
Lj = εjklΩkl = εjklgkαglβΩαβ = +εjklΩkl = +Lj (5.68d)

ist. D.h. η und K sind Vektoren, aber Θ und L sind Pseudovektoren.

5.5.4 Kommutatoren

Wir haben festgestellt, dass die Lorentztransformationen mit den sechs
Generatoren
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Generator Was generiert er ?
K1 = B10 Boost in Richtung x1

K2 = B20 Boost in Richtung x2

K3 = B30 Boost in Richtung x3

L1 = B23 Drehung in Ebene x2x3

L2 = B31 Drehung in Ebene x3x1

L3 = B12 Drehung in Ebene x1x2

(5.69)

die gleiche Lie-Algebra wie die Lorentzgruppe haben:

[Bαβ, Bγδ] (5.36)= i~(gβγBαδ − gβδBαγ − gαγBβδ + gαδBβγ)

Jetzt wollen wir sämtliche Kommutatoren explizit angeben. Bei 6 Generato-
ren sind 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 15 Kommutatoren zu berechnen:

[B10, B20] = [K1,K2] = i~(g02B10 − g00B12 − g12B00 + g10B02)
= − i~B12 = −i~L3 (5.70a)

[B20, B30] = [K2,K3] = i~(g03B20 − g00B23 − g23B00 + g20B03)
= − i~B23 = −i~L1 (5.70b)

[B30, B10] = [K3,K1] = i~(g01B30 − g00B31 − g31B00 + g30B01)
= − i~B31 = −i~L2 (5.70c)

[B10, B23] = [K1, L1] = i~(g02B13 − g03B12 − g12B03 + g13B02)
= 0 (5.70d)

[B20, B31] = [K2, L2] = i~(g03B21 − g01B23 − g23B01 + g21B03)
= 0 (5.70e)
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[B30, B12] = [K3, L3] = i~(g01B32 − g02B31 − g31B02 + g32B01)
= 0 (5.70f)

[B10, B31] = [K1, L2] = i~(g03B11 − g01B13 − g13B01 + g11B03)
= + i~B30 = +i~K3 (5.70g)

[B20, B12] = [K2, L3] = i~(g01B22 − g02B21 − g21B02 + g22B01)
= + i~B10 = +i~K1 (5.70h)

[B30, B23] = [K3, L1] = i~(g02B33 − g03B32 − g32B03 + g33B02)
= + i~B20 = +i~K2 (5.70i)

[B23, B20] = [L1,K2] = i~(g32B20 − g30B22 − g22B30 + g20B32)
= + i~B30 = +i~K3 (5.70j)

[B31, B30] = [L2,K3] = i~(g13B30 − g10B33 − g33B10 + g30B13)
= + i~B10 = +i~K1 (5.70k)

[B12, B10] = [L3,K1] = i~(g21B10 − g20B11 − g11B20 + g10B21)
= + i~B20 = +i~K2 (5.70l)

[B23, B31] = [L1, L2] = i~(g33B21 − g31B23 − g23B31 + g21B33)
= + i~B12 = +i~L3 (5.70m)

[B31, B12] = [L2, L3] = i~(g11B32 − g12B31 − g31B12 + g32B11)
= + i~B23 = +i~L1 (5.70n)
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[B12, B23] = [L3, L1] = i~(g22B13 − g23B12 − g12B23 + g13B22)

= + i~B31 = +i~L2 (5.70o)

Mithilfe des total antisymmetrischen Tensors (5.67) lassen sich die 15 Kom-
mutatoren (5.70) in drei Gleichungen zusammenfassen:

[Kj ,Kk] = −i~εjklLl (5.71a)
[Kj , Lk] = +i~εjklK l (5.71b)
[Lj , Lk] = +i~εjklLl (5.71c)

Man kann erkennen, dass die rein räumlichen Drehungen eine Untergrup-
pe der Lorentzgruppe bilden, denn bei der Verknüpfung rein räumlicher
Drehimpulsoperatoren entsteht wieder ein räumlicher Drehimpulsoperator,
siehe (5.71c). Dagegen sind die Boosts keine Untergruppe der Lorentzgrup-
pe, denn (5.71a) und (5.71b) zeigen, dass bei der Verknüpfung von Boosts
immer auch ein räumlicher Drehimpuls auftritt.
Dasgleiche hätten wir auch schon aus den Matrizen der Boost-Transfor-

mationen (5.42) und der räumlichen Rotationen (5.54) ablesen können: In
den Matrizen (5.54) der räumlichen Drehungen gibt es nur in einem 3× 3-
Block rechts unten nicht-Diagonalelemente, die von Null verschieden sind.
Diese Matrizen mischen also nur die Komponenten 1 bis 3 der Vektoren, auf
die sie wirken, lassen aber die 0-Komponente unverändert. Dagegen haben
die Matrizen (5.42) in allen Zeilen und Spalten nicht-Diagonalelemente, die
von Null verschieden sind. Dadurch mischen sie alle vier Komponenten der
Vektoren, auf die sie wirken, und können nicht als abgeschlossene Gruppe
aus den Lorentztransformationen abgetrennt werden.

5.6 Die Transformation von Vektorfeldern

Zur Vorbereitung betrachten wir nochmal die Transformation von skalaren
Feldern. In den Abschnitten 4.3 und 5.4 haben wir auf der Basis skalarer
Felder φ(x) eine unendlich-dimensionale Darstellung
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Rφ(x) (4.64)= exp
{ i

2~ Ωστ J
στ
}
φ(x) (5.72)

der Lorentzgruppe eingeführt, deren Generatoren die Drehimpulsoperatoren
J sind.

Wir wollen jetzt zeigen, dass man die gleiche Transformation des skalaren
Feldes erreichen kann, indem man die inverse Lorentztransformation Λ-1
auf das Argument des skalaren Feldes anwendet:

Rφ(x) ≡ φ(Λ-1x) (5.73)

Es genügt, die infinitesimalen Transformationen zu untersuchen, denn sobald

RINFφ(x) ≡ φ(Λ-1INF x) (5.74)

bewiesen ist, ist auch (5.73) bewiesen. Die ρ-Komponente der infinitesimalen
Lorentztransformation des Ortsvektors ist

ΛINF
ρ
νx

ν (5.34)= (gρν + i

2~ ωστ B
στρ

ν)xν . (5.75)

Also ist die inverse infinitesimale Transformation

Λ-1
INF

ρ
νx

ν = (gρν −
i

2~ ωστ B
στρ

ν)xν . (5.76)

Weil Bστρ
νx

ν die ρ-Komponente des Vierervektors

Bστ
νx

ν ≡


Bστ0

νx
ν

Bστ1
νx

ν

Bστ2
νx

ν

Bστ3
νx

ν

 (5.77)

ist, ist (5.76) die ρ-te Zeile der Matrixgleichung

Λ-1
INF x = x− i

2~ ωστ B
στ
νx

ν . (5.78)

Den Ausdruck
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φ(Λ-1INF x) = φ(x− i

2~ ωστ B
στ
νx

ν) (5.79)

entwickeln wir in einer Taylorreihe um φ(x). Die Taylorreihe darf nach dem
linearen Glied abgebrochen werden, weil ω infinitesimal klein ist:

φ(x− i

2~ ωστ B
στ
νx

ν) = φ(x)− i

2~ ωστ B
στµ

νx
νdµφ(x) (5.80)

Wegen

Bστµ
ν =(5.33)

i~(gσµgτ ν − gτ µgσν) (5.81a)

Jστ =(4.58)
i~(xσgτµ − xτgσµ)dµ = i~(gσνgτµ − gτ νgσµ)xνdµ (5.81b)

gilt

Jστ = −Bστµ
νx

νdµ . (5.82)

Kombination mit (5.79) und (5.80) ergibt:

φ(Λ-1INF x) = φ(x)− i

2~ ωστ B
στµ

νx
νdµφ(x) =

= φ(x) + i

2~ ωστ J
στφ(x) (4.56)= RINFφ(x) (5.83)

Damit ist (5.74), und demzufolge auch (5.73) bewiesen.
Nach dieser Vorbereitung kommen wir zum eigentlichen Thema dieses

Abschnitts, der Transformation von Vektorfeldern. Es wird keine neue Dar-
stellung der Lorentzgruppe benötigt, um Felder von Lorentzvektoren, wie
beispielsweise das in Abschnitt 4.5 als Eichfeld eingeführte elektromagneti-
sche Potential

A(x) =
(

Φ/c (x)
A(x)

)
=


A0(x)
A1(x)
A2(x)
A3(x)

 (5.84)

bei Koordinatenrotationen zu transformieren. Die Transformation in ein
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gestrichenes Koordinatensystem′ erfolgt durch Kombination der bereits be-
kannten vierdimensionalen Darstellung {Λ} und der unendlich-dimensiona-
len Darstellung {R} der Lorentzgruppe. Allerdings ist bei der kombinierten
Anwendung der beiden Transformationen eine Klarstellung erforderlich,
damit Raum-Zeit-Vektoren x nicht doppelt transformiert werden:

Λ̃ ≡ Λ , jedoch Λ̃x = x (5.85a)
B̃στ ≡ Bστ , jedoch B̃στx = 0 (5.85b)

Die Sonderregel gilt nur für die Vierer-Ortsvektoren x.

Achtung: Es ist in der Literatur nicht üblich, durch eine Tilde oder ein
anderes Zeichen darauf hinzuweisen, ob ein Transformationsoperator nur
auf die Amplitude eines Vektorfeldes wirkt, oder auch auf sein Argument.
Normalerweise bleibt es der Aufmerksamkeit des Lesers überlassen zu erraten,
was jeweils gemeint ist. Auch wir werden in späteren Kapiteln zuweilen auf
die Tilde verzichten.

Wir betrachten zunächst eine Transformation, bei der die Koordinaten um
den infinitesimal kleinen Winkel ω gedreht werden. Ob man die kombinierte
Transformation als RINFΛ̃INF oder als Λ̃INFRINF schreibt, ist egal.

Aµ(x) `(ω)−−→ A′µ(x′)

A′µ(x′) =
(
I + i

2~ωστJ
στ
)

︸                    ︷︷                    ︸
RINF

(
gµν + i

2~ωστ B̃
στµ

ν

)
︸                           ︷︷                           ︸

Λ̃INF

Aν(x) (5.86)

Die Transformation A′µ(x) = Λ̃INF
µ
νA

ν(x) dreht die Amplitude des Vek-
torfeldes A(x) genau so, wie sie einen Vektor A drehen würde. Auf das
Argument des Vektorfeldes hat sie definitionsgemäß keinen Einfluss. Die
Transformation A′µ(x′) = RINFA

′µ(x) dreht das Argument x der µ-Kompo-
nente Vektorfeldes genau so, wie sie das Argument eines skalaren Feldes
φ(x) drehen würde. Die Amplitude des Vektorfeldes lässt sie unverändert.

Man kann die beiden Schritte der Transformation auch in der Reihenfolge
Aµ(x′) = RINFA

µ(x) und A′µ(x′) = Λ̃INF
µ
νA

ν(x′) durchführen. Wichtig ist
auf jeden Fall, dass beide Schritte durchgeführt werden. Es wäre ziemlich
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sinnlos, Vektorfelder wie Aµ(x′) oder A′µ(x) zu untersuchen, deren Ampli-
tude und Argument in verschiedenen Koordinatensystemen definiert sind.
Nur Aµ(x) und A′µ(x′) haben einen vernünftigen Sinn. Anmerkung: Für
skalare Felder gilt bei Koordinatenrotationen φ′(x′) = φ(x′), deshalb haben
wir dort den Strich bei φ nicht ausgeschrieben.

Wir berechnen das Produkt der beiden infinitesimalen Transformationen.
Im Hinblick auf die im Anschluss an (5.18) geführte Diskussion ist zu
bemerken, dass der Term mit ω2

στ – anders als ein Term ωστωαβ mit στ , αβ
– vernachlässigt werden darf.

A′µ(x′) =
(
gµν + i

2~ωστ (B̃στµ
ν + Jστgµν)

)
Aν(x) (5.87)

Es handelt sich um die µ-te Zeile der Matrixgleichung

A′(x′) =
(
1+ i

2~ωστ
(
B̃στ︸ ︷︷ ︸

(B̃στµν)

+Jστ1
))
A(x) . (5.88)

1 ist die Einheitsmatrix im vierdimensionalen Zeit-Orts-Raum. Jστ1 ist der
zu einer vierdimensionalen Diagonalmatrix im Zeit-Orts-Raum aufgeblasene
Drehimpulsoperator.
Die endliche Transformation ergibt sich durch Hintereinanderschaltung

unendlich vieler infinitesimaler Transformationen:

A′(x′) = exp
{ i

2~Ωστ

(
B̃στ + Jστ1

)}
A(x) (5.89)

Zusammenfassung: Die Transformation eines Vektorfeldes bei einer Ro-
tation der Raum-Zeit-Koordinaten kann geschrieben werden in den drei
equivalenten Formen

Aµ(x) `(Ω)−−→ A′µ(x′) = R Λ̃µνAν(x) (5.90a)
= Λ̃µν RAν(x) (5.90b)
= Λ̃µνAν(Λ-1x) . (5.90c)
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5.7 Der Drehimpuls von Vektorfeldern

In Abschnitt (4.3) haben wir die Drehimpulserhaltung skalarer Felder un-
tersucht. Die Erweiterung auf Vektorfelder gelingt ohne wesentliche neue
Probleme.
Die Feldgleichung des Vektorfelds A(x) wird aus der Lagrangedichte L

berechnet. Die notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingung dafür, dass
eine Transformation Γ mit dem Generator γ eine Symmetrie des Vektorfeldes
A(x) ist, ist durch

(∂ρL)wγxρ (4.15)= 0 (5.91)

gegeben. Mit (5.87) lautet die Bedingung

0 = (∂ρL)(wγ)ρνxν = (∂ρL)1
2ωστ (B̃στρ

ν + Jστgρν)xν

=(5.85) (∂ρL)1
2ωστJ

στxρ . (5.92)

Dies ist identisch mit der notwendigen Bedingung (4.66) für die Drehimpul-
serhaltung eines skalaren Feldes. Also ist – wie bei (4.66) diskutiert – auch
für ein Vektorfeld die Bedingung genau dann erfüllt, wenn die Lagrangedich-
te zumindest von den Raumzeitrichtungen σ und τ , in denen die Drehung
stattfindet, nicht explizit abhängt, sodass ∂σL = ∂τL = 0 gilt.
Die hinreichende Symmetriebedingung (4.11)

∃G : L
I+ i

~
w γ

−−−−−→ L ′ = L+ i

~
w γL = L+ dρGρ

wird erfüllt mit

dρGρ = i

~
w γL = i

~

1
2ωστ (B̃στ + Jστ )L = i

2~ωστJ
στL .

Denn Lagrangedichten sind – per Definition und Konstruktion – Skalare, so
dass

B̃στL = BστL = 0 (5.93)
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ist. Die hinreichende Bedingung für die Drehimpulserhaltung des Vektorfel-
des wird demnach mit dem gleichen

Gρ (4.68)= − 1
2ωστ (xσgτρ − xτgσρ)L (5.94)

erfüllt wie die hinreichende Bedingung für die Drehimpulserhaltung des
skalaren Feldes.
Die Komponenten der erhaltenen Stromdichten sind

jρ =(4.16)
C

(
∂L

∂(dρAµ)
1
2ωστ (B̃στ + Jστ )Aµ − i~Gρ

)
=

∑
στ=10,20,30,23,31,12

Ci~ωστ

(
∂L

∂(dρAµ)
( 1
i~
B̃στ + xσdτ − xτdσ

)
Aµ − (xσgτρ − xτgσρ)L

)
(5.95)

Laut (4.16) muss hier die Summe
∑
r über sämtliche Felder φr genommen

werden, die in der Lagrangedichte enthalten sind, wobei jede Komponente
eines Vektorfeldes als unabhängiges Feld zu betrachten ist. Wir haben ange-
nommen, dass in der Lagrangedichte nur das Vektorfeld A(x) vorkommt,
und haben mit der Einstein’schen Summenkonvention über seine vier Kom-
ponenten Aµ(x) summiert. Ob man A in kovarianter oder in kontravarianter
Form einträgt ist egal, aber man muss konsistent an beiden Stellen die glei-
che Form verwenden. Denn ein kontravarianter Faktor im Nenner entspricht
einem kovarianter Faktor im Zähler, wie man auch am Index ρ erkennt.

Außerdem ist in der letzten Zeile der Faktor 1/2 entfallen, weil nur über die
sechs linear unabhängigen Komponenten des schiefsymmetrischen Tensors
ωστ summiert wird. Aufgrund der Unabhängigkeit dieser Komponenten gibt
es sechs verschiedene erhaltene Stromdichten j, deren Komponenten mit
C ≡ 1/(ci~ωστ )
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jρ = xσ
( 1
c

∂L
∂(dρAµ)d

τAµ − gτρL
c︸                              ︷︷                              ︸

T ρτ/c

)

− xτ
( 1
c

∂L
∂(dρAµ)d

σAµ − gσρL
c︸                               ︷︷                               ︸

T ρσ/c

)
+ 1
c

∂L
∂(dρAµ)

1
i~
B̃στAµ︸                        ︷︷                        ︸

Sρστ

mit στ = 10, 20, 30, 23, 31, 12 (5.96)

lauten. Der Energiedichte-Spannungs-Tensor T wurde genauso definiert wie
in (4.32), es wurde lediglich die Summe über die skalaren Felder φr ersetzt
durch die Summe über die vier Komponenten Aµ des Vektorfeldes A(x).

Gegenüber der erhaltenen Stromdichte der skalaren Felder taucht hier als
zusätzlicher Summand die Spindichte S auf, die mit

B̃στµ
ν = Bστµ

ν =(5.33)
i~(gσµgτ ν − gτ µgσν) (5.97)

umgeformt werden kann:

Sρστ = 1
c

∂L
∂(dρAµ)

1
i~
B̃στAµ = 1

c

∂L
∂(dρAµ)

1
i~
Bστµ

νA
ν = (5.98)

= 1
c

∂L
∂(dρAµ)g

σµAτ − 1
c

∂L
∂(dρAµ)g

τ µAσ =

=Sρστ 1
c

∂L
∂(dρAσ)A

τ − 1
c

∂L
∂(dρAτ )A

σ . (5.99)

Der Drehimpulsdichte-Tensor hat die Komponenten

Mρστ ≡ xσ T
ρτ

c
− xτ T

ρσ

c
+ Sρστ . (5.100)

Seine Dimension ist [
Mρστ ] = Wirkung

Volumen . (5.101)
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Er erfüllt die sechs Kontinuitätsgleichungen

dρMρστ = 0 mit στ = 10, 20, 30, 23, 31, 12 . (5.102)

Integration der Null-Komponenten über den gesamten Ortsraum ergibt die
sechs erhaltenen Drehimpulse

Mστ ≡
∫
Ω

d3x
(
xσ
T 0τ

c
− xτ T

0σ

c

)
+
∫
Ω

d3xS0στ (5.103)

mit στ = 10, 20, 30, 23, 31, 12 ,

die bereits bei (4.74) diskutiert wurden. Dort hatten wir festgestellt, dass
für praktische Anwendungen nur die rein räumlichen Drehimpulse mit
στ = jl = 23, 31, 12 nützlich sind:

M jl ≡
∫
Ω

d3x
(
xjP l − xlPj

)
︸                          ︷︷                          ︸

Bahndrehimpuls

+
∫
Ω

d3xS0jl

︸          ︷︷          ︸
Spin

(5.104)

mit jl = 23, 31, 12

Hier wurde Pj (4.34)= T 0j/c benutzt. Wir bemerken, dass Erhaltungssätze
nur für die Gesamt-Drehimpulse M jl gelten, nicht für Bahndrehimpuls oder
Spin allein.
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6 Bedeckungsgruppen

Wir haben festgestellt, wie bei einer Drehung des Koordinatensystems skalare
Felder, Vektoren, und Vektorfelder transformiert werden, d.h. wir haben
die Darstellungen der Lorentzgruppe gefunden, deren Basen skalare Felder
bzw. Vektoren sind. Nun müssen wir als letzte und schwierigste Aufgabe
herausfinden, wie Spinoren bei einer Drehung des Koordinatensystems
transformiert werden. Die Aufgabe ist deshalb schwieriger, weil Spinoren
nicht Basen von Darstellungen der Lorentzgruppe sind, sondern Basen von
Darstellungen einer anderen Gruppe – nämlich der Gruppe {B}, die die
„universelle Bedeckungsgruppe“ der Lorentzgruppe ist.

Aus folgendem Grund kommt hier eine neue Gruppe ins Spiel: Natürlich
erwarten wir, dass sich bei einer Drehung der räumlichen Koordinatenachsen
(also einer Koordinatenrotation in den Ebenen 23, 31, oder 12 der vierdi-
mensionalen Raumzeit, oder bei einer beliebigen Linearkombination dieser
drei Drehungen) um den Winkel 2π die Beschreibung keines beobachtbaren
physikalischen Phänomens in irgendeiner Weise ändert. Nun treten aber
die Zustandsfunktionen der Quantentheorie bei der Beschreibung beliebiger
beobachtbarer Größen immer in bilinearer Kombination auf. Würden sich
die Zustandsfunktionen, wenn die räumlichen Koordinatenachsen um den
Winkel α gedreht werden, um den Faktor exp{iα2 } ändern, so wären sie
wegen exp{i4π

2 } = 1 bei einer Koordinatendrehung von z · 4π mit z ∈ Z mit
den nicht gedrehten Zustandsfunktionen identisch. Die Zustandsfunktionen
hätten also bei raumartigen Koordinatenrotation eine Periodizität von 4π.
Bei einer Koordinatendrehung um ein ungeradzahliges Vielfaches von 2π
würden die Zustandsfunktionen sich um den Faktor exp{i2π

2 } = −1 ändern.
Wegen

〈U(2π)φ|U(2π)ψ〉 = 〈−φ| − ψ〉 = 〈φ|ψ〉 (6.1)

würden sich diese Faktoren −1 aber bei jeglicher Berechnung von Messwerten
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kompensieren, und die Theorie würde auch in diesem Fall alle beobachtbaren
Größen mit einer Periodizität von 2π bei Raumdrehungen beschreiben.
Tatsächlich hat die Erfahrung gezeigt, dass man für eine vollständige

quantentheoretische Beschreibung auch Zustandsfunktionen mit 4π-Periodi-
zität bei Raumdrehungen benötigt. Solche Zustandsfunktionen werden als
Spinoren bezeichnet.

Wir werden die etwas komplizierte Konstruktion leichter überschauen,
wenn wir uns zunächst den entsprechenden, aus der elementaren nichtrelati-
vistischen Quantenmechanik bekannten Zusammenhang zwischen Koordina-
tenrotationen des dreidimensionalen Ortsraums und den Transformationen
nichtrelativistischer Spinoren in Erinnerung rufen. Die Gruppe der Ko-
ordinatenrotationen des dreidimensionalen Ortsraums nennen wir {

_
` }.

Nichtrelativistische Spinoren sind nicht die Basen von Darstellungen von
{
_
` }, sondern sie sind Basen von Darstellungen der Gruppe {

_
B}. Dazu

gleich mehr.
Vorab geben wir eine Übersicht über die Nomenklatur einiger Matrix-

gruppen. Wir schreiben Transformationsgruppen, die Darstellungen von
abstrakten Gruppen bilden, meist in Form von Matrixgruppen. Man denke
beispielsweise an die 4×4 Matrizen der Lorentztransformationen {Λ}. Solche
Darstellungen werden als Matrixdarstellungen bezeichnet. Da die Matrizen
einer beliebigen Matrixdarstellung eine Gruppe bilden, muss das Produkt
zweier Matrizen wieder eine Matrix aus der Gruppe sein, und zu jeder
Matrix muss auch die inverse Matrix in der Gruppe enthalten sein. Deshalb
sind die Matrizen sämtlicher Darstellungen quadratisch und invertierbar.
Systematische Nomenklatur von Matrixgruppen:

U(n) Unitäre Matrizen der Dimension n× n. Sie lassen das Ska-
larprodukt (und damit insbesondere auch das Normquadrat)
der Vektoren, auf die sie wirken, invariant. Ihre Determinante
ist ±1. Die Elemente der Matrizen sind komplexe Zahlen.

O(n) Untergruppe von U(n). Besteht aus allen Matrizen mit aus-
schließlich reellen Elementen. Das O bedeutet orthogonal.

SU(n) Untergruppe von U(n). Besteht aus allen Matrizen mit De-
terminante +1. Das S bedeutet speziell, synonym wird auch
die Bezeichnung unimodular verwendet.
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SO(n) Untergruppe von O(n). Besteht aus allen Matrizen mit De-
terminante +1.

SO(m,n) Pseudo-orthogonale Gruppe von Matrizen der Dimension
(n+m)× (n+m). Sie lässt das Skalarprodukt von Vektoren
a, b in der Form a · b = +a1b1 + . . .+anbn−an+1bn+1− . . .−
an+mbn+m invariant. SO(3,1) ist der systematische Name der
Gruppe {Λ} der Lorentztransformationen.

SL(n,C) Gruppe linearer Matrizen der Dimension n × n mit Deter-
minante +1. Die Matrizen haben komplexe Elemente. Die
Gruppe SU(n) ist eine Untergruppe der SL(n,C).

6.1 Die nichtrelativistische Bedeckungsgruppe {
_
B}

6.1.1 Die Gruppen {
_
` } und {

_
B}

{
_
` } ist die Gruppe der Koordinatenrotationen des dreidimensionalen Orts-

raumes. Sie ist eine Untergruppe der Lorentzgruppe { `}. Beide sind ab-
strakte Gruppen, denn sie sind nicht durch ihre Wirkung auf eine Basis
definiert, sondern allein durch ihre Gruppenstruktur.

Die Matrixgruppe SO(3) ist eine dreidimensionale treue Darstellung von
{
_
` }. Basis dieser Darstellung sind die im Ortsraum definierten dreidi-

mensionalen Vektoren V . Ihre Elemente R(θ) ∈ SO(3) transformieren die
Vektoren in ein gestrichenes Koordinatensystem′, dessen Achsen gegenüber
dem ungestrichenen Koordinatensystem um den Winkel θ gedreht sind:

V ′ = R(θ)V (6.2)

Dabei verwenden wir für die Drehwinkel die in (5.64) eingeführte Nomen-
klatur

Θj = εjklΩkl . (6.3)

Da {
_
` } eine Untergruppe von { `} ist, lässt sich die Darstellung SO(3)

von {
_
` } leicht aus der Darstellung {Λ} von { `} extrahieren. Den aus dem

vierdimensionalen Generator
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Lj
(5.69)= Bkl generiert Drehung in Ebene xkxl (6.4)

abgeleiteten dreidimensionalen Generator

L̄j generiert Drehung in Ebene xkxl (6.5)

kennzeichnen wir durch einen Querstrich. Die drei Generatoren der Gruppe
SO(3) sind:
Drehung in der x2-x3-Ebene:

L̄1 (5.38d)= − i~

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

 (6.6)

Drehung in der x3-x1-Ebene:
L̄2 (5.38e)= − i~

0 0 −1
0 0 0
1 0 0

 (6.7)

Drehung in der x1-x2-Ebene:
L̄3 (5.38f)= − i~

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 (6.8)

Die endlichen Transformationen R ∈ SO(3) sind

R(Θ) = exp
{ i
~

ΘkL̄
k
}

, (6.9)

was für die einzelnen Drehebenen identisch ist mit

Drehung 23 :
R(Θ1) (5.54b)=

1 0 0
0 cos Θ1 sin Θ1

0 − sin Θ1 cos Θ1

 (6.10a)

Drehung 31 :
R(Θ2) (5.54c)=

cos Θ2 0 − sin Θ2

0 1 0
sin Θ2 0 cos Θ2

 (6.10b)
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Drehung 12 :
R(Θ3) (5.54a)=

 cos Θ3 sin Θ3 0
− sin Θ3 cos Θ3 0

0 0 1

 (6.10c)

Auch die Lie-Algebra der Darstellung SO(3) – die mit der Lie-Algebra der
abstrakten Gruppe {

_
` } identisch ist – ist uns bereits bekannt:

[L̄j , L̄k] (5.71c)= +i~εjklL̄l (6.11)

Für eine vollständige Beschreibung der beobachteten Phänomene kommt
man nicht mit Zustandsfunktionen aus, die Basis von Darstellungen der
Gruppe {

_
` } sind. Die Erfahrung hat gezeigt, dass man auch Zustandsfunk-

tionen benötigt, die Basis von Darstellungen der Gruppe {
_
B} sind, die wir

implizit folgendermaßen definieren:

Definition: Die Matrixgruppe SU(2) ist eine zweidimensionale
treue Darstellung der abstrakten Gruppe {

_
B}. (6.12)

Die Elemente der Gruppe SU(2) sind Matrizen, die zweikomponentige Vek-
toren transformieren. Die Gruppe {

_
B} hat die gleiche Gruppenstruktur wie

die Gruppe SU(2), aber die Elemente von {
_
B} wirken auf nichts außerhalb

der Gruppe. Sie ist eine abstrakte Gruppe, keine Transformationsgruppe.
Die 4 Elemente einer Matrix U ∈ SU(2) sind komplexe Zahlen. Jede Matrix

hat demnach zunächst 8 Freiheitsgrade, die aber durch Nebenbedingungen
auf 3 Freiheitsgrade eingeschränkt werden. Erstens muss die Determinante
+1 sein:

detU = det
(
a b
c d

)
= ad− bc = +1 . (6.13)

Dies ist eine komplexe Gleichung, die die Freiheitsgrade der Matrizen von 8
auf 6 einschränkt. Aus der Forderung nach Unitarität folgen die Bedingungen:
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UU+ =
(
a b
c d

)(
a∗ c∗

b∗ d∗

)
=
(

1 0
0 1

)
aa∗ + bb∗ = 1 (6.14a)
ac∗ + bd∗ = 0 (6.14b)
ca∗ + db∗ = 0 (6.14c)
cc∗ + dd∗ = 1 (6.14d)

Diese Bedingungen schränken die verbliebenen 6 Freiheitsgrade auf 3 ein.
Denn (6.14b) und (6.14c) sind zueinander komplex konjugiert, also nicht
voneinander unabhängig.

Unter Berücksichtigung der Randbedingungen ergibt sich (Nebenrechnung
in Anhang A.4) folgende allgemeinste Form einer Matrix U ∈ SU(2):

U =
(
a b
−b∗ a∗

)
mit aa∗ + bb∗

(6.14a)= 1 . (6.15)

Die zusammen vier Freiheitsgrade der komplexen Zahlen a und b werden
durch die reelle Gleichung aa∗ + bb∗ = 1 auf drei eingeschränkt.
Demnach werden die Matrizen U ∈ SU(2) eindeutig festgelegt durch 3

reelle Parameter, die in einem Dreiervektor Θ = (Θ1,Θ2,Θ3) zusammenge-
fasst werden können. Wir beweisen nun, dass sich alle Matrizen U ∈ SU(2)
mit den Pauli-Matrizen

σ1 =
(

0 1
1 0

)
σ2 =

(
0 −i
i 0

)
σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(6.16)

in der Form

U(Θ) = exp
{ i
~

Θk
~σk

2
}

(6.17)

schreiben lassen. Wegen
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σ1σ1 = σ2σ2 = σ3σ3 =
(

1 0
0 1

)
(6.18)

ist

U(Θ) (6.17)=
∞∑

n=0,2,4,...

1
n!
(
i
Θ
2
)n(1 0

0 1

)
+

∞∑
n=1,3,5,...

1
n!
(
i
Θ
2
)nΘ

Θ · σ

= cos(Θ/2)
(

1 0
0 1

)
+ i sin(Θ/2)Θ

Θ · σ (6.19)

mit Θ ≡ |Θ|. In dieser Gleichung ist erkennbar, dass die Matrizen U ∈ SU(2)
mit dem reellen Parameter 4π periodisch sind, aber nicht mit 2π. Mit
beliebigen ganzen Zahlen z gilt

U
(
Θ + z · 4πΘ

Θ
)

= U
(
Θ
)

(6.20a)

U
(
Θ + (2z + 1) · 2πΘ

Θ
)

= U
(
Θ
)
·
(
−1 0
0 −1

)
(6.20b)

mit beliebigem z ∈ Z .

Insbesondere gilt unabhängig von der Richtung der Drehachse:

U(0) = U(±4π) =
(

1 0
0 1

)
U(±2π) =

(
−1 0
0 −1

)
(6.20c)

Wir haben in (6.1) bereits festgestellt dass dies akzeptabel ist, weil die
Spinoren in allen Berechnungen beobachtbarer Größen bilinear vorkommen,
so dass beobachtbare Größen die Periodizität 2π haben, auch wenn sie
mithilfe von Spinoren berechnet werden, deren Periodizität 4π ist.
Wir schreiben (6.19) komponentenweise:

U(Θ1) =
(

cos(Θ1/2) i sin(Θ1/2)
i sin(Θ1/2) cos(Θ1/2)

)
(6.21a)
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U(Θ2) =
(

cos(Θ2/2) sin(Θ2/2)
− sin(Θ2/2) cos(Θ2/2)

)
(6.21b)

U(Θ3) =
(

exp{iΘ3/2} 0
0 exp{−iΘ3/2}

)
(6.21c)

Aus diesen drei Gleichungen kann man direkt ablesen, dass jede Matrix
U ∈ SU(2) in der Form

U(Θ) (6.15)=
(
a b
−b∗ a∗

)
(6.17)= exp

{ i
~

Θk
~σk

2
}

geschrieben werden kann: Es ist immer möglich, die drei reellen Parameter
Θ so zu wählen, dass

Re(b) = sin(Θ2/2) , Im(b) = sin(Θ1/2)
a = cos(Θ1/2) + cos(Θ2/2) + exp{iΘ3/2} (6.22)

mit aa∗ + bb∗
(6.14a)= 1

gilt.
Die Generatoren ~σk/2 der Transformation (6.17) haben die Vertau-

schungsrelationen[
~σ1

2 ,
~σ2

2

]
= ~

2

4

(
i 0
0 −i

)
− ~

2

4

(
−i 0
0 i

)
= ~

2

4

(
2i 0
0 −2i

)
= i~

~σ3

2
(6.23a)[

~σ2

2 ,
~σ3

2

]
= ~

2

4

(
0 i
i 0

)
− ~

2

4

(
0 −i
−i 0

)
= ~

2

4

(
0 2i
2i 0

)
= i~

~σ1

2
(6.23b)[

~σ3

2 ,
~σ1

2

]
= ~

2

4

(
0 1
−1 0

)
− ~

2

4

(
0 −1
1 0

)
= ~

2

4

(
0 2
−2 0

)
= i~

~σ2

2 .

(6.23c)

Die allgemeine Form des Kommutators ist
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[
~σj

2 ,
~σk

2

]
= i~εjkl

~σl

2 , (6.24)

was mit (6.11) übereinstimmt.

Die Lie-Algebren der Gruppen {
_
` } und

SU(2) bzw. {
_
B} sind identisch.

(6.25)

Da wir {
_
B} definiert haben als abstrakte Gruppe mit der Darstellung SU(2),

sind beide Gruppen isomorph und haben die gleiche Lie-Algebra (6.24).

6.1.2 Zusammenhang der Mannigfaltigkeiten

In diesem Abschnitt beleuchten wir die formale Beziehung zwischen den
Gruppen {

_
B} und {

_
` } unter einem weiteren Gesichtspunkt aus der Theorie

der Lie-Gruppen: {
_
B} ist die universelle Bedeckungsgruppe der Gruppe

{
_
` }.
In Abschnitt 5.3.1 haben wir den Begriff der Parameter-Mannigfaltigkeit

eingeführt. Die Parameter-Mannigfaltigkeit der Gruppe {
_
` } ist identisch

mit der Parameter-Mannigfaltigkeit der Lorentzgruppe { `} in den drei
rein räumlichen Parametern: Sie ist eine Kugel mit dem Radius π um den
Nullpunkt. Jeweils 2 auf der Oberfläche der Mannigfaltigkeit diametral
gegenüberliegende euklidische Punkte bilden einen einzigen topologischen
Punkt. Die Parameter-Mannigfaltigkeit der Gruppe {

_
B} bzw. ihrer treuen

Darstellung SU(2) ist ebenfalls eine Kugel um den Nullpunkt, allerdings mit
dem Radius 2π, da die Elemente der SU(2) ja 4π-Periodizität haben. Da
für die Elemente U ∈ SU(2) unabhängig von der Richtung der Drehachse

U(±2πΘ
Θ ) (6.20c)=

(
−1 0
0 −1

)

gilt, bildet die gesamte Oberfläche der Parameter-Kugel der SU(2) einen
einzigen topologischen Punkt.
Um den Begriff des Zusammenhangs einer Parameter-Mannigfaltigkeit zu
klären, betrachten wir die in Abbildung 6.1 als graue Flächen skizzierten
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A
B

①

A
B

②

A
B

③

A
B

④

Abb. 6.1 : Verschiedene Parameter-Mannigfaltigkeiten

zweidimensionalen Parameter-Mannigfaltigkeiten von vier Phantasiegrup-
pen.

Definition: Eine topologische Mannigfaltigkeit heißt zusam-
menhängend, wenn es zwischen zwei beliebigen Punkten der
Mannigfaltigkeit mindestens einen kontinuierlichen Weg gibt,
der nirgendwo außerhalb der Mannigfaltigkeit verläuft.

(6.26)

Offensichtlich sind die drei Mannigfaltigkeiten ¬,,® in Abbildung 6.1
zusammenhängend. Nur die Mannigfaltigkeit ¯ ist nicht zusammenhängend,
denn kein kontinuierlicher Weg kann die Punkte A und B verbinden, ohne
teilweise außerhalb der Mannigfaltigkeit zu verlaufen.

Definition: Eine topologische Mannigfaltigkeit heißt n-fach zu-
sammenhängend, wenn man zwischen zwei beliebigen Punkten
der Mannigfaltigkeit genau n Standardwege definieren kann, die
folgende Eigenschaft haben: Jeder beliebige Weg zwischen den
beiden Punkten, der die Mannigfaltigkeit nirgendwo verlässt,
kann durch kontinuierliche Verschiebung, ohne irgendwo die
Mannigfaltigkeit zu verlassen, mit genau einem Standardweg
zur Deckung gebracht werden.

(6.27)

Die Mannigfaltigkeit ¬ in Abbildung 6.1 ist einfach zusammenhängend.
Man kann beispielsweise den roten Weg als Standardweg definieren. Der
grüne Weg und der blaue Weg, und jeder beliebige andere Weg zwischen den
Punkten A und B kann durch kontinuierliche Verschiebung innerhalb der
Mannigfaltigkeit mit dem roten Standardweg zur Deckung gebracht werden.
Für beliebige andere zwei Punkte dieser Mannigfaltigkeit gilt das gleiche.

Die Mannigfaltigkeit  ist zweifach zusammenhängend. Wir können den
roten und den grünen Weg als Standardwege definieren. Der blaue Weg kann
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– ohne die Mannigfaltigkeit irgendwo zu verlassen — durch kontinuierliche
Verschiebung mit dem grünen Weg zur Deckung gebracht werden, aber
wegen des Lochs in der Mannigfaltigkeit nicht mit dem roten. Auch jeder
beliebige andere Weg zwischen den beliebigen Punkten A und B läßt sich
durch kontinuierliche Verschiebung innerhalb der Mannigfaltigkeit entweder
mit dem roten oder mit dem grünen Standardweg zur Deckung bringen,
aber nicht mit beiden.
Die Mannigfaltigkeit ® schließlich ist dreifach zusammenhängend. Denn

beliebige Wege zwischen beliebigen Punkten A und B lassen sich durch
kontinuierliche Verschiebung innerhalb der Mannigfaltigkeit mit einem der
drei eingezeichneten Standardwege zur Deckung bringen. Aber kein Weg
kann mit einem zweiten oder dritten Standardweg zur Deckung gebracht
werden, weil die Wege dazu über Gebiete – nämlich die Löcher in der
Mannigfaltigkeit – geschoben werden müssten, die nicht zur Mannigfaltigkeit
gehören.
Es gilt der

Satz: Wenn mehrere Gruppen mit verschiedener Parameter-
Mannigfaltigkeit die gleiche Lie-Algebra haben, dann hat genau
eine von ihnen eine einfach zusammenhängende Parameter-
Mannigfaltigkeit.

(6.28)

Den Beweis dieses wichtigen Satzes erspare ich den Lesern, und vor allem
mir selbst.

Definition: Wenn mehrere Gruppen mit verschiedener Para-
meter-Mannigfaltigkeit die gleiche Lie-Algebra haben, dann
wird diejenige von ihnen, deren Parameter-Mannigfaltigkeit
einfach zusammenhängt, als universelle Bedeckungsgruppe der
anderen Gruppen bezeichnet.

(6.29)

Der Name „universelle Bedeckungsgruppe“ leuchtet mit Blick auf Abbildung
6.1 unmittelbar ein: Wenn man die Parameter-Mannigfaltigkeit ¬ mit
den Parameter-Mannigfaltigkeiten ,®,¯ zudeckt, dann bleiben Teile von
¬ durch die Löcher und Spalte von ,®,¯ sichtbar. Umgekehrt können
,®,¯ von der einfach zusammenhängenden Mannigfaltigkeit ¬ vollständig
zugedeckt werden.
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Die Parameter-Mannigfaltigkeit der Gruppe {

_
` } ist eine dreidimensionale

Kugel mit Radius π. Im Zentrum der Kugel befindet sich der Punkt, der
das Parameter-Triplet Θ = (0, 0, 0) repräsentiert. Die Oberfläche der Kugel
wird von den Punkten gebildet, die die Parameter-Triplets Θ = ±πΘ/Θ
repräsentieren. Bei flüchtiger Betrachtung könnte man vermuten, diese
Parameter-Mannigfaltigkeit hinge einfach zusammen, weil es in ihr keine
Löcher oder Spalte gibt. Wir müssen die Definition (6.27) aber genau lesen:
Von „Löchern“ oder „Spalten“ ist dort überhaupt nicht die Rede. Vielmehr
haben wir zu prüfen, wie viele verschiedene Standardwege zwischen zwei
beliebigen Punkten definiert werden können.

A

B

①

A

B

②

A

B

③

A

B

④

A

B

⑤

A

B

⑥

Abb. 6.2 : Die Parameter-Mannigfaltigkeit der Gruppe {
_
` }

In Skizze ¬ von Abbildung 6.2 sind zwei Wege eingezeichnet, die die
Punkte A und B der Parameter-Mannigfaltigkeit der Gruppe {

_
` } mitein-

ander verbinden. Der blaue Weg ist eine direkte Verbindung im Inneren der
Mannigfaltigkeit. Der rote Weg führt vom Punkt A zur Oberfläche der Man-
nigfaltigkeit bei etwa 1Uhr. Der diametral bei etwa 7Uhr auf der Oberfläche
der Mannigfaltigkeit liegende Parameterpunkt definiert die gleiche Drehung
wie der Punkt bei etwa 1Uhr, ist also mit diesem Punkt topologisch identisch.
Allgemein gilt, dass die „zwei“ jeweils diametral auf der Kugeloberfläche der
Mannigfaltigkeit gegenüberliegenden Punkte das gleiche Gruppenelement
von {

_
` } definieren und demnach als ein einziger topologischer Punkt gelten.

Vom Punkt bei etwa 7Uhr führt der rote Weg weiter zum Punkt B. Der rote
Weg ist, durch die Brille der Topologie der Parameter-Mannigfaltigkeit der
Gruppe {

_
` } betrachtet, ein genauso kontinuierlicher Weg wie der blaue.

Wir ernennen den blauen Weg zum Standardweg, und versuchen den roten
Weg durch kontinuierliche Verschiebung mit dem blauen Weg zur Deckung
zu bringen. Sobald wir den roten Weg auch nur infinitesimal vom Punkt etwa
1Uhr auf der Kugeloberfläche ins Innere der Mannigfaltigkeit zurückziehen,
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ziehen wir ihn auch vom Punkt etwa 7Uhr der Kugeloberfläche zurück.
Denn der Punkt etwa 1Uhr und der Punkt etwa 7Uhr ist ja ein einziger
topologischer Punkt. Entweder verläuft der Weg über diesen Punkt, oder
nicht. Wenn er nicht mehr über diesen Punkt verläuft, dann öffnet sich
eine Lücke im Weg, wie in  sichtbar. Auf diese Weise ist offenbar keine
kontinuierliche Verschiebung des roten Weges möglich.

Wir können stattdessen versuchen, den Punkt entlang der Kugeloberfläche
zu verschieben, z.B. von etwa 1Uhr in Richtung 2Uhr. Das ist aber identisch
mit einer Verschiebung des Punktes bei etwa 7Uhr in Richtung 8Uhr, siehe
®. Auch diese Methode bringt uns nicht dem Ziel näher, den roten Weg mit
dem blauen zur Deckung zu bringen. Wenn ein Weg einen topologischen
Punkt an der Oberfläche der Mannigfaltigkeit der Gruppe {

_
` } enthält,

dann kann er durch kontinuierliche Verschiebung auf keine Weise von der
Oberfläche gelöst werden.
Anders ist es, wenn – wie in ¯ dargestellt – ein Weg die Oberfläche der

Mannigfaltigkeit an zwei topologischen Punkten berührt: Der rote Weg
führt vom Punkt A zur Oberfläche der Mannigfaltigkeit bei etwa 1Uhr bzw.
7Uhr, von dort durchs Innere der Mannigfaltigkeit weiter zum topologischen
Punkt an der Oberfläche bei etwa halb drei bzw. etwa halb neun, und weiter
zum Punkt B. Jetzt kann man den Weg vom topologischen Punkt 1Uhr bzw.
7Uhr kontinuierlich auf der Oberfläche der Mannigfaltigkeit zum andern
topologischen Punkt etwa halb drei bzw. etwa halb neun verschieben, siehe
°. Sobald sich die beiden Oberflächenpunkte des Weges berühren, kann
der Weg – wie in ± zu sehen – durch kontinuierliche Verschiebung von der
Oberfläche der Mannigfaltigkeit abgelöst und mit dem blauen Standardweg
zur Deckung gebracht werden.

Allgemein gilt: Jeder Weg zwischen den Punkten A und B, der die Ober-
fläche der Parameter-Mannigfaltigkeit der Gruppe {

_
` } in einer geraden

Anzahl (einschließlich Null) von topologischen Punkten berührt, kann durch
kontinuierliche Verschiebung mit dem blauen Standardweg zur Deckung
gebracht werden. Jeder Weg zwischen den Punkten A und B, der die Ober-
fläche der Mannigfaltigkeit in einer ungeraden Anzahl von topologischen
Punkten berührt, kann durch kontinuierliche Verschiebung mit dem roten
Weg von Skizze ¬ – den wir zum zweiten Standardweg ernennen – zur
Deckung gebracht werden. Die Parameter-Mannigfaltigkeit der Gruppe {

_
` }
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hängt also zweifach zusammen.
Nun zur Gruppe {

_
B} bzw. ihrer treuen Darstellung SU(2): Ihre Para-

meter-Mannigfaltigkeit ist eine dreidimensionale Kugel mit Radius 2π. Im
Zentrum der Kugel befindet sich der Punkt, der das Parameter-Triplet
Θ = (0, 0, 0) repräsentiert. Die Oberfläche der Kugel wird von den Punkten
gebildet, die die Parameter-Triplets Θ = ±2πΘ/Θ repräsentieren. Anders
als bei {

_
` } sind in der Parameter-Mannigfaltigkeit der Gruppe {

_
B} nicht

nur die auf der Kugeloberfläche diametral gegenüberliegenden Punkte, son-
dern sämtliche Punkte der Oberfläche der Mannigfaltigkeit ein einziger
topologischer Punkt. In Skizze ¬ von Abbildung 6.3 sind zwei Wege einge-

A

B

①

A

B

②

A

B

③

Abb. 6.3 : Die Parameter-Mannigfaltigkeit der Gruppe {
_
B}

zeichnet, die die beiden Punkte A und B in der Parameter-Mannigfaltigkeit
der Gruppe {

_
B} miteinander verbinden. (Nebenbei: Die Abbildungen 6.3

und 6.2 sind im gleichen Maßstab gezeichnet: Die Mannigfaltigkeit der Grup-
pe {

_
B} ist eine Kugel mit Radius 2π, die Mannigfaltigkeit der Gruppe {

_
` }

ist eine Kugel mit Radius π.) Der blaue Weg verbindet A und B im Inneren
der Mannigfaltigkeit. Der rote Weg führt vom Punkt A zur Oberfläche der
Mannigfaltigkeit, die er bei etwa 11Uhr erreicht. Die gesamte Oberfläche
der Mannigfaltigkeit ist ein topologischer Punkt, der zum roten Weg gehört,
und deshalb rot gezeichnet ist. Von diesem topologischen Punkt führt der
Weg bei etwa halb acht weiter zum Punkt B. Da die Oberfläche ein einziger
Punkt ist, kann man die beiden Teilwege zwischen der Oberfläche und den
Punkten A und B kontinuierlich aufeinander zuschieben, siehe Skizze .
Sobald sich die Teilwege an der Oberfläche berühren, lassen sie sich durch
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weitere kontinuierliche Verschiebung von der Oberfläche der Mannigfaltigkeit
lösen (siehe Skizze ®), und schließlich mit dem blauen Weg überlagern. Es
gibt also in der Parameter-Mannigfaltigkeit der Gruppe {

_
B} zwischen zwei

beliebigen topologischen Punkten nur einen einzigen Standardweg, d.h. die
Mannigfaltigkeit ist einfach zusammenhängend.
Zufolge Satz (6.28) ist also die Gruppe {

_
B} die universelle Bedeckungs-

gruppe der Gruppe {
_
` }.

6.1.3 Die Homomorphie der Gruppen

In (6.25) haben wir festgestellt, dass die Gruppen {
_
B} und {

_
` } die gleiche

Lie-Algebra haben. In diesem Abschnitt wird zusätzlich eine Abbildung
definiert, die je zwei Elementen aus {

_
B} ein Element aus {

_
` } zuordnet.

Zusammengenommen ist damit gezeigt, dass die Gruppe {
_
` } der Koordina-

tendrehungen des dreidimensionalen Ortsraums zu ihrer Bedeckungsgruppe
{
_
B} homomorph ist.
Für beliebige Parametertriplets Θ definieren wir folgende Abbildung:

A : {
_
B} −→ {

_
` }

_
B(Θ)_

B(Θ± 2πΘ
Θ )

}
A−→

_
`(Θ) (6.30)

Dabei ist
_
B(Θ± 2πΘ

Θ ) =
_
B(Θ)

_
B(±2π) für jedes Parametertriplet Θ genau

ein Element der Gruppe {
_
B}, nicht etwa zwei Elemente. Denn wegen (6.20c)

ist
_
B(+2π) =

_
B(−2π).

Die Parametermannigfaltigkeit der Gruppe {
_
B} ist eine Kugel mit Radius

2π um den Punkt Θ = (0, 0, 0), die Parametermannigfaltigkeit der Gruppe
{
_
` } ist eine Kugel mit Radius π um den Punkt Θ = (0, 0, 0). Deshalb kann

man sich die Abbildung veranschaulichen wie in Abb. 6.4 dargestellt. Gezeigt
ist eine beliebige Achse durch den Nullpunkt der Parameter-Mannigfaltigkeit.
Jedes Element der Gruppe {

_
B} wird eindeutig auf genau ein Element der

Gruppe {
_
` } abgebildet. Das gilt auch für

_
B(+πΘ

Θ ) und
_
B(−πΘ

Θ ). Denn
in der Parameter-Mannigfaltigkeit der Gruppe {

_
` } ist der Punkt ±π auf

jeder Achse ein einziger topologischer Punkt, der das eindeutige Element_
`(±πΘ

Θ ) parametrisiert.
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{
_
B}

{
_
ℓ }

±2π+3π/2+π+π/20−π/2−π−3π/2±2π

±π+π/20−π/2±π

Abb. 6.4 : Abbildung der Gruppe {
_
B} auf die Gruppe {

_
` }

Jedes Element in {
_
` } ist Bild von genau 2 Elemente aus {

_
B}, auch das

Element
_
` (0). Denn auf

_
` (0) werden die 2 Elemente

_
B(0) und

_
B(±2π)

abgebildet, wobei
_
B(±2π) ja für alle Drehachsen zusammen ein einziges

Element ist.

6.1.4 n-dimensionale Darstellungen

Empfehlung: Weil dieser Abschnitt sehr ins Detail geht und zum Verständnis
der folgenden Kapitel nicht erforderlich ist, sollten Sie ihn beim ersten
Studium des Buches überspringen und gleich bei Abschnitt 6.2 auf Seite 149
weiterarbeiten.

6.1.4.1 Tensorprodukte

In der nichtrelativistischen Quantentheorie sind Spinoren – per Definition
– Zustandsfunktionen, die Basis von Darstellungen der Gruppe {

_
B} sind.

Per Definition ist die Matrixgruppe SU(2) eine treue, zweidimensionale
Darstellung der abstrakten Gruppe {

_
B}. Symbolisch schreiben wir für diese

zweidimensionale Darstellung

2 ≡ SU(2) . (6.31)

Ihre Basis sind zweikomponentige Spinoren φ:

φ′ =
(
φ1
φ2

)′
= Uφ

(6.15)=
(
a b
−b∗ a∗

)(
φ1
φ2

)
=
(

aφ1 + bφ2
−b∗φ1 + a∗φ2

)
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Matrixdarstellungen der Gruppe {
_
B} mit beliebiger Dimension lassen sich

erzeugen, indem man Tensorprodukte von Zweierspinoren als Basis wählt.
Wir führen das Verfahren am Beispiel einer vierdimensionalen Darstellung
vor. Die vierdimensionalen Spinoren χ, welche die Basis der gesuchten
Darstellung bilden, erhalten wir als direktes Produkt von Zweierspinoren:

χ =


χ11
χ12
χ21
χ22

 ≡
(
φ1
φ2

)
⊗
(
ψ1
ψ2

)
=


φ1 ·

(
ψ1
ψ2

)

φ2 ·
(
ψ1
ψ2

)
 =


φ1ψ1
φ1ψ2
φ2ψ1
φ2ψ2

 (6.32)

χ wird durch die 4× 4 Matrix W transformiert. Mit

U
(6.15)=

(
a b
−b∗ a∗

)
∈ SU(2) (6.33)

gilt: χ′ =Wχ = U

(
φ1
φ2

)
⊗ U

(
ψ1
ψ2

)
(6.34)

=


(aφ1 + bφ2)(aψ1 + bψ2)
(aφ1 + bφ2)(−b∗ψ1 + a∗ψ2)

(−b∗φ1 + a∗φ2)(aψ1 + bψ2)
(−b∗φ1 + a∗φ2)(−b∗ψ1 + a∗ψ2)



=


aa ab ba bb
−ab∗ aa∗ −bb∗ ba∗

−b∗a −b∗b a∗a a∗b
b∗b∗ −b∗a∗ −a∗b∗ a∗a∗



φ1ψ1
φ1ψ2
φ2ψ1
φ2ψ2

 (6.35)

= (U ⊗ U)χ (6.36)

Die MatrizenW = U⊗U bilden eine vierdimensionale Matrixdarstellung der
Gruppe {

_
B} auf Basis der vierkomponentigen Spinoren χ. Diese Darstellung

ist reduzibel. Damit ist folgendes gemeint:
Auf die Gleichung χ′ (6.34)= Wχ wenden wir eine beliebige unitäre Trans-

formation T an, und fügen die Einheitsmatrix 1 = T -1T ein:
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∼
χ
′
≡ Tχ′ = TWT -1︸      ︷︷      ︸

∼
W

Tχ︸︷︷︸
∼
χ

≡
∼
W
∼
χ (6.37)

{
∼
W} ist eine weitere, zu {W} gleichwertige, Darstellung der Gruppe {

_
B}

auf Basis der vierkomponentigen Spinoren
∼
χ. Durch geeignete Wahl von T

kann man erreichen, dass die 4× 4-Matrizen {
∼
W} als direkte Summe eines

eindimensionalen und eines dreidimensionalen Blocks erscheinen (Details
der Rechnungen stehen in A.5).

∼
W= TWT−1 =


1 0 0 0
0 aa ab

√
2 bb

0 −ab∗
√

2 aa∗ − bb∗ a∗b
√

2
0 b∗b∗ −a∗b∗

√
2 a∗a∗

 . (6.38)

In allen Matrizen der Darstellung {
∼
W} sind nur die Elemente

∼
W 11 und

∼
W jk

mit j, k = 2, 3, 4 von Null verschieden. Die drei unteren Spinorkomponenten
∼
χ12,

∼
χ21,

∼
χ22 werden nur untereinander gemischt, aber nicht mit der obersten

Spinorkomponente
∼
χ11. Die oberste Spinorkomponente wird nur mit sich

selbst „gemischt“. Die 4× 4-dimensionalen Matrizen
∼
W sind demnach die

direkte Summe von 1× 1-dimensionalen Matrizen und 3× 3-dimensionalen
Matrizen:

∼
W = (1)⊕

 aa ab
√

2 bb

−ab∗
√

2 aa∗ − bb∗ a∗b
√

2
b∗b∗ −a∗b∗

√
2 a∗a∗

 (6.39)

Die transformierten Spinoren haben die Form

∼
χ= Tχ =


√

1
2(φ1ψ2 − φ2ψ1)

φ1ψ1√
1
2(φ1ψ2 + φ2ψ1)

φ2ψ2

 . (6.40)

Die aus den drei unteren Komponenten gebildeten dreikomponentigen Spi-
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noren

S ≡

 φ1ψ1√
1
2(φ1ψ2 + φ2ψ1)

φ2ψ2

 (6.41)

sind Basis einer dreidimensionalen Darstellung der Gruppe {
_
B}. Die 3× 3

dimensionalen Matrizen Q dieser Darstellung haben gemäß (6.39) die Form

Q ≡

 aa ab
√

2 bb

−ab∗
√

2 aa∗ − bb∗ a∗b
√

2
b∗b∗ −a∗b∗

√
2 a∗a∗

 (6.42)

mit aa∗ + bb∗
(6.15)= 1 .

Diese Darstellung schreiben wir symbolisch als

3 ≡ {Q} . (6.43)

Wir bemerken, dass der Spinor S symmetrisch bei Vertauschung von φ und
ψ ist:  φ1ψ1√

1
2(φ1ψ2 + φ2ψ1)

φ2ψ2

 =

 +ψ1φ1

+
√

1
2(ψ1φ2 + ψ2φ1)

+ψ2φ2

 (6.44)

Der aus der obersten Komponente von (6.40) gebildete eindimensionale
Spinor

A ≡
√

1
2(φ1ψ2 − φ2ψ1) (6.45)

ist Basis einer eindimensionalen Darstellung der Gruppe {
_
B}. Es handelt

sich um eine triviale Darstellung, denn alle 1× 1 dimensionalen Matrizen P
dieser Darstellung haben gemäß (6.39) die Form

P ≡ (1) . (6.46)
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Symbolisch schreiben wir für diese Darstellung

1 ≡ {P} . (6.47)

Wir bemerken, dass der Spinor A antisymmetrisch bei Vertauschung von φ
und ψ ist: √

1
2(φ1ψ2 − φ2ψ1) = −

√
1
2(ψ1φ2 − ψ2φ1) (6.48)

Dies Ergebnis lässt sich zusammenfassen in der symbolischen Gleichung

2⊗ 2 = 1⊕ 3 . (6.49)

In Worten: Die reduzible vierdimensionale Darstellung der Gruppe {
_
B},

die als direktes Produkt zweier zweidimensionaler Darstellungen entsteht,
zerfällt in die direkte Summe einer irreduziblen eindimensionalen und einer
irreduziblen dreidimensionalen Darstellung.
Wir wollen die Spinoren der nichtrelativistischen Theorie noch in einer

anschaulicheren Weise darstellen, die vielleicht aus dem Grundstudium
gewohnter ist. Dazu definieren wir

↑φ≡ φ1 ↓φ≡ φ2 ↑ψ ≡ ψ1 ↓ψ ≡ ψ2 . (6.50)

In dieser Schreibweise sind die ein- und dreidimensionalen Spinoren, die die
Basen der irreduziblen Darstellungen bilden:

A
(6.45)=

√
1
2( ↑φ ↓ψ − ↓φ ↑ψ ) (6.51)

S
(6.41)=

 ↑φ ↑ψ√
1
2( ↑φ ↓ψ + ↓φ ↑ψ )

↓φ ↓ψ

 (6.52)

Anschauliche Lesart dieser Gleichungen: Die Spinoren φ und ψ repräsentieren
je ein Teilchen mit Spin 1

2 . Der Pfeil ↑ bedeutet, dass die Projektion des
Spins auf eine bestimmten Achse des Ortsraums + ~2 ist, der Pfeil ↓ bedeutet,
dass die Projektion des Spins auf diese Achse − ~2 ist. ↑φ ↑ψ bedeutet, dass
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die Projektion des Gesamtspins des zusammengesetzten Systems auf diese
Achse +~ ist, ↓φ ↓ψ bedeutet, dass die Projektion des Gesamtspins des
zusammengesetzten Systems auf diese Achse −~ ist.

Das zusammengesetzte System, dessen Spinprojektion auf die ausgezeich-
nete Achse gleich 0 ist, wird bemerkenswerterweise nicht durch ↑φ ↓ψ
oder ↓φ ↑ψ beschrieben, sondern durch die antisymmetrische Kombination√

1
2( ↑φ ↓ψ − ↓φ ↑ψ ), oder durch die symmetrische Kombination

√
1
2( ↑φ

↓ψ + ↓φ ↑ψ ) der beiden Teilchen. Bei der Zusammensetzung verschmelzen
die beiden Teilchen zu einem Gesamtsystem, in der die eine oder andere Ori-
entierung des Spins nicht mehr dem einen oder anderen Teilchen zugeordnet
werden kann.

6.1.4.2 Symmetrische Produkt-Darstellungen

Man kann irreduzible Darstellungen beliebiger Dimension dadurch gewinnen,
dass man Tensorprodukte von Darstellungen niedriger Dimension bildet,
und dann Tensorprodukte der Tensorprodukte, und so weiter, und schließlich
diese Darstellungen in eine direkte Summe irreduzibler Darstellungen zerlegt.
Das Verfahren wird bei höherer Dimension ziemlich aufwändig. In diesem
Abschnitt beschreiben wir, wie man sich den Umweg über die reduziblen
Darstellungen sparen, und auf Anhieb irreduzible Darstellungen beliebiger
Dimension konstruieren kann.

Dazu überlegen wir, wieso eigentlich bei der Methode der Tensorprodukte
reduzible Darstellungen auftreten. Wir bilden das direkte Produkt eines
zweikomponentigen Spinors mit sich selbst:

(
u
v

)
⊗
(
u
v

)
=


uu
uv
vu
vv

 =


u2

uv
uv
v2

 (6.53)

Das Produkt enthält zwei identische Komponenten. Wenn wir das Produkt
nochmals mit dem Spinor ( uv ) direkt multiplizieren, bekommen wir einen
Spinor mit den Komponenten u3,u2v, u2v, uv2,u2v,uv2,uv2,v3. In diesem
Spinor sind drei Komponenten gleich u2v, und drei Komponenten gleich uv2.
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Insgesamt sind von den acht Komponenten nur vier, nämlich u3,u2v,uv2,v3,
linear unabhängig. Es ist das mehrfache Auftreten gleicher Komponenten
der Spinoren, das die Darstellungen reduzibel macht. Es ist plausibel, dass
eine Darstellung irreduzibel ist, wenn ihre Basis von Spinoren gebildet
wird, deren Komponenten voneinander linear unabhängig sind. Den Beweis
ersparen wir uns.
Zur Konstruktion von Spinoren beliebiger Dimension mit linear unab-

hängigen Komponenten gehen wir aus von der treuen zweidimensionalen
Darstellung der Gruppe {

_
B} durch die Matrixgruppe SU(2):(

u′

v′

)
(6.15)=

(
a b
−b∗ a∗

)(
u
v

)
=
(

au+ bv
−b∗u+ a∗v

)
(6.54)

Die Dimension einer Darstellung codieren wir mithilfe eines Parameters j:

Dimension = 2j + 1 = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , . . .
=⇒ j= 0 , 1

2 , 1 ,
3
2 , 2 ,

5
2 , . . .

(6.55)

Die Spinoren φ(j), die die Basis einer 2j + 1-dimensionalen Darstellung
der Gruppe {

_
B} bilden, kennzeichnen wir mit dem Zeichen (j), ebenso

die Elemente D(j) der Darstellung {D(j)}. Die runden Klammern sollen
darauf hinweisen, dass nicht nach der Summenkonvention über mehrfach
vorkommendes (j) zu summieren ist.

Die Komponente φ(j)
r des 2j + 1-komponentigen Spinors φ(j) definieren

wir durch

φ(j)
r ≡ N (j)

r u2j+1−rvr−1 (6.56a)

mit dem Normierungsfaktor

N (j)
r ≡

√
(2j)!

(r − 1)! (2j + 1− r)! . (6.56b)

Der Spinor der Dimension 2j + 1 ist demnach
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φ(j) =



N
(j)
1 u2jv0

N
(j)
2 u2j−1v1

...

N
(j)
2j u

1v2j−1

N
(j)
2j+1u

0v2j


. (6.57)

Wir geben einige Spinoren mit wenigen Komponenten, und ihre Betragsqua-
drate, explizit an:

φ(0) =
(
N

(0)
1 u0v0

)
= (1) (6.58a)

|φ(0)|2 = 1 (6.58b)

φ( 1
2 ) =

N ( 1
2 )

1 u1v0

N
( 1

2 )
2 u0v1

 =
(
u
v

)
(6.59a)

|φ( 1
2 )|2 = |u|2 + |v|2 (6.59b)

φ(1) =

N
(1)
1 u2v0

N
(1)
2 u1v1

N
(1)
3 u0v2

 =

 u2
√

2uv
v2

 (6.60a)

|φ(1)|2 = |u|4 + 2|u|2|v|2 + |v|4 = (|u|2 + |v|2)2 (6.60b)

φ( 3
2 ) =


N

( 3
2 )

1 u3v0

N
( 3

2 )
2 u2v1

N
( 3

2 )
3 u1v2

N
( 3

2 )
4 u0v3

 =


u3
√

3u2v√
3uv2

v3

 (6.61a)

|φ( 3
2 )|2 = |u|6 + 3|u|4|v|2 + 3|u|2|v|4 + |v|6 = (|u|2 + |v|2)3 (6.61b)
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Offensichtlich sind alle Spinoren auf 1 normiert, wenn der zweidimensionale
Spinor ( uv ) auf 1 normiert ist.
Die 2j + 1-dimensionalen Basisvektoren werden mithilfe der zweidimen-

sionalen Basisvektoren berechnet:(
u′

v′

)
=(6.54)

(
au+ bv
−b∗u+ a∗v

)

φ(j)
r =(6.56a)

N (j)
r u2j+1−rvr−1

φ(j)
r
′ = N (j)

r (u′)2j+1−r(v′)r−1

= N (j)
r (au+ bv)2j+1−r(−b∗u+ a∗v)r−1 (6.62)

Die Elemente D(j) der Darstellung {D(j)} sind lineare Transformationen,
die auf die Basisvektoren (6.62) wirken:

φ(j)′ ≡ D(j)φ(j) (6.63)

bzw. in Komponentenschreibweise

φ
(j)
r′
′ ≡ D(j)

r′rφ
(j)
r (6.64)

Den Zeilenindex von φ′ haben wir r′ genannt, damit er vom Zeilenindex
von φ unterschieden werden kann. Auf der rechten Seite der Gleichung wird
gemäß der Summenkonvention über den Index r von 1 bis 2j + 1 summiert.
Die Transformationen D(j)

r′r (Nebenrechnungen siehe Anhang A.1) sind:

D
(j)
r′r=

2j+1−r′∑
k=0

√
(2j + 1− r′)!(r′ − 1)!(r − 1)!(2j + 1− r)!

k!(2j + 1− r′ − k)!(−k + r − 1)!(r′ + k − r)! ·

· a2j+1−r′−kbk(−b∗)r′+k−ra∗−k+r−1
(6.65)

Achtung: In dieser Formel können im Nenner (aber nicht im Zähler) die
Fakultäten negativer ganzer Zahlen auftreten. Die Definition der Fakultät
ganzer Zahlen ist
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z! ≡ 1 · 2 · 3 · . . . · (z − 1) · z für z > 0
z! ≡ 1 für z = 0
z! ≡ ±∞ für z < 0

 z ∈ Z . (6.66)

Also sind alle Summanden, bei denen im Nenner die Fakultät einer negativen
ganzen Zahl vorkommt, gleich Null.
Dadurch, dass die Konstruktion der Darstellungen (6.65) unmittelbar

auf der zweidimensionalen Darstellung SU(2) aufbaut ist sichergestellt,
dass sie tatsächlich Darstellungen der Gruppe {

_
B} sind, die alle formalen

Anforderungen an eine Darstellung erfüllen, insbesondere auch zur Gruppe
{
_
B} homomorph sind.
Wir berechnen mit Formel (6.65) die Darstellungsmatrizen für einige

kleine Werte von j (die Nebenrechnungen findet man in Anhang A.2):

D(0) (A.10)= (1) (6.67a)

D( 1
2 ) (A.11)=

(
a b
−b∗ a∗

)
(6.67b)

D(1) (A.12)=

 a2 √
2ab b2

−
√

2ab∗ aa∗ − bb∗
√

2ba∗
b∗2 −

√
2b∗a∗ a∗2

 (6.67c)

D( 3
2 ) (A.13)=


a3 √

3a2b
√

3ab2 b3

−
√

3a2b∗ a2a∗ − 2abb∗ 2aba∗ − b2b∗
√

3b2a∗√
3ab∗2 −2ab∗a∗ + bb∗2 aa∗2 − 2bb∗a∗

√
3ba∗2

−b∗3
√

3b∗2a∗ −
√

3b∗a∗2 a∗3


(6.67d)

Konstruktionsbedingt ist die zweidimensionale Darstellung {D( 1
2 )} = 2

natürlich identisch mit (6.15).
Der Vergleich mit den Darstellungen, die wir im vorigen Abschnitt durch

die Bildung von Tensorprodukten von D( 1
2 ) erzeugt haben, zeigt: Die eindi-

mensionale Darstellung {D(0)} ist – siehe (6.46) – identisch mit der eindimen-
sionalen Darstellung {P} = 1, und die dreidimensionale Darstellung {D(1)}
ist – siehe (6.42) – identisch mit der dreidimensionalen Darstellung {Q} = 3.
Dagegen unterscheidet sich die irreduzible Darstellung {D( 3

2 )} = 4 von den



6.2 Die relativistische Bedeckungsgruppe 149
beiden zueinander equivalenten reduziblen vierdimensionalen Darstellungen
{W} – siehe (6.35) – und {

∼
W} – siehe (6.38).

Nur für irreduzible Darstellungen verwenden wir zuweilen die fett gedruck-
ten Dimensionszahlen als abkürzende Darstellungsnamen. Achtung: Einige
Autoren kodieren mit der fett gedruckten Nummer nicht die Dimension der
Darstellung, sondern den Wert von j. Die zweidimensionale Darstellung
heißt bei ihnen 1

2 , die dreidimensionale Darstellung 1, und aus unserer
Gleichung 2⊗ 2(6.49)= 1⊕ 3 wird bei ihnen 1

2 ⊗
1
2 = 0⊕ 1.

Im Folgenden werden wir auch die Generatoren und die Exponential-
form der Transformationen D(j) benötigen. Man findet sie, indem man
infinitesimal kleine Parameter

ΘINF
k = lim

n→∞
Θk

n
mit n ∈ N (6.68)

verwendet, und die DarstellungD(j)(ΘINF) in einer Taylorreihe umD(j)(Θ =
0) entwickelt. Wegen der infinitesimal kleinen Parameter kann die Entwick-
lung nach dem linearen Glied abgebrochen werden:

D(j)(ΘINF) = I + ΘINF
k

dD(j)

dΘk

∣∣∣
Θ=0

= I + i

~
ΘINF
k Σ(j)k (6.69)

Σ(j)k ≡ −i~dD(j)

dΘk

∣∣∣
Θ=0

(6.70)

Σ(j)k sind die drei Generatoren der 2j+ 1-dimensionalen Darstellung {D(j)}
von {

_
B}. Die Transformation mit endlichen Parametern erhält man durch

Hintereinanderschaltung unendlich vieler unendlich kleiner Transformatio-
nen:

D(j)(Θ) = lim
n→∞

(
I + i

~

Θk

n
Σ(j)k

)n
= exp

{ i
~

ΘkΣ(j)k
}

(6.71)

6.2 Die relativistische Bedeckungsgruppe {B}

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass nichtrelativistische Spinoren
die Basen von Darstellungen der Gruppe {

_
B} sind. Die Gruppe {

_
B} ist die
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universelle Bedeckungsgruppe der Drehgruppe {
_
` } des dreidimensionalen

Raumes. Die Parameter-Mannigfaltigkeit von {
_
` } ist eine zweifach-zusam-

menhängende dreidimensionale Kugel mit Radius π und Mittelpunkt (0, 0, 0).
Die Parameter-Mannigfaltigkeit von {

_
B} ist eine einfach-zusammenhängen-

de dreidimensionale Kugel mit Radius 2π und Mittelpunkt (0, 0, 0).
Die Parameter-Mannigfaltigkeit (η1, η2, η3,Θ1,Θ2,Θ3) der Lorentzgruppe

{ `} ist in drei ihrer sechs Dimensionen mit der Parameter-Mannigfaltig-
keit von {

_
` } identisch, also eine zweifach-zusammenhängende Kugel mit

Radius π. Folglich ist die Parameter-Mannigfaltigkeit der universellen Bede-
ckungsgruppe der Lorentzgruppe – die wir {B} nennen – in drei ihrer sechs
Dimensionen identisch mit der Parameter-Mannigfaltigkeit der Gruppe {

_
B},

also eine einfach zusammenhängende Kugel mit Radius 2π und Mittelpunkt
(0, 0, 0, 0, 0, 0).

Die anderen drei Parameter η1, η2, η3 der Lorentzgruppe können jeden be-
liebigen Wert −∞ ≤ η ≤ +∞ annehmen. Dieser Teil der Mannigfaltigkeit ist
einfach zusammenhängend, denn kein Weg zwischen zwei Punkten kann die
Oberfläche der Mannigfaltigkeit berühren. Deshalb haben die Lorentzgruppe
{ `} und ihre Bedeckungsgruppe {B} in den drei Parametern η die identische
Parameter-Mannigfaltigkeit. Damit ist die Parameter-Mannigfaltigkeit der
Gruppe {B} vollständig festgelegt.

Relativistische Spinoren sind die Basen von Darstellungen von {B}. Un-
sere nächste Aufgabe ist es deshalb, Darstellungen von {B} mit beliebiger
Dimension zu finden. Bei der Suche werden folgende Anhaltspunkte hilfreich
sein:
∗ Die Matrixgruppe SU(2) ist eine zweidimensionale Darstellung von {

_
B}.

Ihre drei Generatoren sind ~2σ
k, mit den Pauli-Matrizen σk, k = 1, 2, 3.

∗ Die Determinanten der Elemente aller Matrixdarstellungen der Gruppen
{
_
` } und {

_
B} sind gleich +1.

∗ Die Determinanten der Elemente sämtlicher Matrixdarstellungen der
Lorentzgruppe { `} sind +1. Deshalb müssen auch die Determinanten
der Elemente sämtlicher Matrixdarstellungen der Gruppe {B} gleich +1
sein.
∗ Die Lie-Algebra von {B} und aller ihrer Darstellungen muss mit der Lie-
Algebra der Lorentzgruppe { `} identisch sein.
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6.2.1 Zweidimensionale Darstellungen von {B}

Wir suchen zunächst eine treue Matrixdarstellung von {B} mit möglichst
niedriger Dimension. 1 × 1-Matrizen reichen nicht aus, denn {B} hat ja
6 reelle Parameter. Wir versuchen es mit 2 × 2-Matrizen mit komplexen
Elementen: (

aeiα beiβ

ceiγ deiδ

)
mit a, b, c, d, α, β, γ, δ ∈ R (6.72)

Die 8 reellen Parameter der Matrizen werden durch die Anforderung an die
Determinante eingeschränkt:

det
(
aeiα beiβ

ceiγ deiδ

)
= adei(α+δ) − bcei(β+γ) = +1 (6.73)

In Anhang A.3 wird gezeigt, dass diese Nebenbedingung die Anzahl der
freien Parameter der Matrizen auf genau 6 reduziert. Die Matrizen (6.72)
mit der Nebenbedingung (6.73) bilden die Matrixgruppe SL(2,C). Das S im
Namen der Gruppe bedeutet „speziell“ oder „unimodular“, es bezieht sich
darauf dass die Determinante ihrer Elemente +1 ist. (2,C) bedeutet, dass es
sich um 2× 2-Matrizen mit komplexen Elementen handelt (es gibt auch eine
Gruppe SL(2,R) mit reellen Elementen). Das L bedeutet „linear“. Anders
als die Elemente von SU(2) sind die Elemente von SL(2,C) nicht unitär.
Das haben wir auch nicht erwartet, weil wir bereits aus (5.56) wissen, dass
eine Lie-Gruppe nur dann eine endlich-dimensionale unitäre Darstellung
haben kann, wenn ihre Parameter-Mannigfaltigkeit kompakt ist.
Anhand der sechs reellen Zahlen, die die Elemente der SL(2,C) parame-

trisieren, kann eine eineindeutige Abbildung zwischen {B} und SL(2,C)
definiert werden. Wenn darüber hinaus die Lie-Algebra der SL(2,C) iden-
tisch ist mit der Lie-Algebra der Gruppe {B}, dann ist SL(2,C) eine treue
zweidimensionale Darstellung von {B}.

Wir suchen jetzt die Generatoren der SL(2,C). Sie müssen 2×2-dimensio-
nale Matrizen mit der Lie-Algebra der Lorentzgruppe sein. Zum Vergleich
betrachten wir die vierdimensionalen Generatoren der Lorentztransformati-



152 6 Bedeckungsgruppen

onen {Λ}, die in (5.69) aufgelistet sind. Ihre Lie-Algebra ist

[Kk,K l] (5.71a)= −i~εklmLm (6.74a)

[Kk, Ll] (5.71b)= +i~εklmKm (6.74b)

[Lk, Ll] (5.71c)= +i~εklmLm . (6.74c)

Um zweidimensionale Generatoren mit der gleichen Lie-Algebra zu fin-
den erinnern wir uns daran, dass die Generatoren der SU(2) die gleichen
Vertauschungsrelationen wie (6.74c) haben:[

~σk

2 ,
~σl

2

]
(6.24)= +i~εklm ~σ

m

2 (6.75)

Damit ist es nicht schwer, die sechs Generatoren

±i ~σ
k

2 ,
~σk

2 mit k = 1, 2, 3 (6.76)

zu erraten. Die Lie-Algebra dieser Generatoren ist tatsächlich mit (6.74)
identisch: [

± i ~σ
k

2 ,±i ~σ
l

2

]
= −i~εklm ~σ

m

2 (6.77a)[
± i ~σ

k

2 ,
~σl

2

]
= +i~εklm

(
± i ~σ

m

2
)

(6.77b)[
~σk

2 ,
~σl

2

]
= +i~εklm ~σ

m

2 (6.77c)

Da die Pauli-Matrizen hermitesch sind, sind es die drei Rotationsgeneratoren
~σk

2 ebenfalls. Dagegen sind die drei Boostgeneratoren ±i ~σk2 nicht hermi-
tesch. Aufgrund ihres doppelten Vorzeichens gibt es zwei unterschiedliche
zweidimensionale Darstellungen von {B}, die wir {LD} und {RD} nennen.
Die Spinoren, die die Basis der Darstellung {LD} bilden, nennen wir L, die
Spinoren der Basis von {RD} nennen wir R:
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L1
L2

)′
= LD

(
L1
L2

)
≡ exp

{ i
~

(
Θk
~σk

2 + ηki
~σk

2
)}(L1

L2

)
(6.78a)(

R1
R2

)′
= RD

(
R1
R2

)
≡ exp

{ i
~

(
Θk
~σk

2 − ηki
~σk

2
)}(R1

R2

)
(6.78b)

In der Schreibweise mit doppelt indizierten Winkelmatrizen

(Ωστ ) (5.64a)=


0 η1 η2 η3
−η1 0 θ3 −θ2
−η2 −θ3 0 θ1
−η3 θ2 −θ1 0

 (6.79)

und analog zu (5.64b) definierten doppelt indizierten Generatormatrizen

(LSστ ) ≡ ~2


0 iσ1 iσ2 iσ3

−iσ1 0 σ3 −σ2

−iσ2 −σ3 0 σ1

−iσ3 σ2 −σ1 0

 (6.80)

(RSστ ) ≡ ~2


0 −iσ1 −iσ2 −iσ3

iσ1 0 σ3 −σ2

iσ2 −σ3 0 σ1

iσ3 σ2 −σ1 0

 (6.81)

können die Darstellungen auch in der Form(
L1
L2

)′
= LD

(
L1
L2

)
≡ exp

{ i

2~Ωστ
LSστ

}(L1
L2

)
(6.82a)(

R1
R2

)′
= RD

(
R1
R2

)
≡ exp

{ i

2~Ωστ
RSστ

}(R1
R2

)
(6.82b)

geschrieben werden.
Diese beiden Darstellungen werden nach ihrem Erforscher1 als Weyl-

Darstellungen bezeichnet. Achtung: Es handelt sich nicht um eine zweideu-

1 Hermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955)
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tige Abbildung, sondern um zwei eineindeutige Abbildungen der Gruppe
{B} auf die beiden Gruppen {RD} und {LD}, die sich im Vorzeichen ihrer
Boostgeneratoren unterscheiden. Wir haben erwähnt, dass manche Autoren
Darstellungen von {B} als Darstellungen der Lorentzgruppe { `} betrachten.
Dabei tritt dann eine Zweideutigkeit auf, weil die Parameter-Mannigfaltig-
keit der Lorentzgruppe in den drei Parametern Θk zweifach zusammenhängt,
die Parameter-Mannigfaltigkeit ihrer Bedeckungsgruppe {B} aber einfach.
Das Auftreten unterschiedlicher Vorzeichen in den zwei Darstellungen (6.78)
hat mit jener Zweideutigkeit nichts zu tun. Man erkennt das allein schon
daran, dass das unterschiedliche Vorzeichen in (6.78) in den Boost-Genera-
toren auftritt, also bei den Parametern ηk, deren Mannigfaltigkeit sowohl
bei der Lorentzgruppe als auch bei ihrer Bedeckungsgruppe {B} einfach
zusammenhängt.
Durch die Relation tanh η (5.43)= v/c sind die drei Boost-Parameter η ein

Maß für die Relativgeschwindigkeit v zweier Koordinatensysteme. Deshalb
eignen sich – wie wir sehen werden – die Spinoren, die die Basen der
beiden Darstellungen mit entgegengesetztem Rapiditäts-Parameter bilden,
zur Beschreibung von Feldern mit entgegengesetzter Helizität. Aus diesem
Grund behält man beide Varianten von (6.78) bei, obwohl der Unterschied
marginal erscheint. In Abschnitt 8.10 werden wir beweisen, dass die Spinoren
R Felder mit rechtshändiger Helizität beschreiben, die Spinoren L aber
Felder mit linkshändiger Helizität. Die Indizes R und L werden deshalb als
„rechts“ bzw. „links“ gelesen.

6.2.2 n-dimensionale Darstellungen von {B}

Empfehlung: Weil dieser Abschnitt sehr ins Detail geht und zum Verständnis
der folgenden Kapitel nicht erforderlich ist, sollten Sie ihn beim ersten
Studium des Buches überspringen und gleich bei Abschnitt 6.3 auf Seite 156
weiterarbeiten.

In Abschnitt 6.1.4 haben wir Verfahren zur Konstruktion beliebig-dimen-
sionaler Darstellungen D(j) der Gruppe {

_
B} entwickelt, und in (6.70) ihre

Generatoren angegeben. Die Dimension der Darstellung D(j) ist 2j + 1.
Der Parameter j kann die Werte 0, 1

2 , 1,
3
2 , . . . annehmen. Über das einge-

klammerte (j) wird nicht nach der Summenkonvention summiert. Jetzt
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wollen wir Darstellungen der Gruppe {B} mit beliebiger Dimension 2j + 1
konstruieren. In (6.76) fiel es uns nicht schwer, die sechs Generatoren der
beiden zweidimensionalen Darstellungen von {B} zu erraten. Denn wir
kannten bereits die Generatoren ~σk

2 der zweidimensionalen Darstellung
der Gruppe {

_
B}, und brauchten nur noch den Faktor ±i hinzuzufügen,

um auch die Boost-Generatoren zu finden. Dies ist keine Besonderheit der
zweidimensionalen Darstellungen, sondern es gilt der

Satz: Σ(j)k mit k = 1, 2, 3

seien die drei Generatoren einer 2j + 1-dimensionalen Darstellung
der Gruppe {

_
B}, mit j = 0, 1

2 , 1,
3
2 , . . . . Dann sind

+Σ(j)k , +iΣ(j)k mit k = 1, 2, 3

die sechs Generatoren einer 2j + 1-dimensionalen linkshändigen
Darstellung der Gruppe {B}, und

+Σ(j)k , −iΣ(j)k mit k = 1, 2, 3

sind die sechs Generatoren einer 2j + 1-dimensionalen rechtshän-
digen Darstellung der Gruppe {B}.

(6.83)

Beweis: Als Generatoren einer Darstellung der Gruppe {
_
B} haben die

Operatoren Σ(j)k mit k = 1, 2, 3 die Lie-Algebra

[Σ(j)k,Σ(j)l] (6.24)= +i~εklmΣ(j)m . (6.84)

Also ist die Lie-Algebra der sechs Generatoren Σ(j)k,±iΣ(j)k:

[±iΣ(j)k,±iΣ(j)l] = −i~εklmΣ(j)m (6.85a)
[±iΣ(j)k,Σ(j)l] = +i~εklm(±iΣ(j)m) (6.85b)

[Σ(j)k,Σ(j)l] = +i~εklmΣ(j)m (6.85c)

Das ist wieder mit (6.74) identisch. Satz und Beweis gelten für Generatoren
beliebiger Dimension. Mit Satz (6.83) können wir die links- und rechtshän-
digen Darstellungen der Gruppe {B} konstruieren:
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LD(j) ≡ exp
{ i
~

(
ΘkΣ(j)k + ηkiΣ(j)k

)}
(6.86a)

RD(j) ≡ exp
{ i
~

(
ΘkΣ(j)k − ηkiΣ(j)k

)}
(6.86b)

LD(j) und RD(j) haben beide die Dimension 2j + 1.
Manchmal sind auch die direkten Produkte von RD(jR) und LD(jL) nützlich,

wobei jR = jL oder jR , jL sein kann. Wir nennen die 2jR + 1-dimensio-
nalen Spinoren, die die Basis der Darstellung { RD(jR)} bilden, R(jR). Als
L(jL) bezeichnen wir die 2jL + 1-dimensionalen Spinoren, die die Basis der
Darstellung { LD(jL)} bilden. Die Basis der direkten Produktdarstellungen
sind die direkten Produkte der Spinoren R(jR) und L(jL) :

D(jL,jR)
(
L(jL) ⊗R(jR)

)
≡
(
LD(jL)L(jL)

)
⊗
(
RD(jR)R(jR)

)
(6.87)

Die Dimension der Darstellung {D(jL,jR)} ist (2jL + 1) · (2jR + 1).

6.3 Transformation von Spinorfeldern

Aufgrund der formalen Ähnlichkeit mit der Transformation von Vektorfel-
dern kann man die Formeln von Abschnitt 5.6 mit geringen Modifikationen
übernehmen. Wenn der n-dimensionale Spinor φ bei einer Drehung der vier-
dimensionalen Raum-Zeit-Koordinaten um den infinitesimal kleinen Winkel
ω durch

φ′a = DINF
ab φb =

(
δab + i

2~ ωστS
στ
ab

)
φb (6.88)

transformiert wird, dann wird das n-dimensionale Spinorfeld φ(x) bei der
gleichen Koordinaten-Rotation durch

φ′a(x′)
(5.87)=

(
δab + i

2~ωστ (Sστab + Jστδab)
)
φb(x) (6.89)

transformiert. Dies ist die a-te Zeile der Matrixgleichung

φ′(x′) =
(
1 + i

2~ωστ (Sστ + Jστ )
)
φ(x) . (6.90)
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Die Transformation bei Drehung der vierdimensionalen Raum-Zeit-Koordi-
naten um den endlichen Winkel Ω ist demzufolge

φ′(x′) = exp
{ i

2~Ωστ (Sστ + Jστ )
}
φ(x) . (6.91)

Da die Generatoren S auf die Amplitudenkomponenten φn des Spinorfeldes,
jedoch nicht auf ihr Argument x wirken, und da die Generatoren J auf
das Argument x des Spinorfeldes, aber nicht auf seine Amplitudenkompo-
nenten φn wirken, kommutieren S und J . Deshalb ist die Reihenfolge der
Transformationen egal:

φ′(x′) = DRφ(x) = RDφ(x) (6.92a)

Als dritte Variante kann man – wie in Abschnitt 5.6 bewiesen – das Argument
des Spinorfelds mit der inversen Lorentztransformation transformieren:

φ′(x′) = exp
{ i

2~ΩστS
στ
}
φ(Λ-1x) = Dφ(Λ-1x) (6.92b)

(Sστab ) ist der Generator der Spinortransformation D. Die Raum-Zeit-
Indizes σ und τ laufen von 0 bis 3. Den Wertebereich der Spinorindizes
a, b haben wir nicht spezifiziert. Bisher haben wir nur die Darstellungen
(6.82) explizit angegeben, die auf der Basis zweikomponentiger Spinoren
definiert sind. Mindestens ebenso wichtig ist die Transformation vierkom-
ponentiger Dirac-Spinoren. Wir werden die explizite Konstruktion einer
vierdimensionalen Darstellung von {B} in Abschnitt 8.3 nachholen.

Warnung: Einige Autoren definieren φ′(x′) = Dφ(x), integrieren also die
Transformation des Arguments x in die Transformation D. Definitionen
können nicht richtig oder falsch sein, sondern nur mehr oder weniger geschickt
und zweckmäßig. Wichtig ist es freilich, die einmal getroffene Definition
dann auch konsistent anzuwenden, was in der Literatur leider nicht immer
geschieht.
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6.4 Der Drehimpuls von Spinorfeldern

In Abschnitt (4.3) haben wir die Drehimpulserhaltung skalarer Felder unter-
sucht, in Abschnitt (5.7) die Drehimpulserhaltung von Vektorfeldern. Diese
Untersuchung wollen wir jetzt auf Spinorfelder ausdehnen.

Die Feldgleichung des Spinorfelds φ(x) wird aus der Lagrangedichte L be-
rechnet. Laut (4.15) ist die notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingung
dafür, dass die Transformation Γ mit dem Generator γ eine Symmetrie von
φ ist, durch

(∂ρL)wγxρ = 0 (6.93)

gegeben. Einsetzen von 1
2ωστ (Sστ + Jστ ) für wγ ergibt

0 = (∂ρL)1
2ωστ (Sστ + Jστ )xρ = (∂ρL)1

2ωστJ
στxρ , (6.94)

denn xρ ist ein Spinor-Skalar, so dass Sστxρ = 0 ist. Deshalb ist (6.94)
identisch mit der notwendigen Bedingung (4.66) für die Drehimpulserhaltung
eines skalaren Feldes. Also ist – wie bei (4.66) diskutiert – auch für ein
Spinorfeld die Bedingung genau dann erfüllt, wenn die Lagrangedichte
zumindest von den Raumzeitrichtungen σ und τ , in denen die Drehung
stattfindet, nicht explizit abhängt, sodass ∂σL = ∂τL = 0 gilt.
Die hinreichende Symmetriebedingung (4.11)

∃G : L
I+ i

~
w γ

−−−−−→ L ′ = L+ i

~
w γL = L+ dρGρ

ergibt mit Einsetzen von 1
2 ωστ (Sστ + Jστ ) für wγ

i

~
w γL = dρGρ = i

2~ωστ (Sστ + Jστ )L = i

2~ωστJ
στL . (6.95)

Denn alle Lagrangedichten, mit denen wir uns in diesem Buch beschäftigen,
sind Spinor-Skalare, d.h. sämtliche Spinorindizes sind in L kontrahiert.
Deshalb ist

SστL = 0 . (6.96)
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Die hinreichende Bedingung für die Drehimpulserhaltung des Spinorfeldes
wird demnach mit dem gleichen

Gρ (4.68)= −1
2ωστ (xσgτρ − xτgσρ)L (6.97)

erfüllt wie die hinreichende Bedingung für die Drehimpulserhaltung des
skalaren Feldes. Auf gleiche Weise wie in Abschnitt 4.3 findet man die
Komponenten der erhaltenen Stromdichten:

jρ =(4.16)
C

( ∑
r ∂L

∂(dρφr)
1
2ωστ (Sστ + Jστ )φr + i~Gρ

)
=

∑
στ=10,20,30,23,31,12

Ci~ωστ ·

·
(∑

r

∂L
∂(dρφr)

( 1
i~
Sστ + xσdτ − xτdσ

)
φr − (xσgτρ − xτgσρ)L

)
Zu summieren ist über alle Spinorfelder φr, die in der Lagrangedichte enthal-
ten sind. In der letzten Zeile ist der Faktor 1/2 entfallen, weil nur über die
sechs linear unabhängigen Komponenten des schiefsymmetrischen Tensors
ωστ summiert wird. Aufgrund der Unabhängigkeit dieser Komponenten gibt
es sechs verschiedene erhaltene Stromdichten j, deren Komponenten man
mit dem in Abschnitt 4.2 definierten Energiedichte-Spannungs-Tensor

T ρσ (4.32)=
∑
r

∂L
∂(dρφr)

dσφr − gρσL (6.98)

und der Spindichte

Sρστ ≡ 1
i~c

∑
r

∂L
∂(dρφr)

Sστφr (6.99)

(die eine deutlich andere Form als die Spindichte (5.99) des in Abschnitt 5.7
untersucht Vektorfeldes hat), und mit der Definition C ≡ 1/(ci~ωστ ) in der
einfachen Form
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jρ =(4.70)
xσ
T ρτ

c
− xτ T

ρσ

c
+ Sρστ (6.100)

mit στ = 10, 20, 30, 23, 31, 12

schreiben kann. Die erhaltenen Stromdichten werden zusammengefasst im
Drehimpulsdichte-Tensor

Mρστ ≡ xσ T
ρτ

c
− xτ T

ρσ

c
+ Sρστ , (6.101)

der die Dimension Wirkung/Volumen hat.M erfüllt die sechs linear unab-
hängigen Kontinuitätsgleichungen

dρjρ = dρMρστ = 0 für στ = 10, 20, 30, 23, 31, 12 . (6.102)

Integration der Null-Komponenten über den gesamten Ortsraum ergibt die
sechs erhaltenen Drehimpulse

Mστ ≡
∫
Ω

d3x
(
xσ
T 0τ

c
− xτ T

0σ

c

)
︸                                 ︷︷                                 ︸

Bahndrehimpuls

+
∫
Ω

d3xS0στ

︸           ︷︷           ︸
Spin

(6.103)

mit στ = 10, 20, 30, 23, 31, 12 ,

die bereits bei (4.73) diskutiert wurden. Dort hatten wir festgestellt, dass
für praktische Anwendungen nur die rein räumlichen Drehimpulse mit
στ = 23, 31, 12 nützlich sind. Wir bemerken, dass Erhaltungssätze nur für
die Gesamt-Drehimpulse gelten, nicht für Bahndrehimpuls oder Spin allein.
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7 Normierung, Deltafunktion,
Kronecker-Symbol

Bei der Quantisierung der Felder werden wir von den Lösungen der Glei-
chungen freier Felder ausgehen. Wichtige formale Fragen bei freien Feldern
sind die Normierung der Zustandsvektoren, und im Zusammenhang da-
mit unterschiedliche Realisierungen der Dirac’schen Deltafunktion und des
Kronecker-Symbols. Bevor wir uns den einzelnen Feldern zuwenden, werden
wir vorab diese Fragen klären.

Wenn ein System durch die Zustandsfunktion ψ(x) beschrieben wird,
dann ist

〈K〉 ≡

∫
Ω
d3xψ∗(t,x)Kψ(t,x)∫

Ω
d3xψ∗(t,x)ψ(t,x)

(7.1)

der Erwartungswert einer Messgröße, die durch den Operator K reprä-
sentiert wird. Damit dies Berechnungsverfahren funktionieren kann ist es
unabdingbar, dass das Normierungsintegral∫

Ω

d3xψ∗(t,x)ψ(t,x) = N (7.2)

mit N ∈ R , N , 0 , −∞ < N < +∞

einen reellen, endlichen, von Null verschiedenen Wert hat. Oft ist es prak-
tisch wenn N = 1 ist, oder wenigstens lorentzinvariant ist. Notwendig
ist beides aber nicht. Um Gleichungen zu vereinfachen oder Zusammen-
hänge transparent zu machen, werden wir oft auch andere Normierungen
verwenden.

Sollte man ein endliches oder unendliches Normierungsvolumen Ω wählen?
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Physikalisch sinnvoll ist nur ein endliches Normierungsvolumen. Denn das
sichtbare Weltall ist endlich. Wenn es jenseits des sichtbaren Weltalls noch
irgend etwas geben sollte, so können wir doch auf keine Weise davon erfahren.
Nichts, was außerhalb des sichtbaren Weltalls liegt, kann irgend eine Wirkung
ausüben, die bei uns beobachtbar wäre. Wir interpretieren

1
N

∫
Ω

d3xψ∗(t,x)ψ(t,x) (7.2)= 1 (7.3)

so, dass beispielsweise ein Teilchen, von dessen Existenz wir mit Sicherheit
wissen, dessen Aufenthaltsort wir aber nicht kennen, mit Wahrscheinlichkeit
1 irgendwo im Normierungsvolumen Ω auffindbar sein muss. Keinesfalls kann
sich ein Teilchen, von dessen Existenz wir wissen, außerhalb des sichtbaren
Weltalls befinden. In aller Regel ist der Raumbereich, in dem es sich mit
Sicherheit befinden muss, sogar weitaus kleiner. Wenn wir beispielsweise
beschreiben wollen, was bei einem Hochenergieexperiment in einem Elek-
tron-Positron-Collider passiert, dann wissen wir mit Sicherheit, dass eine
Nanosekunde nach der Kollision sämtliche erzeugten Felder innerhalb einer
Kugel von 30 cm Radius um den Kollisionspunkt auffindbar sein müssen.
Ein vernünftiges Normierungsvolumen kann maximal die endliche Größe
des sichtbaren Weltalls haben, in nahezu allen praktischen Fällen wird man
es wesentlich kleiner wählen.
Allerdings bringt die Normierung auf ein endliches Volumen auch einen

Nachteil mit sich: Es ist inkompatibel mit ebenen Wellen. Streng genom-
men gibt es keine ebenen Wellen, denn jedes Feld muss am (und erst recht
jenseits vom) Rand des Normierungsvolumens verschwinden. Nur Wellen-
pakete haben endliche Ausdehnung, im Gegensatz zu ebenen Wellen. In
guter Näherung kann man aber Wellenpakete, deren Amplitude sich im
beobachteten Bereich – der in diesem Fall sehr viel kleiner als das Normie-
rungsvolumen ist – nicht merklich ändert, als ebene Wellen betrachten. Wir
wollen die immense Schreibarbeit sparen, solche quasi-ebenen Wellen als
Wellenpakete zu beschreiben. Stattdessen möchten wir sie als einfache ebene
Wellen ψ(x) ∼ exp{−i(ωt− kx)} behandeln.

Deshalb weichen wir die Normierungsforderung auf zwei Weisen auf:
Entweder definieren wir das Normierungsvolumen Ω = S1 ·S2 ·S3 als Kasten
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mit Seitenlängen S1,S2,S3, und postulieren periodische Randbedingungen

ψ(t, x1 + 2z1S
1, x2 + 2z2S

2, x3 + 2z3S
3) = ψ(t,x) (7.4)

mit z1, z2, z3 ∈ Z .

Diese Normierung lässt ebene Wellen zu. Als zweite Möglichkeit betrachten
wir, trotz der erwähnten physikalischen Einwände, den Grenzübergang
Ω→∞. Dabei werden wir oft folgende Formel verwenden:

lim
Ω→∞

1
Ω
∑
k

=
+∞∫
−∞

d3k

(2π)3 . (7.5)

Wir untersuchen jetzt ein Feld ψ(x) ≡ ψ(t = 0,x) zur Zeit t = 0. Das
endliche Normierungsvolumen bewirkt, dass ψ(x) in einer Fourier-Reihe

ψ(x) = 1
Ω
∑
k

wk exp{+ikx} (7.6a)

wk =
∫
Ω

d3xψ(x) exp{−ikx} (7.6b)

entwickelt werden kann. Anmerkung: Einige Autoren definieren (7.6b) als
w-k und/oder verteilen den Normierungsfaktor in der Form

√
1/Ω auf beide

Zeilen von (7.6).
Summiert wird in (7.6a) über sämtliche Wellenzahlen k die mit der Rand-

bedingung (7.4) verträglich sind. Bei einem großen Normierungsvolumen
Ω ist das Spektrum der Wellenzahlen messtechnisch nicht auflösbar, es
erscheint als Kontinuum. Dennoch sind die Wellenzahlen, weil Ω endlich ist,
eine diskrete, abzählbar unendliche Menge, über die summiert werden kann.

Autoren, die ein unendlich großes Normierungsvolumen wählen, erhalten
anstelle der Fourier-Reihe ein Fourier-Integral:

ψ(x) =
+∞∫
−∞

d3k

(2π)3 w(k) exp{+ikx} (7.7a)



164 7 Normierung, Deltafunktion, Kronecker-Symbol

w(k) =
+∞∫
−∞

d3xψ(x) exp{−ikx} (7.7b)

Die Deltafunktion wird durch

δ(3)(x− z) = 0 falls x , z (7.8a)∫
d3x δ(3)(x− z)φ(x) = φ(z) (7.8b)

definiert, wobei das Integrationsvolumen den Punkt z überdecken muss. Bei
endlichem Normierungsvolumen Ω kann sie in der Form

δ(3)(x− z) = 1
Ω
∑
k

exp{±ik(x− z)} (7.9)

geschrieben werden, bei unendlichem Normierungsvolumen als

δ(3)(x− z) =
+∞∫
−∞

d3k

(2π)3 exp{±ik(x− z)} . (7.10)

Bei unendlichem Normierungsvolumen kann die dreidimensionale Delta-
funktion der Wellenzahlen

δ(3)(k − f) = 0 falls k , f ,

+∞∫
−∞

d3k δ(3)(k − f) = 1

geschrieben werden als

δ(3)(k − f) = 1
(2π)3

+∞∫
−∞

d3x exp{±i(k − f)x} . (7.11)

Bei endlichem Normierungsvolumen ist das Spektrum der Wellenzahlen
diskret, und die Deltafunktion δ(3)(k − f), die die Dimension Volumen hat,
wird durch das dimensionslose Kronecker-Symbol δkf ersetzt:
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δkf = 1
Ω

∫
Ω

d3x exp{±i(k − f)x} (7.12)

Wir werden auch die Erweiterungen der Fourier-Entwicklungen und Del-
tafunktionen auf vier Raumzeitdimensionen benötigen. Bei unendlichem
Normierungsvolumen folgt aus (7.7)

ψ(x) =
+∞∫
−∞

d4k

(2π)4 w(k) exp{−ikx} (7.13a)

w(k) =
+∞∫
−∞

d4xψ(x) exp{+ikx} , (7.13b)

und die Deltafunktionen lauten

δ(4)(x− z) =
+∞∫
−∞

d4k

(2π)4 exp{±ik(x− z)} (7.14a)

δ(4)(k − f) =
+∞∫
−∞

d4x

(2π)4 exp{±i(k − f)x} . (7.14b)

Das endliche Normierungsvolumen Ω bezieht sich nur auf die drei räumlichen
Dimensionen, die Zeit nehmen wir als unbegrenzt an. Deshalb müssen wir
bei endlichem Normierungsvolumen die vierdimensionale Fourier-Transfor-
mationen aus (7.6) und (7.13) kombinieren:

ψ(x) = 1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π wk(k0) exp{−i(k0x0 − kx)} (7.15a)

wk(k0) =
∫
Ω

d3x

+∞∫
−∞

dx0 ψ(x) exp{+i(k0x0 − kx)} (7.15b)

Die vierdimensionalen Deltafunktionen entstehen bei endlichem Normie-
rungsvolumen aus der Kombination von (7.9), (7.12), und (7.14):
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δ(4)(x− z) = 1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π exp{−ik(x− z)} (7.16a)

δ(k0 − f0) δkf = 1
2πΩ

∫
Ω

d3x

+∞∫
−∞

dx0 exp{+i(k − f)x} (7.16b)

Als Integrationsvariable nimmt k0 in (7.13) bis (7.16a) sämtliche Werte
zwischen −∞ und +∞ an. Aber als Null-Komponente des Wellenzahlvektors
einer ebenen Welle exp{−i(ωkt − kx)} hängt die Frequenz ωk = ck0 mit
den Raumkomponenten k der Wellenzahl durch das invariante Wellenzahl-
quadrat

kνk
ν = (k0)2 − k2 =

(ωk
c

)2
− k2 = m2c2

~2
(7.17)

der Speziellen Relativitätstheorie zusammen, ist also keine unabhängige
Variable. Das Vorzeichen von k0 = ωk/c legen wir per Definition fest:

Wir vereinbaren, dass mit

k0 = ωk
c

= +

√
k2 + m2c2

~2
> 0

immer die positive Wurzel gemeint ist, eine negative
Frequenz also als −ωk = −ck0 < 0 geschrieben wird.

(7.18)

(Der Fall ωk = 0 kann bei Feldern mit endlicher Masse m , 0 nicht auftreten.
Und ein masseloses Feld mit Frequenz Null wäre schlichtweg nicht existent.)
Um sämtliche möglichen Wellen zu erfassen muss die Fourier-Entwicklung
nach den dreidimensionalen raumartigen Wellenzahlen k dann zu jeder
Wellenzahl einen Summanden mit +ωk > 0 und einen Summanden mit
−ωk < 0 enthalten:
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ψ(x) =
∑
k

1√
NΩ

(
ak exp{−ikx}+ b∗k exp{+ikx}

)
(7.19)

=
∑
k

1√
NΩ

(
ak exp{−i(ωkt− kx)}+ b∗k exp{+i(ωkt− kx)}

)
Die Summe läuft über sämtliche positiven und sämtliche negativen Wellen-
zahlen k, die mit der Bedingung (7.4) vereinbar sind. Aber k0 = ωk/c > 0 ist
immer positiv. Den Normierungsfaktor 1/

√
NΩ mit zunächst unbestimm-

tem N haben wir eingeführt, um die Normierung flexibel für den jeweiligen
Einzelfall optimieren zu können. Die Schreibweise mit den Fourier-Koeffizi-
enten ak und b∗k hat den zusätzlichen Vorteil dass man – falls gewünscht –
einfach und übersichtlich sicherstellen kann dass das Feld ψ(x) reell ist: Dazu
braucht man lediglich für sämtliche Wellenzahlen bk = ak zu spezifizieren.
Das endliche Normierungsvolumen ist nicht nur physikalisch sinnvoller

als ein unendliches, es erspart uns auch eine Komplikation hinsichtlich der
Lorentzinvarianz des Normierungsintegrals. Die ebene Welle

|k〉 ≡ 1√
Ω

exp{−ikx} = 1√
Ω

exp{−i(ωkt− kx)} (7.20)

sei eine Lösung einer Feldgleichung. Mit endlichem Normierungsvolumen Ω
ist

〈q|k〉 = exp{−i(ωk − ωq)t}
Ω

∫
Ω

d3x exp{i(k − q)x} (7.12)= δqk (7.21)

wegen ωk = ωq bei k = q. Betrachtet aus einem Koordinatensystem′, das
sich mit der Geschwindigkeit v relativ zum ungestrichenen Systems bewegt,
ist das im ungestrichenen System ruhende Normierungsvolumen um den
Faktor √

1− (v/c)2 ≡ γ-1 (7.22)

geschrumpft, so dass

Ω′ = γ-1Ω < Ω (7.23)
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gilt [32, (45a)]. Das Normierungsvolumen ist durch relativistische Längen-
kontraktion im gestrichenen System (in dem es sich bewegt) kleiner als im
ungestrichenen System (in dem es ruht). Genau das gleiche gilt für das
infinitesimale Volumen d3x, über das in (7.21) summiert wird. Die Schrump-
fung von d3x und die Schrumpfung von Ω kompensieren sich. Deshalb ist
generell das Normierungsintegral

1
Ω

∫
Ω

d3xψ∗(t,x)ψ(t,x) (7.24)

lorentzinvariant, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte ψ∗(t,x)ψ(t,x) lorentz-
invariant ist.

Mit unendlichem Normierungsvolumen erhält man stattdessen für ebene
Wellen

|k〉 ≡ ψ(x) = 1√
N

exp{−ikx} = 1√
N

exp{−i(ωkt− kx)}

das Normierungsintegral

〈q|k〉 = exp{−i(ωk − ωq)t}
N

+∞∫
−∞

d3x exp{i(k − q)x} =

=(7.11) (2π)3

N
δ(3)(q − k) . (7.25)

Dies Integral ist nicht lorentzinvariant, wenn der Normierungsfaktor N
lorentzinvariant ist. Denn es gilt d3x′ = γ-1d3x < d3x. Wenn man diese
Schrumpfung kompensieren will, dann muss man einen Normierungsfaktor
mit gleicher Schrumpfung wählen. Alternativ kann man für den Kehrwert
1/N des Normierungsfaktors die zeitartige Komponente eines beliebigen
Lorentzvektors einsetzen, denn diese Komponente wird bei einer Drehung der
Raum-Zeit-Koordinaten um den Faktor γ gestreckt. Viele Autoren wählen
dafür die Energie ~ω, definieren also bei unendlichem Normierungsvolumen
das lorentzinvariante Normierungsintegral
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〈q|k〉 =
√
~ωk~ωq exp{−i(ωk − ωq)t}

+∞∫
−∞

d3x exp{i(k − q)x} =

=(7.11)
~ωk(2π)3δ(3)(q − k) . (7.26)

Obwohl wir in diesem Buch bei der Normierung (7.21) auf ein endliches
Volumen bleiben werden, sollte der Leser auch mit der Normierung auf
unendliches Volumen vertraut sein, weil sie ihm in der Literatur häufig
begegnen wird. Normierungsfaktoren wie ~ωk dürften ziemlich verblüffend
wirken wenn man nicht weiß, dass sie zum Zweck der Lorentzinvarianz des
Normierungsintegrals (7.26) willkürlich eingeschoben werden.
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8 Das klassische Dirac-Feld

8.1 Die Diracgleichung

Mit dem Energie-Impuls-Vektor der Speziellen Relativitätstheorie

p = (pν) =


E/c
p1

p2

p3

 (8.1)

ist √
c2pνpν =

√
E2 − (cp)2 = mc2 (8.2)

die unter Lorentztransformationen invariante Ruhenergie. Deshalb sollte
eine relativistisch invariante Feldgleichung mit dem Energieoperator i~dt
und dem Impulsoperator −i~∇ die Form√(

i~
d
dt

)2
− (−i~c∇)2 ψ = mc2ψ (8.3)

haben. Diese Gleichung ist wegen der Wurzel überaus sperrig und formal
schwierig zu handhaben. Wenn man die Wurzel in einer unendlichen Reihe
entwickelt, gelangt man – weil die Differentialoperatoren in infiniter Potenz
vorkommen – zu einer nichtlokalen Theorie, was eine Fülle neuer Probleme
mit sich bringt. Dirac hatte die Idee, diese Gleichung mithilfe von zunächst
unbekannten Entwicklungskoeffizienten γµ in die lineare Form

(i~cγ0 d
dct + i~cγ∇)ψ =

i~cγµdµψ = mc2ψ (8.4)
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zu bringen. Die so gewonnene Diracgleichung

(i~cγµdµ −mc2)ψ = 0 (8.5)

erwies sich als höchst erfolgreiches Konzept.
Um die Entwicklungskoeffizienten γµ zu bestimmen, quadrieren wir Glei-

chung (8.2)

E2 − (cp)2 = (mc2)2 , (8.6)

und iterieren (8.4) seitenweise:

i~cγµdµi~cγσdσψ = (mc2)2ψ

(i~c)2
(
γ0γ0d0d0 + (γ0γk + γkγ0)d0dk + γkγjdkdj

)
ψ = (mc2)2ψ (8.7)

Der Vergleich mit (8.6) zeigt, dass beide Gleichungen unter der Bedingung

γµγν + γνγµ = 2gµν (8.8)

verträglich sind. Auch die stärkere Bedingung γµγν = gµν hätte zum richti-
gen Ergebnis geführt, wäre aber eine ungerechtfertigte Einschränkung, weil
auch die schwächere Bedingung (8.8) ausreicht. Denn Bedingung (8.8) kann
auch mit Imaginärteilen Im(γµγν) = −Im(γνγµ) erfüllt werden, während
die stärkere Bedingung γµγν = gµν nur mit Im(γµγν) = 0 erfüllbar ist.
Mit Zahlen gibt es keine Lösung von (8.8). Aus diesem Grund schlug

Dirac vor, die Koeffizienten γν als Matrizen zu interpretieren. Dadurch wird
aus der Bedingung (8.8) die Bedingung

{γµ, γν} ≡ γµγν + γνγµ = 2gµν1 . (8.9)

1 ist eine n-dimensionale Einheitsmatrix im n-dimensionalen, von den
Spinoren ψ aufgespannten Spinorraum. Der Spinorraum ist ein abstrakter
Funktionenraum der Theorie. Er darf nicht mit dem vierdimensionalen Zeit-
Orts-Raum verwechselt werden.
Bis jetzt wissen wir nicht, wie die γ-Matrizen explizit aussehen. Wir
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haben noch nicht einmal ihre Dimension festgelegt. Um genaueres über die
Matrizen herauszufinden, multiplizieren wir (8.5) von links mit γ0:

(i~cγ0γ0︸  ︷︷  ︸
=1 wegen (8.9)

d0 + i~cγ0γjdj − γ0mc2)ψ = 0 (8.10)

Der Energieoperator i~cd0 ist – wie jeder Operator der Quantentheorie,
der eine messbare Größe repräsentiert – hermitesch (= selbstadjungiert).
Das gleiche gilt für den Impulsoperator −i~dj und den einfach aus einem
reellen Faktor bestehenden Operator mc2. Also müssen auch γ0γj und γ0

hermitesch sein:

γ0† = γ0 (8.11a)

(γ0γj)† = γ0γj
(8.9)= (−γjγ0)† = −γ0†γj† = −γ0γj†

=⇒ γj† = −γj (8.11b)

Das kann zusammengefasst werden in der Gleichung

γµ† = gµνγ
ν . (8.12)

Dies ist die zweite und letzte Bedingung, denen die γ-Matrizen genügen
müssen. Außer (8.9) und (8.12) gibt es keine weitere Randbedingung.

In Anhang A.8 wird bewiesen, dass die γ-Matrizen gradzahlige Dimension
haben müssen. Naheliegenderweise versucht man, Matrizen mit möglichst
kleiner Dimension zu finden, die alle Anforderungen erfüllen. Tatsächlich
hat

γk ≡ iσk nur vorläufig ! (8.13)

mit den Pauli-Matrizen

σ1 =
(

0 1
1 0

)
σ2 =

(
0 −i
i 0

)
σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(8.14)

die erforderlichen Eigenschaften (8.9) und (8.12). Es existiert aber für γ0

keine vierte 2× 2 Matrix, die diese Bedingungen ebenfalls erfüllt. Also muss
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die Dimension der γ-Matrizen mindestens 4× 4 sein.

Immerhin zeigt aber der Teilerfolg, dass wir mit den Pauli-Matrizen auf der
richtigen Spur sind. Also bietet es sich an, die gesuchten vierdimensionalen
Matrizen als direktes Produkt ρ⊗ σ geeigneter 2× 2 Matrizen ρ und der
Pauli-Matrizen zu konstruieren. Statt die γk wie im Versuch (8.13) durch
Multiplikation der σk mit i antihermitesch zu machen, können wir ρk als( 0 1
−1 0

)
definieren. Für σ0 wird üblicherweise einfach 1 = ( 1 0

0 1 ) gewählt,
was mit ρ0 = ( 0 1

1 0 ) oder ρ0 =
( 1 0

0 −1
)
zum Erfolg führt. Dirac entschied

sich für letztere Möglichkeit, die auch als „Standardform“ bezeichnet wird.
Weil diese Form der γ-Matrizen sehr weit verbreitet ist, werden wir sie
in Abschnitt 8.7 kurz vorstellen. In diesem Buch bevorzugen wir aber die
andere, „chiral“ genannte Form der Matrizen, weil mit ihnen die Struktur
der Diracgleichung und ihr Zusammenhang mit den Weyl-Gleichungen
transparenter wird. Die chirale Form der Dirac-Matrizen ist:

γ0 ≡
(

0 1
g00 0

)
⊗ 1 =

(
0 1

1 0

)
=


0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 (8.15a)

γ1 ≡
(

0 1
g11 0

)
⊗ σ1 =

(
0 σ1

−σ1 0

)
=


0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0

 (8.15b)

γ2 ≡
(

0 1
g22 0

)
⊗ σ2 =

(
0 σ2

−σ2 0

)
=


0 0 0 −i
0 0 i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0

 (8.15c)

γ3 ≡
(

0 1
g33 0

)
⊗ σ3 =

(
0 σ3

−σ3 0

)
=


0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0

 (8.15d)

Durch direktes Nachrechnen weist man ohne Schwierigkeit nach, dass diese
Matrizen tatsächlich die Bedingungen
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γµγν + γνγµ =(8.9) 2gµν1 (8.16)

γµ† =(8.12)
gµνγ

ν (8.17)

für µ, ν = 0, 1, 2, 3 erfüllen. Achtung: Der Spinorraum der Dirac-Theorie
hat nur zufällig die gleiche Dimension – nämlich vier – wie der Zeit-Orts-
Raum. Der Spinorraum ist ein abstrakter mathematischer Raum, der nicht
mit dem Zeit-Orts-Raum identisch ist.
Die vier γ-Matrizen sind Konstanten, also Lorentz-Skalare. Sie ändern

sich nicht bei einer Rotation der Raum-Zeit-Koordinaten. Anders gesagt:
Sie bilden nicht einen vierdimensionalen Lorentzvektor γ = (γµ). Also ist
der Faktor γµdµ in der Diracgleichung (i~cγµdµ−mc2)ψ (8.5)= 0 kein Lorentz-
Skalar. Deshalb ist die Lorentz-Invarianz der Dirac-Gleichung keineswegs
offensichtlich, sondern erfordert eine genauere Untersuchung, die wir in
Abschnitt 8.3 durchführen werden.

In manchen Berechnungen wird eine fünfte Matrix nützlich sein, die
folgendermaßen definiert wird:

γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 =


−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =
(
−1 0
0 1

)
(8.18)

Achtung: Autoren, die eine andere Form der γ-Matrizen (8.15) wählen,
erhalten natürlich auch für γ5 eine andere Form.
Wir werden feststellen, dass die vierdimensionalen Dirac-Spinoren bei

der von uns gewählten chiralen Form der γ-Matrizen nichts anderes sind
als die direkte Summe zweidimensionaler links- und rechtshändiger Weyl-
Spinoren, die wir bereits aus (6.78) kennen. Die beiden oberen Komponenten
jedes Dirac-Spinors sind ein linkshändiger Weyl-Spinor, seine beiden unteren
Komponenten sind ein rechtshändiger Weyl-Spinor:



8.2 Lagrangedichte 175

ψ(x) =


L1(x)
L2(x)
R1(x)
R2(x)

 = L(x)⊕R(x) (8.19)

Mithilfe der Matrix γ5 kann man Projektionsoperatoren LP und RP konstru-
ieren, die die links- und rechtshändigen Komponenten aus Diracspinoren
herausprojizieren:

LPψ ≡ 1
2(1− γ5)

(
L
R

)
=
(
L
0

)
(8.20a)

RPψ ≡ 1
2(1+ γ5)

(
L
R

)
=
(

0
R

)
(8.20b)

Es ist dieser transparente Zusammenhang zwischen den zweidimensiona-
len Weyl-Darstellungen und der vierdimensionalen Dirac-Darstellung der
Gruppe {B}, wegen dem wir die chirale Form der γ-Matrizen bevorzugen.

8.2 Lagrangedichte

In Abschnitt 4.5 haben wir die Lagrangedichte des Diracfeldes ψ(x) und
seines Eichfeldes A(x) bereits angegeben:

L (4.120)=
_
ψa

(
i~cγνab(dν + i

~
qAν)−mc2δab

)
ψb −

1
4µ0

FστF
στ (8.21)

Die Indizes a, b sind Spinorindizes, über die bei doppeltem Auftreten in
einem Produkt nach der Summenkonvention automatisch zu summieren
ist, in diesem Fall von 1 bis 4. Die Indizes ν, σ, τ sind Raum-Zeit-Indizes,
über die bei doppeltem Auftreten in einem Produkt nach der Summenkon-
vention automatisch von 0 bis 3 zu summieren ist. Bei Raum-Zeit-Indizes
unterscheiden wir zwischen oben stehenden kontravarianten Indizes und
unten stehenden kovarianten Indizes. Der Spinorraum ist ein euklidischer
Raum, und wir schreiben Spinorindizes immer unten. Wir betonen nochmals,
dass Zeit-Orts-Raum und Spinorraum unterschiedliche Räume sind, die nur
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zufällig in der Diractheorie die gleiche Dimension haben.
Besonders bemerkenswert sind die Dirac-Matrizen (γab)ν . Es handelt sich

um vier 4× 4-Matrizen im Spinorraum. In (8.15) sind die Matrizen explizit
angegeben. Die Matrizen sind nicht Komponenten eines Lorentzvektors,
sondern Konstanten (Lorentzskalare). Dennoch tragen sie – nicht ohne
Grund – einen suggestiv wirkenden Raum-Zeit-Index. Darauf werden wir
eingehen, wenn wir im Abschnitt 8.3 die Lorentzinvarianz der Lagrangedichte
untersuchen.
Das Feld

_
ψ (x) hängt mit dem Feld ψ(x) durch seine Definition

_
ψ ≡ ψ†γ0 (8.22)

eng zusammen. ψ† ist der adjungierte, also transponierte konjugiert-kom-
plexe Spinor von ψ. Oft wird abkürzend – wenn auch etwas ungenau –

_
ψ

ebenfalls als adjungierter Spinor von ψ bezeichnet. Da wir uns in (8.15) be-
reits für eine konkrete Form der Dirac-Matrizen entschieden haben, können
wir

_
ψ explizit angeben:

ψ =


ψ1
ψ2
ψ3
ψ4

 ψ† =
(
ψ∗1 ψ

∗
2 ψ
∗
3 ψ
∗
4

)
_
ψ = ψ†γ0 (8.15a)=

(
ψ∗3 ψ

∗
4 ψ
∗
1 ψ
∗
2

)
(8.23)

Die Dimension von ψ und
_
ψ ist Volumen-1/2, die Dimension der Lagrange-

dichte L ist Energie/Volumen.
Die „kovariante Ableitung“ dν + i

~qAν , die an die Stelle der „norma-
len“ Ableitung dν tritt, haben wir in Abschnitt 4.5 aus der Forderung nach
Eichinvarianz des geladenen Diracfeldes begründet. Auch den Summanden
− 1

4µ0
FστF

στ , der sich ausschließlich auf das Eichfeld bezieht, haben wir
dort begründet. Dagegen ist der Rest der Lagrangedichte nicht irgendwie
unabhängig hergeleitet worden. Erst nachdem Dirac die Feldgleichung (8.5)
gefunden hatte, wurde die Lagrangedichte so konstruiert, das diese Feldglei-
chung durch Variation der Variablen aus ihr folgt. Die Lagrangedichte ist
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deshalb nützlich, weil man Symmetrien und Erhaltungssätze der Theorie mit
ihrer Hilfe systematisch und übersichtlich durchleuchten kann. Wir werden
in Abschnitt 8.3 die Lagrangedichte nutzen, um die Lorentzinvarianz der
Diracgleichung zu untersuchen.

Bei der Quantisierung der Felder werden wir so vorgehen, dass wir zunächst
das „freie“, mit nichts wechselwirkende Diracfeld und das „freie“, mit nichts
wechselwirkende Elektromagnetische Feld jeweils für sich allein quantisieren,
und anschließend die Wechselwirkung zwischen den quantisierten Feldern
untersuchen. Deshalb ist es sinnvoll, die Lagrangedichte des freien Diracfeldes
zu definieren, in der das Eichfeld abgeschaltet ist:

L (8.21)=
_
ψa

(
i~cγνabdν −mc2δab

)
ψb (8.24)

Zum Schluss dieses Abschnitts überprüfen wir nun, dass die Feldgleichun-
gen tatsächlich aus der Lagrangedichte abgeleitet werden können. ψ(x),_
ψ (x), und die vier Komponenten Aµ(x) des Eichfeldes sind die sechs Va-
riablen, nach denen die Lagrangedichte (8.21) zur Herleitung der sechs
Feldgleichungen variiert werden muss. Im Anschluss an (3.37c) haben wir
erklärt, warum bei der Ableitung der Feldgleichungen

_
ψ (x) als unabhängig

von ψ(x) betrachtet werden muss. Die Feldgleichungen für Aµ(x) haben wir
bereits in Abschnitt 4.5 abgeleitet und untersucht, deshalb betrachten wir
im Folgenden nur die Feldgleichungen für ψ(x) und

_
ψ (x).

Durch Variation von L nach ψ(x) findet man die Feldgleichung

0 =(3.37b) dν
∂L

∂(dνψ) −
∂L
∂ψ

= dν
_
ψa i~cγ

ν
ab−

_
ψa

(
i~cγνab(

i

~
qAν)−mc2δab

)
= i~c(dν −

i

~
qAν)

_
ψa γ

ν
ab +mc2δab

_
ψa= 0 , (8.25a)

und durch Variation nach
_
ψ (x) die Feldgleichung

0 =(3.37b) dν
∂L

∂(dν
_
ψ)
− ∂L
∂

_
ψ

=
(
i~cγνab(dν + i

~
qAν)−mc2δab

)
ψb . (8.25b)
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(8.25b) ist die a-te Zeile der Spinorgleichung(
i~cγν(dν + i

~
qAν)−mc2

)
ψ = 0 , (8.26a)

die – abgesehen davon dass hier die normale Ableitung dν durch die kova-
riante Ableitung dν + i

~qAν ersetzt ist, vergleiche Abschnitt 4.5 – mit der
Diracgleichung (8.5) identisch ist. (8.25a) ist die b-te Spalte der Spinorglei-
chung

−i~c(dν −
i

~
qAν)

_
ψ γν −mc2 _

ψ= 0 . (8.26b)

Wir zeigen jetzt, dass dies keine unabhängige Gleichung ist, sondern die
adjungierte von (8.26a): Mit der für beliebige Matrizen gültigen Regel
(AB)† = B†A† sowie i† = −i ist

0 =(8.26a) ((
i~cγν(dν + i

~
qAν)−mc2)ψ)†

= −i~c(dν −
i

~
qAν)ψ†γν† −mc2ψ† . (8.27)

Multiplikation von rechts mit γ0 ergibt

0 = −i~c(dν −
i

~
qAν)ψ† γν†γ0︸   ︷︷   ︸

γ0γν

−mc2ψ†γ0 . (8.28)

γν†γ0 ist im Fall ν = 0 : γν+γ0 (8.12)= γ0γ0 = γ0γν

im Fall ν , 0 : γν†γ0 (8.12)= −γνγ0 (8.9)= γ0γν .

Also ist (8.28) wegen ψ†γ0 (8.22)=
_
ψ

−i~c(dν −
i

~
qAν)

_
ψ γν − mc2 _

ψ= 0 , (8.29)

was mit (8.26b) identisch ist.
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8.3 Lorentzinvarianz

In Abschnitt 6.3 haben wir angegeben, wie Spinorfelder bei einer Rotation
der Raum-Zeit-Koordinaten transformiert werden:

ψ′(x′) (6.92b)= Dψ(Λ-1x) = exp
{ i

2~ΩστS
στ
}
ψ(Λ-1x) (8.30a)

In Abschnitt 8.4 werden wir den Beweis dafür nachtragen, dass das Feld
_
ψ

durch D -1 transformiert wird:
_
ψ ′(x′) =

_
ψ (Λ-1x)D -1 =

_
ψ (Λ-1x) exp

{
− i

2~ΩστS
στ
}

(8.30b)

Die Gruppe {D} der Spinortransformationen D = (8.30) ist eine Darstellung
der Gruppe {B}, der Bedeckungsgruppe der Lorentzgruppe { `}. Die Lie-
Algebren von {D} und {B} bzw. { `} müssen also identisch sein. Damit
sind die Transformationen D beziehungsweise ihre Generatoren S aber noch
nicht eindeutig festgelegt. Es bleibt ein Spielraum, den wir für die Definition
der Generatoren nutzen werden. Wir untersuchen die Lorentzinvarianz der
Lagrangedichte (8.21) mit Spinortransformationen der Form (8.30), deren
Generatoren S aber zunächst unbestimmt sind. Daraus wird sich dann
eine genaue Bedingung für die Generatoren S der Spinortransformationen
ergeben. Anschließend werden wir prüfen, ob die so bestimmten Generatoren
auch die richtige Lie-Algebra haben.
Die Diracgleichung ist lorentzinvariant, wenn die Lagrangedichte (8.21),

aus der wir sie in (8.26a) abgeleitet haben, lorentzinvariant ist. Der Term
− 1

4µ0
FστF

στ ist offensichtlich lorentzinvariant, weil alle seine Raum-Zeit-
Indizes kontrahiert sind (d. h. er ist ein Lorentzskalar). Also genügt es, nur
die anderen Terme zu betrachten. Die in ein gestrichenes Koordinatensystem′
transformierte Lagrangedichte ist

L′(x′) =(8.21) _
ψ
′
a (x′)

(
i~cγνab

(
dν ′ +

i

~
qA′ν(x′)

)
−mc2δab

)
ψ′b(x′) .

Damit uns die Flut der Indizes nicht über den Kopf wächst, schreiben wir
Spinorindizes im Folgenden nur dort explizit aus, wo das wirklich erforderlich
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ist.

L′(x′) =(8.21)
_
ψ
′
(x′)

(
i~cγν

(
dν ′ +

i

~
qA′ν(x′)

)
−mc2

)
ψ′(x′)

L′(Λ-1x) =
_
ψ (Λ-1x)D-1(i~cγν Λ-1 µ

ν
(
dµ + i

~
qAµ(Λ-1x)

)
−mc2

)
Dψ(Λ-1x)

L′(x) =
_
ψ (x)

(
i~cD-1γνDΛ-1 µν

(
dµ + i

~
qAµ(x)

)
−mc2

)
ψ(x) (8.31)

Im letzten Schritt wurde die Raum-Zeit-Variable von Λ-1x nach x umbe-
nannt. Man beachte erstens, dass die Matrizen γν bei der Transformation
keinen Strich′ bekommen haben, da sie nicht Komponenten eines Lorentzvek-
tors, sondern Konstanten, also Lorentzskalare sind. Man beachte zweitens,
dass die Matrixoperatoren im Zeit-Orts-Raum (nämlich die Lorentztrans-
formationen Λ-1) mit den Matrixoperatoren im Spinor-Raum (nämlich den
Spinortransformationen D und D-1) kommutieren.

Die Lagrangedichte ist invariant unter der Rotation der Raum-Zeit-Koor-
dinaten, wenn

D-1γνDΛ-1 µ
ν = γµ

D-1γνD = Λνµγµ (8.32)

gilt. Wir sollten an dieser Stelle nochmal deutlich aussprechen, was wir hier
eigentlich tun: Es geht nicht darum, die Lorentzinvarianz einer vorgegebenen
Theorie zu beweisen; vielmehr sind wir dabei, eine lorentzinvariante Theo-
rie zu konstruieren. Die Spinortransformationen D sind nicht vorgegeben,
sondern wir können sie frei definieren. Wir versuchen sie so zu definieren,
dass erstens die Gruppe {D} eine Darstellung der Bedeckungsgruppe {B}
der Lorentzgruppe ist, und dass die Elemente D dieser Gruppe zweitens
Gleichung (8.32) erfüllen. Diese Gleichung ist ein zentraler Punkt in Diracs
Spinortheorie, wir werden oft auf sie zurückkommen. Sie beschreibt, wie
die Raum-Zeit-Transformationen Λν

µ und die Spinortransformationen D
aufeinander abgestimmt sein müssen, damit sie im Zusammenwirken eine
lorentzinvariante Theorie bilden. Die γ-Matrizen bilden die Schnittstelle,
an der Transformationen im Spinorraum und im Zeit-Orts-Raum einander
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beeinflussen.
Aus (8.32) wird deutlich, warum die γ-Matrizen, obwohl sie Konstan-

ten sind, wie die Komponenten eines Lorentzvektors indiziert werden: In
Abschnitt 5.6 haben wir festgestellt, dass ein Vektorfeld A(x) bei einer
Rotation der Raum-Zeit-Koordinaten durch

Aµ(x) `(Ω)−−→ A′µ(x′) (5.90c)= ΛµνAν(Λ-1x) (8.33)

transformiert wird. Das Feld

Kµ(x) ≡
_
ψ (x)γµψ(x) (8.34)

wird bei einer Koordinatenrotation gemäß

K ′µ(x′) (8.30)=
_
ψ (Λ-1x)D-1γµDψ(Λ-1x) (8.35)

transformiert. Wenn (8.32) gilt, dann ist

K ′µ(x′) =
_
ψ (Λ-1x)Λµνγνψ(Λ-1x) = ΛµνKν(Λ-1x). (8.36)

Nicht γµ, wohl aber
_
ψγµψ ist also die µ-Komponente eines kontravarianten

Lorentz-Vierervektors.

Satz: Wenn bei einer Rotation der Raum-Zeit-Koordinaten das
Spinorfeld ψ(x) fehlerhafterweise so transformiert wird wie ein
skalares Feld, und wenn gleichzeitig die konstanten Spinormatri-
zen γµ fehlerhafterweise so transformiert werden wie die Kompo-
nenten eines Lorentzvektors, dann kompensieren sich die beiden
Fehler in Produkten der Art

_
ψ (x)γµψ(x) oder

_
ψ (x)γµAµψ(x)

mit beliebigen Lorentzvektoren Aµ exakt, und man erhält unter
dem Strich ein korrektes Ergebnis.

(8.37)

Deshalb wird auch die Methode des Ziehens von Indizes mithilfe des metri-
schen Tensors auf die γ-Matrizen übertragen:

_
ψγµψ = gµν

_
ψγνψ =⇒ γµ = gµνγ

ν (8.38)
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Um passende Generatoren Sστ zu konstruieren, schreiben wir Gleichung
(8.32) in infinitesimaler Form:

(1− i

2~ ωστ S
στ )γν(1+ i

2~ ωστ S
στ ) = (gνµ + i

2~ ωστ B
στν

µ)γµ (8.39)

Bei Vernachlässigung von Summanden O(ω2) muss gelten:

γν + i

2~ ωστ
(
γνSστ − Sστγν

)
= γν + i

2~ ωστB
στν

µγ
µ

[γν , Sστ ] = Bστν
µγ

µ (8.40)

Die Nebenrechnung in Anhang A.6 ergibt:

[γν , Sστ ] (A.43)=
[
γν ,

i~

4 [γσ, γτ ]
]

(8.41)

Die Lagrangedichte (8.21) und damit auch die Diracgleichung (8.26a) sind
demnach lorentzinvariant, wenn erstens die Generatoren der Spinortransfor-
mationen die Form

Sστ = i~

4 [γσ, γτ ] , (8.42)

haben, und wenn zweitens die so definierten Spinortransformationen die Lie-
Algebra der Lorentzgruppe haben. Der

Satz: Eine Gruppe von Transformationen mit den sechs
Generatoren

Sστ ≡ i~

4 [γσ, γτ ]

hat die Lie-Algebra der Lorentzgruppe, wenn die vier n-
dimensionalen Matrizen γ0, γ1, γ2, γ3 den Relationen

{γσ, γτ} ≡ γσγτ + γτγσ
(8.9)= 2gστ1

genügen.

(8.43)
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besagt, dass das sogar unabhängig von der Dimension der Spinoren der
Fall ist. Bewiesen wird der Satz dadurch, dass man die Lie-Algebra direkt
berechnet (Die Nebenrechnungen findet man in Anhang A.7):

[Sαβ, Sηδ] = −~
2

16
(
(γαγβ − γβγα)(γηγδ − γδγη)−

− (γηγδ − γδγη)(γαγβ − γβγα)
)

=(A.44)
i~
(
gβηSαδ − gβδSαη − gαηSβδ + gαδSβη

)
(8.44)

Diese Lie-Algebra ist tatsächlich identisch mit der Lie-Algebra (5.24b) der
Lorentzgruppe. Die Gruppe {D} der Transformationen

D = exp
{ i

2~ Ωστ S
στ
}

(8.45)

mit Generatoren gemäß (8.43) ist eine treue Darstellung der Lorentzgruppe,
wenn ihre Parameter-Mannigfaltigkeit identisch mit der Parameter-Mannig-
faltigkeit der Lorentzgruppe ist. Wenn man die Parameter-Mannigfaltigkeit
der Gruppe {D} identisch mit der Parameter-Mannigfaltigkeit der Grup-
pe {B} – der universellen Bedeckungsgruppe der Lorentzgruppe – wählt,
dann ist {D} eine treue Darstellung von {B}. Denn die Lorentzgruppe
{ `} und ihre Bedeckungsgruppe {B} haben die gleiche Lie-Algebra, und
unterscheiden sich nur durch ihre Parameter-Mannigfaltigkeit.

8.4 Wahrscheinlichkeitsdichte

In Analogie zur nichtrelativistischen Quantentheorie hätte man das Produkt
ψ†ψ als Wahrscheinlichkeitsdichte erwartet, tatsächlich wird aber in der
Diractheorie das Produkt

_
ψψ als Wahrscheinlichkeitsdichte definiert. Das

hat folgenden Grund:
Es ist unabdingbar, dass die Zustandsfunktionen der Quantentheorie nor-

mierbar sind. Das bedeutet, dass es eine reelle Zahl N (eventuell multipliziert
mit einer physikalischen Einheit) geben muss mit der Eigenschaft
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1
N

∫
Ω

d3x
_
ψ (x)ψ(x) = 1 mit N ∈ R , −∞ < N < +∞ . (8.46)

Im Fall des Diracfeldes ist N dimensionslos, weil wir ja [ψ] = Volumen-1/2
festgelegt haben. Wir werden jetzt zeigen, dass diese Normierungsbedin-
gung mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

_
ψψ immer erfüllbar ist, jedoch in

bestimmten Fällen nicht erfüllbar wäre, wenn man ψ†ψ anstelle von
_
ψψ als

Wahrscheinlichkeitsdichte definieren würde.
In Abschnitt 8.3 haben wir eine Darstellung der Gruppe {B} auf der

Basis von Dirac-Spinoren konstruiert. Die Elemente der Darstellung sind

D(Ω) = exp
{ i

2~ΩστS
στ
}

(8.47)

mit Sστ =(8.43) i~

4 [γσ, γτ ] .

Die zu Sστ adjungierten (also transponierten konjugiert-komplexen) Gene-
ratoren sind

Sστ † = − i~4 (γτ †γσ† − γσ†γτ †) =

=(8.12) − i~4 (gβτγβgασγα − gασγαgβτγβ) =

= −gασgβτSβα = +gασgβτSαβ =

=
{

+Sστ falls (σ=0 , τ=0) oder (σ,0 , τ ,0)
−Sστ falls (σ=0 , τ ,0) oder (σ,0 , τ=0) .

(8.48)

Die Generatoren Sστ der Spinorrotationen sind bei den Indexkombina-
tionen eines Lorentzboosts nicht selbstadjungiert, und demzufolge ist die
Darstellung D der Boosts nicht unitär. Das ist nicht überraschend. Die
Lorentzgruppe und ihre Bedeckungsgruppe {B} haben entsprechend Satz
(5.56) keine endlich-dimensionalen unitären Darstellungen, weil ihre Para-
meter-Mannigfaltigkeiten nicht kompakt sind. Um die Auswirkungen dieser
Tatsache auf die Wahrscheinlichkeitsdichte der Dirac-Theorie zu klären,
untersuchen wir zunächst eine infinitesimale Transformation des Produktes
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ψ†ψ, wobei wir Summanden O(ω2) vernachlässigen dürfen:

ψ′† ψ′ = (DINFψ)† (DINFψ) = ψ†D†INF DINF ψ =

=(8.48)
ψ†
(
1− i

2~ ωστ g
ασgβτSαβ

)(
1 + i

2~ ωστ S
στ
)
ψ =

= ψ†
(
1− i

2~ ωστ ( gασgβτSαβ − Sστ )
)
ψ (8.49){

= ψ†ψ falls (σ=0 , τ=0) oder (σ,0 , τ ,0)
, ψ†ψ falls (σ=0 , τ ,0) oder (σ,0 , τ=0)

(8.50)

Jetzt bringt man durch die Definition
_
ψ

(8.22)= ψ†γ0 die Matrix γ0 ins Spiel,
die mit Sστ folgendermaßen kommutiert:

Sαβγ0 =(8.43) i~

4 (γαγβ − γβγα)γ0

=(8.9)
{

+γ0Sαβ falls (α=0 , β=0) oder (α,0 , β,0)
−γ0Sαβ falls (α=0 , β,0) oder (α,0 , β=0)

= γ0gµαgνβSµν (8.51)

Dies sind genau die gleichen Fallunterscheidungen wie in (8.48). Also kom-
pensieren sich die Vorzeichenwechsel bei der Transformation von ψ̄ψ, die
analog zu (8.50) durchgeführt wird:

_
ψ ′ψ′ = ψ′†γ0ψ′ = ψ†D†INF γ

0DINF ψ =

=(8.48)
ψ†
(
1− i

2~ ωστ g
ασgβτSαβ

)
γ0
(
1 + i

2~ ωστ S
στ
)
ψ =

= ψ†γ0
(
1− i

2~ ωστ ( gασgµαgβτgνβSµν︸                     ︷︷                     ︸
Sστ

−Sστ )
)
ψ

=
_
ψψ (8.52)

_
ψ , aber nicht ψ†, wird also mit D-1 transformiert:

_
ψ ′=

_
ψD-1 ψ′†= ψ†D† , ψ†D-1 (8.53)
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Weil
_
ψψ lorentzinvariant ist, ist die Bedingung (8.46) in jedem Koordina-

tensystem erfüllbar. Es gibt aber keine Zahl Ñ ∈ R, die die Gleichung

1
N

∫
Ω

d3x
_
ψψ =

∫
Ω

d3xψ†
γ0

N
ψ =

∫
Ω

d3xψ†
1
Ñ
ψ (8.54)

erfüllt. Deshalb ist das Diracfeld nur normierbar, wenn
_
ψψ, aber nicht ψ†ψ,

als Wahrscheinlichkeitsdichte definiert wird.

8.5 Das freie Feld

Ein Dirac-Feld ist „frei“, wenn es nicht mit irgendeinem anderen Feld
wechselwirkt. Jegliche Wechselwirkung des Diracfeldes wird durch Eichfelder
vermittelt. Indem die Eichfelder abgeschaltet werden, erhält die Gleichung
des freien Diracfeldes die einfache Form

(i~cγµdµ −mc2)ψ(x) (8.5)= 0 . (8.55)

Ausgehend von (7.19) beginnen wir mit dem allgemeinen Lösungsansatz

ψ(x) =
∑
k

1√
NΩ

(
aku

k exp{−ikx}+ b∗kv
k exp{+ikx}

)
. (8.56)

Hier wurden die Viererspinoren

uk ≡


uk1
uk2
uk3
uk4

 und vk ≡


vk1
vk2
vk3
vk4

 (8.57)

aus den Fourier-Koeffizienten ausgeklammert. Denn ψ(x) ist als Lösung
der Diracgleichung ein Viererspinor. Die Fourier-Koeffizienten sollen aber
Spinor-Skalare bleiben. Man beachte, dass in den Produkten aku

k und
b∗kv

k nicht automatisch über die Wellenzahlen k summiert wird. Nur über
Raumzeitindizes und Spinorindizes wird automatisch summiert. Weil die k
keine Raumzeit-Indizes sind, hat ihre Hoch- oder Tiefstellung auch nichts
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mit kontra- oder kovariant zu tun, wir haben sie einfach dorthin gestellt,
wo gerade Platz war.

Im Folgenden werden wir diejenigen Lösungen der klassischen (nicht
quantisierten) Diracgleichung genauer betrachten, in denen nur ein Fou-
rier-Koeffizient ak = 1 oder b∗k = 1 ist, und sämtliche anderen Fourier-
Koeffizienten Null sind. Sie haben die Form

ψ(x) = 1√
NΩ

uk exp{−ikx}

ψ(x) = 1√
NΩ

vk exp{+ikx}

 mit ωk > 0 . (8.58a)

Die adjungierten Lösungen
_
ψ (x) = ψ†(x)γ0 sind

_
ψ (x) = 1√

NΩ
ūk exp{+ikx}

_
ψ (x) = 1√

NΩ
v̄k exp{−ikx}

(8.58b)

mit ūk ≡ uk†γ0 , v̄k ≡ vk†γ0 .

Würde man diese Lösungen als Zustandsfunktionen der Punktteilchen-
Quantenmechanik interpretieren, dann wäre ihre Energie

i~
dψ
dt = Eψ = i~(∓iωk)ψ = ±~ωkψ . (8.59)

Die Lösungen exp{+ikx} mit negativer Frequenz hätten negative Energie.
Um zu verhindern dass das System unter Energieabgabe in einen Zustand
unendlich negativer Energie übergeht, erfand Dirac seine Löcher-Theorie
(siehe z. B. [33, Kap. 5]). Wir brauchen uns darum nicht zu kümmern. Denn
wir werden sehen, dass die Lösungen mit negativer Energie bei geeigneter
Quantisierung des Dirac-Feldes verschwinden. Das quantisierte Diracfeld
hat ausschließlich Lösungen mit positiver Energie (oder Energie 0).

Einsetzen von (8.58a) in (8.55) ergibt mit dem Impuls-Vierervektor p ≡ ~k

(+cγµpµ −mc2)uk = 0
(−cγµpµ −mc2)vk = 0 . (8.60)
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Falls m , 0 ist gibt es ein Koordinatensystem, in dem das Feld ruht
(p = ~k = 0). Mit dem invarianten Wellenzahlquadrat und dem invarianten
Impulsquadrat

kνk
ν =

(ωk
c

)2
− k2 = m2c2

~2
(8.61)

~kν~k
ν = pνp

ν =
(~ωk
c

)2
− p2 = m2c2 (8.62)

wird (8.60) im Ruhesystem des Feldes zu

(cγ0mc−mc2)u0 =(8.15a)
(
−1 1

1 −1

)
mc2u0 =

= mc2


−u0

1 + u0
3

−u0
2 + u0

4
+u0

1 − u0
3

+u0
2 − u0

4

 = 0 =⇒
{
u0

3 =u0
1

u0
4 =u0

2
(8.63a)

bzw.
(
−1 −1
−1 −1

)
mc2v0 = 0 =⇒

{
v0

3 =−v0
1

v0
4 =−v0

2 .
(8.63b)

Man beachte, dass wir entsprechend (7.18) in beiden Gleichungen p0 =
mc2 > 0 eingesetzt haben. Wegen (8.63) hat ein Dirac-Spinor im Ruhesystem
nur zwei unabhängige Komponenten, und es gibt je zwei linear unabhängige
Spinoren u0 und v0, die wir als 1u0, 2u0, 1v0, 2v0 bezeichnen:

ru0 =


ru0

1
ru0

2
ru0

1
ru0

2

 rv0 =


rv0

1
rv0

2
−rv0

1
−rv0

2

 r = 1, 2 (8.64)

Im Ruhesystem hat die Diracgleichung die vier Lösungen
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ψ(x) = 1√
NΩ

ru0 exp
{
− i mc

2

~
t
}

ψ(x) = 1√
NΩ

rv0 exp
{

+ i
mc2

~
t
}

 mit r = 1, 2 . (8.65)

Das Feld hat Wellenzahl k = 0 bzw. unendliche Wellenlänge, und schwingt
mit der durch seine Ruhemasse vorgegebenen Frequenz mc2/~ > 0.

Die Lösungen mit von Null verschiedenem Impuls p = ~k , 0 findet man
dadurch, dass man das Feld (8.65) aus einem relativ zum Feld bewegten
Koordinatensystem betrachtet. Im bewegten System hat die freie Dirac-
Gleichung die vier Lösungen

ψ(x) = 1√
NΩ

ruke−ikx = 1√
NΩ

D ru0e−ikx

mit r = 1, 2 .
(8.66a)

ψ(x) = 1√
NΩ

rvke+ikx = 1√
NΩ

D rv0e+ikx (8.66b)

Die Transformation

D =(11.5) exp
{ i
~

(
Θj
~

2

(
σj 0
0 σj

)
+ ηj

i~

2

(
σj 0
0 −σj

))}
kann für einen reinen Boost (Rapidität η , 0, räumliche Drehung θ = 0) in
folgender Form geschrieben werden (Nebenrechnung in Anhang A.9):

D
(A.50)=

1 cosh
(
η
2

)
− ηj

η σ
j sinh

(
η
2

)
0

0 1 cosh
(
η
2

)
+ ηj

η σ
j sinh

(
η
2

)
 (8.67)

Alternativ kann man diese Transformation auch als Funktion der drei
Impulskomponenten pj des Feldes und seiner Energie E im bewegten Koor-
dinatensystem beschreiben (Nebenrechnung in Anhang A.9):

D
(A.57)=

√
1

2mc2(E +mc2)

(
(E +mc2)1+ cpjσ

j 0
0 (E +mc2)1− cpjσj

)
(8.68)
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Weil die vierkomponentige Diracgleichung im Grenzfall vernachlässigbar
kleiner Ruhemasse m in die beiden zweikomponentigen Weyl-Gleichungen
zerfällt (siehe Abschnitt 8.9), und weil man in der Regel vermeiden möchte
dass dann die Normierung nochmals neu definiert werden muss, wählt man
bereits bei der Diracgleichung die Zweierspinoren(

ru0
1

ru0
2

)
und

(
rv0

1
rv0

2

)
mit r = 1, 2 (8.69)

als orthogonale Vektoren und gibt ihnen per Definition die Dimension√
Energie:

(
ru0

1
∗ ru0

2
∗
)(su0

1
su0

2

)
=
(
rv0

1
∗ rv0

2
∗
)(sv0

1
sv0

2

)
≡ mc2 δrs (8.70)

mit r = 1, 2 s = 1, 2

Mit (8.64) gilt für die adjungierten Viererspinoren

rū0 = ru0+ ( 0 1
1 0 ) = ru0+

r̄v0 = rv0+ ( 0 1
1 0 ) = − rv0+

}
mit r = 1, 2 . (8.71)

Bei einer Drehung des Koordinatensystems werden rūk und r̄vk genau wie
_
ψ

durch D-1 transformiert. Deshalb sind die Produkte

rūk suk = rū0D-1D su0 = 2mc2 δrs (8.72a)
rv̄k svk = rv̄0D-1D sv0 = −2mc2 δrs (8.72b)
rūk svk = ru0

1
∗ sv0

1 + ru0
2
∗ sv0

2 − ru0
1
∗ sv0

1 − ru0
2
∗ sv0

2 = 0 (8.72c)
rv̄k suk = −rv0

1
∗ su0

1 − rv0
2
∗ su0

2 + rv0
1
∗ su0

1 + rv0
2
∗ su0

2 = 0 (8.72d)

lorentzinvariant.
Mit der Transformation (8.68) und mit den Pauli-Matrizen (8.14) lassen

sich die Spinoren uk, vk mit Wellenzahl k direkt angeben:
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ruk = D ru0 =

√
1

2mc2(E +mc2) ·

·


(E +mc2 + cp3)ru0

1 + (cp1 − icp2)ru0
2

(cp1 + icp2)ru0
1 + (E +mc2 − cp3)ru0

2
(E +mc2 − cp3)ru0

1 + (−cp1 + icp2)ru0
2

(−cp1 − icp2)ru0
1 + (E +mc2 + cp3)ru0

2

 (8.73a)

rvk = D rv0 =
√

1
2mc2(E +mc2) ·

·


(E +mc2 + cp3)rv0

1 + (cp1 − icp2)rv0
2

(cp1 + icp2)rv0
1 + (E +mc2 − cp3)rv0

2
(−E −mc2 + cp3)rv0

1 + (cp1 − icp2)rv0
2

(cp1 + icp2)rv0
1 + (−E −mc2 − cp3)rv0

2

 (8.73b)

r = 1, 2 , D = (8.68) mit
{
E= ~ωk > 0
pj = ~kj .

Im Folgenden tun wir uns leichter, wenn wir für die Spinoren mit k = 0
unter Beachtung der Bedingungen (8.64) und (8.70) folgende explizite Form
festlegen:

1u0 ≡
√
mc2


1
0
1
0

 2u0 ≡
√
mc2


0
1
0
1



1v0 ≡
√
mc2


1
0
−1
0

 2v0 ≡
√
mc2


0
1
0
−1

 (8.74)

Damit wird

1uk =
√

1
2(E +mc2)


E +mc2 + cp3
cp1 + icp2

E +mc2 − cp3
−cp1 − icp2

 (8.75a)
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2uk =
√

1
2(E +mc2)


cp1 − icp2

E +mc2 − cp3
−cp1 + icp2
E +mc2 + cp3

 (8.75b)

1vk =
√

1
2(E +mc2)


E +mc2 + cp3
cp1 + icp2

−E −mc2 + cp3
cp1 + icp2

 (8.75c)

2vk =
√

1
2(E +mc2)


cp1 − icp2

E +mc2 − cp3
cp1 − icp2

−E −mc2 − cp3

 (8.75d)

with E = ~ωk > 0 , pj = ~kj = −pj = −~kj .

Mithilfe von (8.75) werden in Anhang A.10 die folgenden Spinor-Relationen
berechnet, die wir bei der Quantisierung des Feldes benötigen werden. Für
beliebiges k gilt:

∑
r

(
ruka

rukb
† + rv-ka rv-kb †

) (A.61)= 2E δab = 2~ωk δab (8.76a)

ruk† suk
(A.62)= rvk† svk

(A.62)= 2E δrs = 2~ωk δrs (8.76b)
ru-k† svk (A.63)= rv-k† suk (A.63)= 0 (8.76c)

In Anhang A.11 wird gezeigt:

2∑
r=1

ruk rūk
(A.67a)= cγµpµ +mc2 (8.77a)

2∑
r=1

rvk rv̄k
(A.67b)= cγµpµ −mc2 (8.77b)

Dies ist eine 4 × 4 Matrix im Spinorraum mit mc2 ≡ 1mc2. Schließlich
werden in Anhang A.27 noch die Relationen
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rūkγρ suk

(A.205)= rv̄ kγρ svk
(A.205)= 2c~kρδrs (8.78a)

rūkγρ svk
(A.205)
, 0 , rv̄ kγρ suk

(A.205)
, 0 (8.78b)

bewiesen.
Die Wahrscheinlichkeitsdichte der vier Lösungen (8.66) ist

_
ψψ = 1

NΩ exp{+ikx} rūk ruk exp{−ikx} = 2mc2

NΩ (8.79a)
_
ψψ = 1

NΩ exp{−ikx} rv̄k rvk exp{+ikx} = −2mc2

NΩ . (8.79b)

Mit der Definition
N ≡ +2E = 2~ωk (8.80)

erhält man eine lorentzinvariante Wahrscheinlichkeitsdichte, denn das Pro-
dukt EΩ ist lorentzinvariant, wie am Ende von Abschnitt 7 diskutiert.
Ursache der ungewöhnlichen negativen Wahrscheinlichkeitsdichte in (8.79b)
ist die ebenso ungewöhnliche Bildung von

_
ψ= ψ†γ0 mithilfe der Dirac-Ma-

trix γ0. In Übereinstimmung mit den Anmerkungen zu (7.1) und (7.2) ist
auch bei negativer Wahrscheinlichkeitsdichte die Wahrscheinlichkeit W (V )
dafür, das Feld im Volumen V vorzufinden, immer ≥ 0 und ≤ 1, wie es sein
muss:

0 ≤W (V ) =

∫
V
d3x

_
ψ (t,x)ψ(t,x)∫

Ω
d3x

_
ψ (t,x)ψ(t,x)

≤ +1 (8.81)

Die Nebenbedingungen (8.63), die die Freiheitsgrade der Dirac-Spinoren auf
2 einschränken, gelten auch in den geboosteten Spinoren weiter. Wenn ein
Feld die Spin-Quantenzahl s hat, so ist die Anzahl seiner Spin-Freiheitsgrade
gleich 2s+ 1. Also beschreiben Dirac-Spinoren, obwohl sie 4 Komponenten
haben, Felder mit Spin s = 1/2, nicht etwa s = 3/2.

Dirac-Felder haben den Spin s = 1/2 . (8.82)
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Wir haben uns in diesem Abschnitt auf Lösungen der Diracgleichung
konzentriert, in denen ein einziger Fourier-Koeffizient der allgemeinen Lösung
(8.56) gleich 1 ist, und alle andern Fourier-Koeffizienten 0 sind. Jetzt wollen
wir noch die allgemeine Lösung angeben. Weil es von jedem Spinor ruk und
rvk zwei linear unabhängige Varianten r = 1, 2 gibt, gibt es auch je zwei
Fourier-Koeffizienten rak und rb∗k mit r = 1, 2. Außerdem setzen wir die
Normierung (8.80) ein:

ψ(x) =(8.56)
∑
k,r

1√
2~ωkΩ

(
rak

ruk exp{−ikx}+ rb∗k
rvk exp{+ikx}

)
(8.83a)

ψ(x) =
∑
k,r

1√
2~ωkΩ

(
ra∗k

rūk exp{+ikx}+ rbk
rv̄k exp{−ikx}

)
(8.83b)

Die zu ψ(x) und
_
ψ (x) kanonisch konjugierten Impulsdichten sind

πψ ≡
(4.40) ∂L

∂ψ̇
= ∂L
c ∂(d0ψ)

(8.24)= i~
_
ψγ0 (8.84a)

π_
ψ
≡ ∂L
c ∂(d0

_
ψ)

(8.24)= 0 . (8.84b)

Auf die eigentümliche Asymmetrie zwischen (8.84a) und (8.84b) werden
wir in (8.99)ff eingehen. Die kanonisch konjugierte Impulsdichte des Dirac-
Feldes hat die Dimension Wirkung · Volumen−1/2. Man beachte, dass die
zum Spaltenspinor ψ kanonisch konjugierte Impulsdichte ein Zeilenspinor
ist. Einsetzen von (8.83) ergibt die kanonisch konjugierte Impulsdichte

π(x) (8.84a)= i~ψ†=
∑
k,r

i~√
2~ωkΩ

(
ra∗k

ru†k exp{+ikx}+ rbk
rv†k exp{−ikx}

)
.

(8.85)

(8.83) und (8.85) werden in Kapitel 16 den Ausgangspunkt für die Quanti-
sierung des Diracfeldes bilden.
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8.6 Erhaltungsgrößen

Die Komponenten des Energiedichte-Stress-Tensors (ES-Tensors) des Dirac-
feldes sind

T ρσ =(4.32) ∂L
∂(dρψ) d

σψ + (dσψ) ∂L
∂(dρψ)︸      ︷︷      ︸

0

− gρσL

=(8.24)
ψ i~cγρdσψ − gρσ ψ

(
i~cγνdν −mc2

)
ψ

=(8.5) i~c ψγρdσψ . (8.86)

Die Dimension des Tensors ist Energie/Volumen. In der ersten Zeile haben
wir die Faktoren so angeordnet, dass jeder Summand eine Zahl, aber keine
Spinor-Matrix ist. In Vorbereitung auf die Untersuchung anderer Felder
legen wir diese allgemeine Regel1 fest:

Alle Produkte von Feldern und ihren Ableitungen müssen
in der Lagrangedichte L und in den Komponenten T ρσ des
ES-Tensors so angeordnet werden, dass alle Terme Skalare
in der Raum-Zeit, im Spinor-Raum, im schwachen Isospin-
Raum, und im Farb-Raum sind.

(8.87)

Speziell ist die Energiedichte (Hamiltondichte) des Diracfeldes

H =(4.34) T 00 = i~c ψγ0d0ψ , (8.88)

und seine Physikalische Impulsdichte

Pj =(4.35) 1
c
T 0j = i~ψγ0djψ . (8.89)

Durch Einsetzen der Felder (8.83) kann man den ES-Tensor noch etwas
detaillierter evaluieren:

1 Der schwache Isospin wird in Kapitel 29 eingeführt. Farbe wird in Kapitel 28 eingeführt.
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T ρσ = i~c
∑
f ,k,s,r

ikσ

2Ω~√ωfωk

(
− sa∗f

rak
sūfγρ ruk exp{+i(f − k)x}+

+sa∗f
rb∗k

sūfγρ rvk exp{+i(f + k)x} −sbf rak sv̄fγρ ruk exp{−i(f + k)x}+

+sbf
rb∗k

sv̄fγρ rvk exp{−i(f − k)x}
)

(8.90)

Dies Resultat wollen wir jetzt im dreidimensionalen Ortsraum über das
Normierungsvolumen Ω integrieren. Dabei wollen wir in allen Termen Nutzen
aus dem Kronecker-Symbol

1
Ω

∫
Ω

d3x exp{±i(k − f)x} (7.12)= δkf (8.91)

ziehen. Weil die Summationen symmetrisch über alle positiven und negativen
Wellenzahlen k und f laufen, kann man z. B. schreiben:

∑
f ,k,s,r

sa∗f
rb∗k

sūfγρ rvk
1
Ω

∫
Ω

d3x exp{+i(f + k)x} =

=
∑
f ,k,s,r

sa∗f
rb∗−k

sūfγρ rv−k exp{+i(f0 + k0)x0} ·

· 1
Ω

∫
Ω

d3x exp{+i(f j − kj)xj}

︸                                      ︷︷                                      ︸
δkf

Auf diese Weise erhält man

T ρσ ≡
∫
Ω

d3x T ρσ = −~c
∑
k,s,r

kσ

2~ωk

(
− sa∗k

rak
sūkγρ ruk + sa∗−k

rb∗k
sū−kγρ rvk exp{+i2k0x0}

− sb−k
rak

sv̄−kγρ ruk exp{−i2k0x0}+ sbk
rb∗k

sv̄kγρ rvk
)
. (8.92)

Hier haben wir unsere Konvention (7.18) angewandt, nach der die Null-
Komponente der Wellenzahl freier Felder immer ≥ 0 gewählt wird. Die Terme
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mit den Exponentialfunktionen beschreiben sehr schnelle Oszillationen. Ihre
Frequenz hängt von der Energie des Feldes ab. Selbst für relativ leichte
Teilchen mit Ruheenergie 1MeV haben diese Oszillationen die hohe Frequenz

2k0c >
2MeV
~
≈ 3 · 1021Hz . (8.93)

Schrödinger [34], der sie entdeckte (theoretisch, diese Oszillationen wurden
niemals experimentell beobachtet), nannte sie „Zitterbewegung“. Der Mit-
telwert dieser Terme ist Null, und wegen der hohen Frequenz können sie
unbesorgt vernachlässigt werden, obwohl ihre Koeffizienten nach (8.78b)
von Null verschieden sind. Damit vereinfacht sich der ES-Tensor zu

T ρσ ≡
∫
Ω

d3x T ρσ =
∑
k,s

c2~2kρkσ

~ωk

(
sa∗k

sak − sbk
sb∗k

)
. (8.94)

Insbesondere ist die Hamilton-Funktion (Energie) gleich

H ≡ T 00 =
∑
k,s

~ωk
(
sa∗k

sak − sbk
sb∗k

)
, (8.95)

und der Physikalische Impuls des Feldes ist

P j ≡ 1
c
T 0j =

∑
k,s

~kj
(
sa∗k

sak − sbk
sb∗k

)
. (8.96)

Die Ladungsstromdichte

jν
(4.87)= qc ψγνψ (8.97)

des Diracfeldes haben wir bereits in Abschnitt 4.4 berechnet. Für sie gilt
die Kontinuitätsgleichung

cd0 qψγ
0ψ︸    ︷︷    ︸

Ladungsdichte= qψ†ψ

(4.88b)= −dkqψcγkψ . (8.98)

Die Ladungsdichte unterscheidet sich von der lorentzinvarianten Wahr-
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scheinlichkeitsdichte ψψ des Diracfeldes durch den konstanten Faktor q und
zusätzlich durch den Faktor γ0, der die Spinorkomponenten 1 und 2 mit den
Spinorkomponenten 3 und 4 vertauscht. Die Ladung ist eine Erhaltungs-
größe, nicht jedoch die Ladungsdichte. Denn bei Lorentztransformationen
ändert sich die Größe des Volumens, in dem sich die unveränderte Ladung
befindet.
Die Asymmetrie πψ

(8.84a)
, 0 , πψ

(8.84b)= 0 der kanonisch konjugierten
Impulsdichten wird von einigen Autoren als irritierend empfunden. Sie
definieren deshalb die Lagrangedichte

L′ = − i~c2 (dνψ)γνψ + i~c

2 ψγνdνψ − ψmc2ψ , (8.99)

in der die Felder ψ und ψ symmetrischer auftreten. Diese Lagrangedichte
führt zu den gleichen Feldgleichungen wie L = (8.24):

0 = dν
∂L′

∂(dνψ) −
∂L′

∂ψ
= i~cdνψγν + ψmc2 (8.100a)

0 = dν
∂L′

∂(dνψ)
− ∂L′

∂ψ
= −i~cγνdνψ +mc2ψ (8.100b)

Aus der Lagrangedichte (8.99) erhält man die kanonisch konjugierten Im-
pulsdichten

π′ψ ≡
∂L′

c ∂(d0ψ) = i~

2
_
ψγ0 (8.101a)

π′_
ψ
≡ ∂L′

c ∂(d0
_
ψ)

= − i~2 γ
0ψ , (8.101b)

die wesentlich symmetrischer als (8.84) sind. Aber natürlich sind die La-
grangedichten L und L′ nur dann vollständig gleichwertig, wenn sie auch
zum gleichen ES-Tensor führen. Mit L′ = (8.99) erhält man folgenden ES-
Tensor:
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T ′ρσ =(8.86) ∂L′

∂(dρψ) d
σψ + (dσψ) ∂L′

∂(dρψ)
− gρσL′

=(8.99) i~c

2
(
ψγρ dσψ − (dσψ) γρψ

)
− gρσL′ (8.102)

Man findet insbesondere die Energiedichte

H′ = i~

2
_
ψγ0 cd0ψ − (cd0

_
ψ) i~2 γ

0ψ − L′

= i~c

2 (djψ)γjψ − i~c

2 ψγjdjψ + ψmc2ψ , (8.103)

die auch als

H′ = (8.103)− (8.100a)︸       ︷︷       ︸
0

·ψ2 −
ψ

2 · (8.100b)︸       ︷︷       ︸
0

= − i~c2 (d0ψ)γ0ψ + i~c

2 ψγ0d0ψ (8.104)

geschrieben werden kann. Als physikalische Impulsdichte ergibt sich

P ′j ≡ i~

2
_
ψγ0djψ − (dj

_
ψ) i~2 γ

0ψ . (8.105)

Bei der genaueren Untersuchung in Abschnitt 16.2 werden wir feststellen,
dass tatsächlich (8.104) = (8.88) und (8.105) = (8.89) ist. Man kann also
wahlweise L = (8.24) oder L′ = (8.99) verwenden.

Zum Abschluss dieses Abschnitts noch eine Anmerkung zur Allgemeinen
Relativitätstheorie (ART): Die Feldgleichung

Rµν(x)− R(x)
2 gµν(x) + Λ gµν(x) = −8πG

c4 Tµν(x) (8.106)

beschreibt, wie die Geometrie der vierdimensionalen Raum-Zeit durch ihren
Inhalt an Energie und Impuls deformiert wird. Der Tensor Rµν und seine
Kontraktion R beschreiben die Krümmung der Raum-Zeit am Punkt x. Λ ist
die kosmologische Konstante, und G ist Newton’s Gravitationskonstante. Tµν
ist der ES-Tensor sämtlicher Felder am Raum-Zeit Punkt x, mit Ausnahme
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des metrischen Feldes gµν .
In Abschnitt 2.1 wurde gezeigt, dass der metrische Tensor der ART

symmetrisch ist

gµν
(2.5)= g νµ , (8.107)

und deshalb nur 10 seiner Komponenten unabhängig sind. Folglich muss
nach (8.106) Tµν ebenfalls symmetrisch sein. Aber weder T = (8.86) noch
T ′ = (8.102) sind symmetrisch, d. h. für beide Formen gilt T ρσ , T σρ und
T ′ρσ , T ′σρ.

Zunächst scheint hier ein ernsthaftes Problem aufzutauchen. Es wird aber
in Anhang A.12 gezeigt, dass man für beliebige Vektor- und Spinorfelder
symmetrische ES-Tensoren konstruieren kann, die zu den gleichen Kontinui-
tätsgleichungen führen wie die Form (8.86). Im Fall des Diracfeldes ist der
symmetrische ES-Tensor

∼
T ρσ (A.86)= i~c

4
(
− (dρψ)γσψ − (dσψ)γρψ + ψγρdσψ + ψγσdρψ

)
−

− gρσ ψ(i~cγνdν −mc2)ψ︸                        ︷︷                        ︸
L

. (8.108)

Um nicht aus der Reihe der meisten Lehrbücher der Quantenfeldtheorie
auszuscheren, behalten wir zwar im Hinterkopf dass der symmetrische
ES-Tensor (8.108) existiert (und auch benutzt werden muss wenn man
Berechnungen im Rahmen der ART durchführen möchte), werden aber in
diesem Buch durchwegs die asymmetrische Form (8.86) verwenden.

8.7 Die Standardform der Dirac-Matrizen

In (8.15) haben wir uns für die chirale Form der Dirac-Matrizen entschieden,
und werden auch im gesamten Buch bei dieser Wahl bleiben. Weil die
„Standardform“ der Matrizen aber in der Literatur weit verbreitet ist, sollte
der Leser sie ebenfalls kennen.
Wir definieren die vierdimensionale unitäre Spinor-Transformation
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U ≡
√

1
2

(
1 1

−1 1

)
U+ =

√
1
2

(
1 −1
1 1

)
= U−1 , (8.109)

in der 1 die zweidimensionale Einheitsmatrix ist. Die vierdimensionale
Einheitsmatrix 1 = U †U setzen wir zweimal in die Lagrangedichte des
Dirac-Feldes ein:

L =(8.21) _
ψ(x)

(
i~cγν

(
dν + i

~
qAν(x)

)
−mc2

)
ψ(x)

=
_
ψ(x)U †

(
i~cUγνU †

(
dν + i

~
qAν(x)

)
−mc2

)
Uψ(x) (8.110)

Die transformierten γ-Matrizen sind

Uγ0U † = 1
2

(
1 1

−1 1

)(
0 1

1 0

)(
1 −1
1 1

)
=
(
1 0
0 −1

)
(8.111)

UγjU † = 1
2

(
1 1

−1 1

)(
0 σj

−σj 0

)(
1 −1
1 1

)
=
(

0 σj

−σj 0

)

Dies ist die „Standardform“ der Dirac-Matrizen. Sie unterscheidet sich von
der chiralen Form nur durch die Schreibweise von γ0, die drei Matrizen γj
sind in beiden Formen identisch. Die Spinoren haben in der Standardform
die Gestalt

Uψ =
√

1
2

(
1 1

−1 1

)(
L
R

)
=
(
L+R
−L+R

)
. (8.112)

Die Standardform eignet sich besonders gut zur Untersuchung des nichtrela-
tivistischen Grenzfalls. Das wird z. B. in [33, Kapitel 1.4] beschrieben. Ihr
Nachteil ist, dass man den Spinoren (8.112) nicht mehr auf Anhieb ansieht,
dass sie sich nur durch eine unitäre Transformation von der direkten Summe
eines links- und eines rechtshändigen Weyl-Spinors unterscheiden, und dass
deshalb – wie wir in Abschnitt (8.9) besprechen werden – die vierdimensio-
nale Dirac-Darstellung hochenergetischer Felder in die zweidimensionalen
Weyl-Darstellungen reduziert werden kann.
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8.8 Eine Anmerkung zum Spin des Elektrons

Der Spin ~/2 des Elektrons wurde in den frühen zwanziger Jahren des ver-
gangenen Jahrhunderts durch Analyse der optischen Absorptionsspektren
von Atomen entdeckt. Eine überraschende Verdopplung fast aller Spek-
trallinien (das Phänomen wurde als anormaler Zeeman-Effekt bezeichnet)
konnte als Wirkung eines zusätzlichen Freiheitsgrades des Elektrons erklärt
werden, nämlich als die beiden möglichen Projektionen seines „Spins“ auf
eine Achse des Ortsraums. Pauli erweiterte die Schrödinger-Gleichung zu
einer nicht-relativistischen Gleichung für zwei-komponentige Spinoren (ei-
ne Komponente für jede mögliche Projektion des Spins auf jene Achse),
und konnte damit die meisten spektroskopischen Beobachtungen zufrieden-
stellend reproduzieren. Dennoch erschien der Spin als eine überraschende
und „unnötige“ Komplikation. Warum war das Elektron nicht einfach ein
elementares Punktteilchen, das durch seine Masse und Ladung vollständig
charakterisiert wird?
In der Einleitung zur Veröffentlichung [35] seiner Gleichung (8.5) schrieb

Dirac: “The question remains as to why Nature should have chosen this
particular model for the electron instead of being satisfied with the point-
charge. One would like to find some incompleteness in the previous methods
of applying quantum mechanics to the point-charge electron such that, when
removed, the whole of the duplexity phenomena follow without arbitrary
assumptions. In the present paper it is shown that this is the case, the
incompleteness of the previous theories lying in their disagreement with
relativity”.
In der Tat verlangte Dirac lediglich, dass (8.3) eine korrekte, Lorentz-

invariante Gleichung sein muss, und linearisierte sie in der Form (8.4). Wie in
den vorangegangenen Abschnitten gezeigt resultieren die Diracgleichung und
die Form der γ-Matrizen aus diesem Ansatz ohne irgend welche weiteren
kunstvollen Annahmen. Und in [33, chapter 1.4] wird gezeigt, dass die
Pauli-Gleichung nichts anderes ist als der nicht-relativistische Grenzfall der
Diracgleichung (8.5) (wobei zwei Spinorkomponenten in diesem Grenzfall
vernachlässigt werden können). Also ist das Elektron mit Spin ~/2 wirklich
die einfachste Konstruktion, welche die Natur für eine Punktladung wählen
konnte, die mit der Speziellen Relativitätstheorie kompatibel sein soll.
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Eine Warnung mag zum Schluss nicht überflüssig sein. Man darf das

zuweilen verwendete Bild des Elektrons als ein rotierendes Kügelchen nicht
wortwörtlich verstehen, weil dies Modell in mehrerer Hinsicht unverein-
bar mit den Beobachtungstatsachen wäre: In diesem Modell müsste die
Geschwindigkeit des Elektrons am Äquator weitaus höher als die Lichtge-
schwindigkeit im Vakuum sein, wenn man nicht einen Radius des Kügelchens
annimmt der viel größer ist als mit den experimentellen Beobachtungen
vereinbar. Dagegen betrachtet Dirac das Elektron als wirklich mathema-
tisches Punktteilchen, das überhaupt keine Ausdehnung hat. Außerdem
bewirkt die Bahnbewegung eines Teilchens mit Ladung q, Masse m, und
Bahndrehimpuls L ein magnetisches Moment der Größe

µL = gL
q

2m L mit gL = 1 , (8.113a)

während das magnetische Moment eines Elektrons aufgrund seines Spins in
guter Näherung

µS = gS
(−e)
2m S mit gS = 2 und |S| = ~/2 (8.113b)

ist. In Diracs Theorie ergibt sich der Faktor gS = 2 – wie in [33, chapter
1.4] gezeigt wird – sehr einfach und ohne irgend welche zusätzlichen An-
nahmen. (In Kapitel 26 werden wir quantenfeldtheoretische Korrekturen
dieses Faktors berechnen.) Überraschenderweise lassen sich die g-Faktoren
mit dem Modell des rotierenden Kügelchens durchaus in Einklang bringen,
denn der beobachtete Faktor gS ≈ 2 kann in diesem Modell als relativistisch-
kinematischer Effekt erklärt werden [36]. Jedoch betont Dirac in seiner
Publikation [35] dass nur die Summe von Bahndrehimpuls und Spin eine
Erhaltungsgröße ist, aber weder der Bahndrehimpuls noch der Spin des
Elektrons für sich allein. Das zeigt wieder, dass das Modell eines rotierenden
Kügelchens in die Irre führen würde, weil in diesem Fall (z. B. im Fall eines
rotierenden Planeten der um die Sonne kreist) sowohl der Bahndrehimpuls
als auch der Spin jeweils für sich allein Erhaltungsgrößen wären.
Deshalb muss der Spin als ziemlich abstraktes mathematisches Konzept

interpretiert werden, das kein Analogon in der klassischen Physik hat, und
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nicht in das anschauliche Modell des rotierenden Kügelchens gezwängt
werden kann.

8.9 Weylgleichungen

Die Dirac-Gleichung (i~cγµdµ −mc2)ψ (8.5)= 0 lässt sich durch Einsetzen der
γ-Matrizen (8.15) folgendermaßen schreiben:

(i~c
(

0 1

1 0

)
d0 + i~c

(
0 σk

−σk 0

)
dk −mc2)ψ =(

−mc2 i~c(d0 + σkdk)
i~c(d0 − σkdk) −mc2

)
ψ = 0 (8.114)

Wennm = 0 ist, oder wenn die Energie des Feldes so hoch ist, dass seine Ruh-
energie mc2 vernachlässigt werden kann, dann entkoppeln die Komponenten
der vierdimensionalen Diracgleichung (8.114) in die zweidimensionalen Weyl-
Gleichungen:

i~c(d0 − σkdk)
(
L1
L2

)
= 0

i~c(d0 + σkdk)
(
R1
R2

)
= 0

(8.115a)

(8.115b)

Hier haben wir die Notation von Abschnitt 6.2.1 wieder aufgenommen, in
dem wir zweidimensionale Spinoren als Basen von links- und rechtshändigen
Darstellungen der Bedeckungsgruppe {B} der Lorentzgruppe verwendet
haben. Im folgenden Abschnitt werden wir Lösungen der Weyl-Gleichungen
(8.115) diskutieren, und den Begriff ihrer Helizität, die auch als Chiralität
oder Händigkeit bezeichnet wird, klären.

8.10 Das freie Weyl-Feld

Weil die vierkomponentige Diracgleichung bei vernachlässigbar kleiner Ru-
hemasse (und erst recht bei Ruhemasse Null) in eine zweikomponentige
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rechtshändige und in eine zweikomponentige linkshändige Weyl-Gleichung
zerfällt, lassen sich auch die Lösungen der Weyl-Gleichungen dadurch kon-
struieren, dass man von den Lösungen der Diracgleichung ausgeht, und
dann den Grenzübergang m→ 0 ausführt.
Wir schränken unsere Überlegungen jetzt wieder auf Lösungen ψ(x) ein,

bei denen nur ein einziger Fourier-Koeffizient in (8.83) gleich 1 ist, und alle
anderen Fourier-Koeffizienten 0 sind, und wählen die Spinoren (8.75) als
Ausgangspunkt unserer Überlegungen. Wir führen einen so starken passiven
Boost in Richtung der negativen x3-Achse aus, dass E ≈ c2p2 � mc2 gilt.
Es ist p3 > 0, p3 < 0 und E + cp3 ≈ 0, E − cp3 ≈ 2E. Dadurch erhält man
anstelle von (8.75) folgende Spinoren:

1uk =
√

1
2E


O(mc2)

0
2E
0

 2uk =
√

1
2E


0

2E
0

O(mc2)



1vk =
√

1
2E


O(mc2)

0
−2E

0

 2vk =
√

1
2E


0

2E
0

O(mc2)

 (8.116)

Im Grenzfall m→ 0 kann man aus den beiden oberen Komponenten dieser
Spinoren linkshändige Weyl-Spinoren ableiten, und aus den beiden unteren
Komponenten rechtshändige Weyl-Spinoren. Wir kennzeichnen linkshändige
Spinoren mit dem Index L, rechtshändige mit dem Index R. Den zusätzlichen
Index >, der p3 = ~k3 > 0 bedeutet, werden wir nur kurzzeitig beibehalten:

1ukR> =
√

2E
(

1
0

)
2ukL> =

√
2E

(
0
1

)

1vkR> =
√

2E
(
−1
0

)
2vkL> =

√
2E

(
0
1

)
. (8.117)

Spinoren ( 0
0 ), die triviale Lösungen der Weyl-Gleichungen sind, wurden von

vornherein gestrichen.
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Bei einem sehr starken passiven Boost in Richtung der positiven x3-Achse
ist p3 < 0, p3 > 0, und E + cp3 ≈ 2E, E − cp3 ≈ 0. Dadurch erhält man
anstelle von (8.75) die Spinoren

1uk =
√

1
2E


2E
0

O(mc2)
0

 2uk =
√

1
2E


0

O(mc2)
0

2E



1vk =
√

1
2E


2E
0

O(mc2)
0

 2vk =
√

1
2E


0

O(mc2)
0
−2E

 . (8.118)

Im Grenzfall m→ 0 kann man aus diesen Dirac-Spinoren folgende nichttri-
vialen Weyl-Spinoren extrahieren:

1ukL< =
√

2E
(

1
0

)
2ukR< =

√
2E

(
0
1

)

1vkL< =
√

2E
(

1
0

)
2vkR< =

√
2E

(
0
−1

)
(8.119)

Beim Diracfeld waren in (8.73a) bzw. (8.74) die Spinoren vom Typ v linear
unabhängig von den Spinoren des Typs u. Bei den Weyl-Spinoren ist das
nicht mehr der Fall. Sowohl in (8.117) als auch in (8.119) sind die v-Spinoren
linear abhängig von (oder sogar identisch mit) den u-Spinoren. Deshalb
behalten wir nur die Spinoren des Typs u bei.
Die Helizität eines zweikomponentigen Spinors ist per Definition der

Eigenwert des Operators

Helizitätsoperator ≡ Z ≡ −1
2
pj
p
σj (8.120)

definiert. Wenn sich das Feld in Richtung der positiven x3-Achse bewegt
ist p3 > 0, und der Helizitätsoperator enthält den Faktor p3/p = −1. Die
Helizität der Spinoren ist in diesem Fall



8.10 Das freie Weyl-Feld 207

Z1ukR> = +1
2σ

3 √2E
(

1
0

)
= +1

2
1ukR> (8.121a)

Z2ukL> = +1
2σ

3 √2E
(

0
1

)
= −1

2
2ukL> . (8.121b)

Wenn sich das Feld in Richtung der negativen x3-Achse bewegt, enthält
wegen p3 < 0 der Helizitätsoperator den Faktor p3/p = +1, und die Spinoren
haben in diesem Fall die Helizität

Z1ukL< = −1
2σ

3 √2E
(

1
0

)
= −1

2
1ukL< (8.121c)

Z2ukR< = −1
2σ

3 √2E
(

0
1

)
= +1

2
2ukR< . (8.121d)

Alle vier Spinoren sind Eigenvektoren des Helizitätsoperators. Die R-Spi-
noren haben positive Helizität, die L-Spinoren haben negative Helizität.
Das rechtfertigt im Nachhinein die Unterteilung der Spinoren in rechts- und
linkshändige, die wir bereits in (6.78) und (8.115) eingeführt hatten.
Wir haben die Lösungen der freien Weyl-Gleichungen nur für Boosts

entlang der x3-Achse hergeleitet, entsprechende Lösungen gelten aber bei
Boosts in beliebiger Richtung. Die allgemeine Form (8.73) der Diracspinoren
enthält alle drei Produkte pjσj , genau so wie der Helizitätsoperator (8.120).
Unabhängig von der Richtung des Boost haben die Weyl-Spinoren, die aus
den beiden oberen Komponenten der geboosteten Dirac-Spinoren gebildet
werden, immer die Helizität −1

2 . Weyl-Spinoren, die aus den beiden unteren
Komponenten der geboosteten Dirac-Spinoren gebildet werden, haben immer
die Helizität +1

2 .
Ab sofort verzichten wir auf die Indizes > und <. Denn diese Information

ist ja schon im Index k enthalten. Wir unterscheiden aber weiterhin zwischen
links- und rechtshändigen Spinoren, da sie ja – obwohl formal identisch – zu
Lösungen der unterschiedlichen Gleichungen (8.115a) und (8.115b) gehören.
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1ukL =
√

2E
(

1
0

)
2ukL =

√
2E

(
0
1

)
(8.122a)

1ukR =
√

2E
(

1
0

)
2ukR =

√
2E

(
0
1

)
(8.122b)

Die Produkte

(rukL)† sukL = (rukR)† sukR = 2E δrs (8.123)

sind nicht lorentzinvariant, anders als die entsprechenden Produkte (8.72)
der Dirac-Spinoren. Als Normierungsfaktor der vollständigen Lösung wählen
wir wie beim Diracfeld in (8.80)

N ≡ 2E , (8.124)

und erhalten die vollständigen Weyl-Spinoren

ψ(x) = 1√
2EΩ



1ukL exp{−ikx}
2ukL exp{−ikx}
1ukL exp{+ikx}
2ukL exp{+ikx}
1ukR exp{−ikx}
2ukR exp{−ikx}
1ukR exp{+ikx}
2ukR exp{+ikx} .

(8.125)

mit E = c~k0 = ~ωk > 0 und ruX = (8.122).

Weyl-Felder haben die Masse m = 0, oder vernachlässigbar
kleine Masse, Spin s = 1/2 und Helizität Z = +1/2 oder Z =
−1/2. Linkshändige Weyl-Felder (Helizität = −1/2) entstehen
im Grenzfall m → 0 aus den beiden oberen Komponenten
von Dirac-Spinoren, rechtshändige Weyl-Felder (Helizität =
+1/2) entstehen im Grenzfall m→ 0 aus den beiden unteren
Komponenten von Dirac-Spinoren.

(8.126)
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Der letzte Satz gilt nur, wenn die Dirac-Matrizen so definiert werden wie
wir das in (8.15) getan haben. Bei anderer Definition ist der Zusammenhang
zwischen Weyl-Spinoren und Dirac-Spinoren weniger transparent.

8.11 Weyl-Feld: Wahrscheinlichkeitsdichte

In Abschnitt 8.4 haben wir festgestellt, dass als Wahrscheinlichkeitsdichte
des Diracfeldes das Produkt

_
ψ ψ anstatt des Produkts ψ† ψ eingeführt

werden muss, damit das Feld normierbar ist. In Abschnitt 8.10 werden wir
zeigen, dass bei den zweikomponentigen Weyl-Spinoren, obwohl sie identisch
sind mit den beiden oberen oder den beiden unteren Komponenten von
Dirac-Spinoren, keine entsprechende Komplikation auftritt. Weyl-Spinoren
sind mit der Wahrscheinlichkeitsdichte ψ†ψ normierbar.

Bei einer Drehung der Raum-Zeit-Koordinaten wird der Weyl-Spinor ψ(x)
transformiert durch

ψ′
(6.78)= exp

{ i
~

(
Θk
~σk

2 ± ηki
~σk

2
)}

︸                                    ︷︷                                    ︸
D

ψ . (8.127)

Mit σj (8.14)= σj† erhält man die infinitesimale Transformation (bei der Sum-
manden O(Θ2),O(η2),O(Θη) vernachlässigt werden können):

ψ′† ψ′ = (DINFψ)† (DINFψ) = ψ†D†INF DINF ψ =

(8.127)= ψ†
(

1− i

~

(
Θk
~σk†

2 − ηki
~σk†

2
))(

1 + i

~

(
Θk
~σk

2 + ηki
~σk

2
))
ψ =

= ψ†
(

1 + i

2Θk(σk − σk†)−
1
2ηk(σ

k + σk†)
)
ψ =

= ψ†
(
1− ηkσk

)
ψ , ψ†ψ (8.128)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte ψ† ψ des Weyl-Feldes ist bei einer rein räum-
lichen Koordinatendrehung (Θ , 0,η = 0) invariant, unter einem Lorentz-
boost (η , 0) jedoch nicht.
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Wir erinnern jedoch daran, dass nicht die Wahrscheinlichkeitsdichte son-
dern das Raumintegral über die Wahrscheinlichkeitsdichte lorentzinvariant
sein muss. Das Weyl-Feld erfüllt dies Kriterium:∫

Ω

d3xψ†(t,x)ψ(t,x) (8.123),(8.125)= 1
Ω

∫
Ω

d3x = 1 (8.129)
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9 Das klassische elektromagnetische Feld

In Abschnitt 4.5 haben wir gesehen, dass das elektromagnetische Feld das
Eichfeld von Feldern mit elektrischer Ladung (z. B. des Dirac-Feldes) ist, und
dass seine Lagrangedichte fast vollständig festgelegt wird durch das Postulat,
dass das geladene Feld unter lokalen Eichtransformationen invariant sein
soll.

9.1 Lagrangedichte und Feldgleichung

Dies ist die Lagrangedichte des freien elektromagnetischen Feldes, d. h. des
elektromagnetischen Feldes, das nicht mit irgend einem anderen Feld wech-
selwirkt:

L (4.120)= − 1
4µ0

FστF
στ (4.114)= − 1

4µ0
(dσAτ−dτAσ)(dσAτ−dτAσ) (9.1)

Der zweite Term in der Feldgleichung

dν
∂L

∂(dνAµ) −
∂L
∂Aµ︸  ︷︷  ︸
−jµ

(3.37)= 0 mit µ = 0, 1, 2, 3 (9.2)

ist die Stromdichte jµ = (4.113). Im Fall des freien elektromagnetischen
Feldes ist dieser Term Null. Mit

∂L
∂(dνAµ) = − 2

4µ0
(gνσgµτ − gντgµσ)(dσAτ−dτAσ) =

= − 1
2µ0

(dνAµ−dµAν − dµAν+dνAµ) =
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= − 1
µ0

(dνAµ−dµAν) (4.114)= − 1
µ0

F νµ (9.3)

erhalten wir diese Gleichung für das freie elektromagnetische Feld:

dνF νµ = dν(dνAµ−dµAν) = 0 mit µ = 0, 1, 2, 3 (9.4)

Am Ende von Abschnitt 4.5 wurde gezeigt, dass diese vierdimensionale
Gleichung gleichwertig ist mit den vier wohlbekannten dreidimensionalen
Maxwell-Gleichungen.

9.2 Erhaltungsgrößen

Für den ES-Tensor

T στ (4.32)= ∂L
∂(dσAρ)

dτAρ− gστL (9.5)

(9.3),(9.1)= − 1
µ0

F σρ dτAρ + gστ
1

4µ0
FνρF

νρ

des freien elektromagnetischen Feldes gelten diese vier Kontinuitätsgleichun-
gen:

dσT στ
(4.33)= 0 mit στ = 0, 1, 2, 3 (9.6)

Zur Erinnerung: H (4.34)= T 00 ist die Energiedichte des Feldes, und die j-
Komponente seiner Impulsdichte istPj (4.34)= T 0j/c .
In Abschnitt 5.7 haben wir die sechs Kontinuitätsgleichungen

dρMρστ (5.102)= 0 mit στ = 10, 20, 30, 23, 31, 12 (9.7)

gefunden, die für den Drehimpuls-Dichte-Tensor

Mρστ (5.100)= xσ
T ρτ

c
− xτ T

ρσ

c
+ Sρστ (9.8)

gelten. Dabei ist



9.2 Erhaltungsgrößen 213

Sρστ (5.99)= 1
c

∂L
∂(dρAσ)A

τ − 1
c

∂L
∂(dρAτ )A

σ (9.9)

die Spindichte des elektromagnetischen Feldes. In der Diskussion bei Glei-
chung (4.74) haben wir bereits festgestellt, dass nur die rein raum-artigen
Drehimpulse

M jl (5.104)=
∫
Ω

d3x
(
xjP l − xlPj

)
︸                          ︷︷                          ︸

Bahn-Drehimpuls

+
∫
Ω

d3xS0jl

︸          ︷︷          ︸
Spin

(9.10)

mit jl = 23, 31, 12

in der Praxis nützliche Größen sind. Man beachte dass Erhaltungssätze nur
für den Gesamt-DrehimpulsM jl gelten, aber nicht für Bahndrehimpuls oder
Spin separat.

Der ES-Tensor T = (9.5) ist offensichtlich nicht symmetrisch, d. h. es gilt
T ρσ , T σρ. Um (8.106) herum wurde erklärt, dass das zu Problemen bei
Rechnungen im Rahmen der Allgemeinen Relativitätstheorie führt, weil ES-
Tensoren in der ART symmetrisch sein müssen. In Anhang A.12 wird jedoch
gezeigt, wie man symmetrische ES-Tensoren für beliebige Vektor- und Spinor-
felder konstruieren kann, die zu den selben Kontinuitätsgleichungen führen
wie der asymmetrische ES-tensor (9.5). Im Fall des elektromagnetischen
Feldes ist der symmetrische ES-Tensor

∼
T στ (A.83)= − 1

µ0
F σνF τ ν + gστ

1
4µ0

FνρF
νρ . (9.11)

Um nicht aus der Reihe der meisten Lehrbücher der Quantenfeldtheorie
auszuscheren, behalten wir zwar im Hinterkopf dass der symmetrische ES-
Tensor (9.11) existiert (und auch benutzt werden muss wenn man Berech-
nungen im Rahmen der ART durchführen möchte), werden aber in diesem
Buch durchwegs die asymmetrische Form (9.5) verwenden.
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10 Das klassische Klein-Gordon-Feld

10.1 Feldgleichung

In Abschnitt 8.1 haben wir den Ansatz für die Diracgleichung iteriert, und
dadurch eine Gleichung für das Quadrat der Energie erhalten:

(i~c)2
(
γ0γ0d0d0 + (γ0γk + γkγ0)d0dk + γkγjdkdj

)
φ

(8.7)= (mc2)2φ (10.1)

Daraus haben wir die Diracgleichung abgeleitet, die in der Energie linear
ist. Man kann aber auch bei Gleichung (10.1) stehenbleiben. Wir setzen die
γ-Matrizen aus (8.15) ein, beachten

γµγν + γνγµ
(8.9)= 2gµν1 ,

und finden (
(i~c)2(1d0d0 − 1dkdk)− (mc2)2

)
φ = 0 .

Die vier Komponenten dieser Gleichung sind alle identisch, so dass es sich
tatsächlich um nur eine Gleichung handelt:

(~2c2dµdµ +m2c4)φ = 0 (10.2)

Das Feld φ(x) ist also ein Spinor mit nur einer Komponente, d. h. ein Skalar
im Spinor-Raum (und ein Skalar in der Raum-Zeit). Schrödinger fand diese
Gleichung noch vor seiner nichtrelativistischen Gleichung

(
i~

d
dt + ~2

2m∇
2
)
ψ = 0 , (10.3)
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verwarf sie aber. Denn um aus (10.2) eine Kontinuitätsgleichung zu berech-
nen, multiplizierte er die Gleichung mit der konjugiert-komplexen Funktion
φ∗, multiplizierte die konjugiert-komplexe Gleichung mit φ, und subtrahierte
beide voneinander:

0 = φ∗(~2c2dµdµ +m2c4)φ− φ(~2c2dµdµ +m2c4)φ∗

= ~2c2(φ∗dµdµφ− φdµdµφ∗) = ~2c2dµ(φ∗dµφ− φdµφ∗)
d
dt
(
φ∗

dφ
dt − φ

dφ∗

dt
)

= −c2dk
(
φ∗dkφ− φdkφ∗

)
(10.4)

Der Ausdruck φ∗φ̇− φφ̇∗ kann auch negative Werte annehmen. Wenn man
dagegen (10.3) mit ψ∗ multipliziert, die konjugiert-komplexe Gleichung mit
ψ multipliziert, und beide Gleichungen voneinander subtrahiert, dann erhält
man

i~
(
ψ∗

dψ
dt + ψ

dψ∗

dt
)

= − ~
2

2m
(
ψ∗∇2ψ − ψ∇2ψ∗

)
i~

d(ψ∗ψ)
dt = − ~

2

2m∇
(
ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗

)
. (10.5)

ψ∗ψ ist offensichtlich positiv definit, und ist deshalb – im Gegensatz zu
φ∗φ̇ − φφ̇∗ – als Ausdruck für die Wahrscheinlichkeitsdichte (bzw. nach
Schrödingers Verständnis Ende 1925 als Ausdruck für die Materiedichte)
des Elektronenfeldes geeignet. Aus diesem Grund gab Schrödinger seinen
Ansatz (10.2) auf, und konzentrierte sich zunächst auf die nichtrelativistische
Gleichung (10.3). Um Verwechselungen beider Gleichungen zu vermeiden,
setzte sich für Schrödinger’s offensichtlich relativistisch invariante Gleichung
(10.2) „ungerechterweise“ der Name Klein-Gordon-Gleichung durch.

Obwohl (10.2) wegen (10.4) als Gleichung für ein Teilchen unbrauchbar ist,
erweist sich die Klein-Gordon-Gleichung im Rahmen der Quantenfeldtheorie
als sinnvoll und nützlich.
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10.2 Das freie Klein-Gordon-Feld

Die Gleichung eines freien, mit keinem anderen Feld wechselwirkenden Klein-
Gordon-Feldes ist

(~2c2dµdµ +m2c4)φ(x) (10.2)= 0 . (10.6)

Wir überzeugen uns davon, dass diese Gleichung durch ebene Wellen der
Form

φ(x) = 1√
N

exp{∓ikx} = 1√
N

exp{∓i(ωkt− kx)} (10.7)

gelöst wird, indem wir den Ansatz zur Prüfung in die Feldgleichung einsetzen:

(−~2ω2
k + ~2c2k2 +m2c4) exp{∓ikx}√

N

(7.17)= 0 · exp{∓ikx}√
N

Jede beliebige reelle oder komplexe Lösung der Klein-Gordon-Gleichung
kann nach den allgemeinen Überlegungen von Kapitel 7 in der Form

φ(x) (7.19)=
∑
k

1√
NΩ

(
ak exp{−ikx}+ b∗k exp{+ikx}

)
(10.8)

als Linearkombination ebener Wellen geschrieben werden. Würde man die-
se Lösungen als Zustandsfunktionen der Punktteilchen-Quantenmechanik
interpretieren, dann wäre ihre Energie

i~
dφ
dt = Eφ =

∑
k

1√
NΩ

(
~ωkak exp{−ikx} − ~ωkb∗k exp{+ikx}

)
.

Weil wir in (7.18) vereinbart haben, dass k0 = ω/c > 0 immer positiv
ist, hätten die Lösungen b∗k exp{+ikx} negative Energie −~ωk < 0. Wir
werden sehen, dass die Energie in der Quantenfeldtheorie auf andere Weise
berechnet wird, und das quantisierte Klein-Gordon-Feld immer positive
Energie hat.
Sowohl reelle als auch komplexe Lösungen der Klein-Gordon-Gleichung
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sind wichtig. Denn in Abschnitt 4.4 haben wir ja festgestellt, dass die globale
Phasentransformation

φ(x) Γ−→ φ′(x) (4.77)= e
i
~
Kqφ(x) mit K, q ∈ R

mit der Erhaltung der Ladung q korreliert. Diese Transformation ist nur
bei einem komplexen Feld sinnvoll.

Reelle Lösungen der Klein-Gordon-Gleichung eignen sich zur
Beschreibung von Feldern mit Spin s = 0 und Masse m , 0
oder m = 0, die keine erhaltene Ladung haben. Sie haben die
Form (10.8) mit bk = ak für sämtliche Wellenzahlen k.
Komplexe Lösungen der Klein-Gordon-Gleichung eignen sich
zur Beschreibung von Feldern mit Spin s = 0 und Masse m , 0
oder m = 0, die (mindestens) eine erhaltene Ladung haben.
Sie haben die Form (10.8) mit ak , bk für mindestens eine
Wellenzahl k.

(10.9)

10.3 Lagrangedichte

Die Gleichung (10.2) des Klein-Gordon-Feldes kann aus der Lagrangedichte

L = c2~2(dµφ∗)dµφ−m2c4φ∗φ (10.10)

abgeleitet werden. Im Anschluss an (3.37c) haben wir erklärt, warum bei
der Ableitung der Feldgleichungen φ und φ∗ als unabhängige Variable von
L betrachtet werden müssen. Wegen

(dµφ∗)dµφ = gµσg
µτ (dσφ∗)dτφ = δστ (dσφ∗)dτφ

= (dσφ∗)dσφ = (dµφ∗)dµφ

ist die Lagrangedichte in φ und φ∗ völlig symmetrisch, und man erhält aus
ihrer Variation nach φ∗ und φ die identische Feldgleichung
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dµ
∂L

∂(dµφr)
− ∂L
∂φr

=(3.37b) 0

c2~2dµdµφ+m2c4φ = 0 (10.11a)
c2~2dµdµφ∗ +m2c4φ∗ = 0 , (10.11b)

nämlich die Klein-Gordon-Gleichung (10.2).
Bei genauerem Hinsehen erkennt man, dass eine Umdefinition der Dimen-

sion des Feldes φ(x) erforderlich ist. Wir haben die Klein-Gordon-Gleichung
(10.2) als iterierte Dirac-Gleichung hergeleitet. Das Diracfeld hat die Di-
mension Volumen−1/2. Würden wir auch für das Klein-Gordon-Feld bei
dieser Definition bleiben, dann hätte die Lagrangedichte (10.10) die exo-
tische Dimension Energie2/Volumen. Das ist nicht akzeptabel. Damit der
kanonische Formalismus nicht aus den Fugen gerät, müssen Lagrange- und
Hamiltondichte zwingend die Dimension Energie/Volumen haben. Deshalb
legen wir für das Klein-Gordon-Feld die Dimension

[Klein-Gordon-Feld] = [φ(x)] =
√

1
Energie ·Volumen (10.12)

fest. Folglich muss, weil die Fourierkoeffizienten dimensionslose Zahlen sind,
der Normierungsfaktor N in

φ(x) =(10.8)∑
f

1√
NΩ

(
af exp{−ifx}+ b∗f exp{+ifx}

)
(10.13a)

φ∗(x) =
∑
k

1√
NΩ

(
a∗k exp{+ikx}+ bk exp{−ikx}

)
(10.13b)

die Dimension [N ] = Energie haben.
Mit φ̇ = cd0φ = cd0φ ist die konjugierte Impulsdichte π des Feldes φ

π(x) (3.57)= ∂L
∂φ̇(x)

= c~2d0φ∗ = ~2φ̇∗ , (10.14a)

und die konjugierte Impulsdichte des Feldes φ∗ ist
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∂L

∂φ̇∗(x)
= c~2d0φ = ~2φ̇ = π∗(x) . (10.14b)

Die Dimension der konjugierten Impulsdichten ist Energie
1
2 ·Wirkung·Vo-

lumen-
1
2 . Das Produkt der Feldamplitude φ(x) und seiner konjugierten

Impulsdichte π(x) hat damit die Dimension Wirkung·Volumen-1, und das
Produkt der Feldamplitude und ihres konjugierten Impulses hat die Dimen-
sion Wirkung. Das Produkt kanonisch konjugierter Größen muss immer die
Dimension Wirkung haben, unsere Wahl der Dimensionen ist also vernünftig.

10.4 Erhaltungsgrößen

Der ES-Tensor des klassischen Klein-Gordon-Feldes hat die Komponenten

T ρσ (4.32)= ∂L
∂(dρφ) d

σφ+ (dσφ∗) ∂L
∂(dρφ∗)

− gρσL . (10.15)

Man beachte dass wir hier, und ebenso in der Lagrangedichte (10.10), stets
die komplex-konjugierten Faktoren φ∗ und dσφ∗ links von den Faktoren φ
und dσφ platziert haben. Da das Klein-Gordon-Feld ein Skalar ist, kann
man aus der allgemeinen Regel (8.87) keinen Hinweis auf die Anordnung
dieser Faktoren ableiten, und tatsächlich ist ihre Reihenfolge völlig egal.
Das ändert sich jedoch, wenn das Feld in Kapitel 15 quantisiert wird. Dann
werden die Amplituden zu Operatoren mit nicht-kommutativer Algebra, und
ihre Reihenfolge wird signifikante Konsequenzen haben. Da wir sowohl die
Diracgleichung als auch die Klein-Gordon-Gleichung aus (10.1) abgeleitet
haben, sind diese beiden Felder eng verwandt. Aus diesem Grund ordnen
wir die Faktoren in der Klein-Gordon-Theorie so an, wie wir das in der
Diractheorie getan haben, mit den komplex-konjugierten Faktoren φ∗ und
dσφ∗ links von φ und dσφ.
Durch Einsetzen von

∂L
∂(dρφ) = c2~2dρφ∗ ∂L

∂(dρφ∗)
= c2~2dρφ

in (10.15) findet man folgende Komponenten des ES-Tensors:
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T ρσ = c2~2
(
(dρφ∗) dσφ+ (dσφ∗) dρφ−

− gρσ(dµφ∗) dµφ+ gρσ
m2c2

~2
φ∗φ

)
(10.16a)

Insbesondere ist die Hamilton-Dichte

H
(4.35)
≡ T 00 = 2c2~2(d0φ

∗)d0φ− c2~2(dµφ∗)dµφ+m2c4φ∗φ

= c2~2(dµφ∗)dµφ+m2c4φ∗φ , (10.16b)

und die Physikalische Impulsdichte ist

Pj
(4.35)
≡ 1

c
T 0j = c~2

(
(d0φ∗) djφ+ (djφ∗)d0φ

)
. (10.16c)

Durch Einsetzen der Felder (10.13) kann man die Untersuchung des ES-
Tensors (10.16a) noch etwas weiter treiben:

T ρσ =
∑
k,f

c2~2

2Ω~√ωkωf

[
i2kρfσ

(
a∗k exp{+ikx} − bk exp{−ikx}

)
·

·
(
− af exp{−ifx} + b∗f exp{+ifx}

)
+

+ i2fρkσ
(
a∗k exp{+ikx} − bk exp{−ikx}

)
·

·
(
− af exp{−ifx} + b∗f exp{+ifx}

)
−

− gρσi2kµfµ
(
a∗f exp{+ifx} − bf exp{−ifx}

)
·

·
(
− ak exp{−ikx} + b∗k exp{+ikx}

)
+

+ gρσ
m2c2

~2

(
a∗k exp{+ikx}+ bk exp{−ikx}

)
·

·
(
af exp{−ifx} + b∗f exp{+ifx}

)]
=
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=
∑
k,f

c2~2

2Ω~√ωkωf

[
i2(kρfσ + fρkσ)

(
− a∗kaf exp{+i(k − f)x}+ a∗kb

∗
f exp{+i(k + f)x}+

+ bkaf exp{−i(k + f)x} − bkb∗f exp{−i(k − f)x}
)
−

− gρσi2kµfµ
(

− a∗fak exp{+i(f − k)x}+ a∗fb
∗
k exp{+i(f + k)x}+

+ bfak exp{−i(f + k)x} − bfb∗k exp{−i(f − k)x}
)

+

+ gρσ
m2c2

~2

(
a∗kaf exp{+i(k − f)x}+ a∗kb

∗
f exp{+i(k + f)x}+

+ bkaf exp{−i(k + f)x}+ bkb
∗
f exp{−i(k − f)x}

)]
(10.17)

Dies Resultat wollen wir jetzt im dreidimensionalen Ortsraum über das
Normierungsvolumen Ω integrieren. Dabei wollen wir in allen Termen das
Kronecker-Symbol

1
Ω

∫
Ω

d3x exp{±i(k − f)x} (7.12)= δkf (10.18)

nutzen. Weil symmetrisch über sämtliche positiven und negativen Wellen-
zahlen k und f summiert wird, kann man z. B.

∑
k,f

a∗fb
∗
k

1
Ω

∫
Ω

d3x exp{+i(f + k)x} =
∑
k,f

a∗−fb
∗
k ·

· exp{+i(f0 + k0)x0}
1
Ω

∫
Ω

d3x exp{+i(−f j + kj)xj}
(10.18)=

=
∑
k

a∗−kb
∗
k exp{+i2k0x0} (10.19)

schreiben. Hier haben wir unsere Konvention (7.18) angewandt, nach der
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die Null-Komponente der Wellenzahl freier Felder stets ≥ 0 gewählt wird.
Mit (10.19) erhält man

T ρσ ≡
∫
Ω

d3x T ρσ =
∑
k

c2~2

2~ωk

[

− 2kρkσ
(
− a∗kak + a∗kb

∗
−k exp{+i2k0x0}+

+ bka−k exp{−i2k0x0} − bkb∗k
)
−

+ gρσkµk
µ
(
− a∗kak + a∗−kb

∗
k exp{+i2k0x0}+

+ b−kak exp{−i2k0x0} − bkb∗k
)

+

+ gρσ
m2c2

~2

(
+ a∗kak + a∗kb

∗
−k exp{+i2k0x0}+

+ bka−k exp{−i2k0x0}+ bkb
∗
k

)]
. (10.20)

Die Terme mit den Exponentialfunktionen beschreiben sehr schnelle Oszilla-
tionen. Ihre Frequenz hängt von der Masse des Feldes ab. Selbst für relativ
leichte Teilchen mit Ruheenergie 1MeV ist die Frequenz der Oszillationen

2k0c >
2MeV
~
≈ 3 · 1021Hz . (10.21)

Schrödinger [34], der sie entdeckte (theoretisch, diese Oszillationen wurden
niemals experimentell beobachtet), nannte sie „Zitterbewegung“. Der Mit-
telwert dieser Terme ist Null, und aufgrund ihrer hohen Frequenz kann man
sie sicherlich vernachlässigen.
Da für freie Felder kµkµ = m2c2/~2 gilt, erhält man das Ergebnis

T ρσ =
∑
k

c2~2

~ωk
kρkσ

(
a∗kak + bkb

∗
k

)
. (10.22)

Man beachte dass wir – in Hinblick auf die Quantisierung des KG-Feldes, die
in Kapitel 15 erfolgen wird – an keiner Stelle der Herleitung dieses Resultats
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die Reihenfolge der Fourier-Koeffizient in irgend einem Produkt geändert
haben. Denn obwohl diese Koeffizienten in der klassischen Formel (10.22)
kommutierende Zahlen sind, werden sie durch die Quantisierung zu nicht-
kommutativen Operatoren werden.

Das Klein-Gordon-Feld trägt eine erhaltene Ladung q, wenn es invariant
ist unter einer globalen Phasentransformation

φ(x) Γ−→ φ′(x) (4.77)= e
i
~
Kqφ(x) mit K, q ∈ R . (10.23)

Diese Transformation ist nur für ein komplexes Feld sinnvoll. Ein reelles
Klein-Gordon-Feld hat keine erhaltene Ladung.
Um herauszufinden ob es ein G gibt, mit dem die hinreichende Symme-

triebedingung (4.11)

∃G : L
I+ i

~
wγ

−−−−→ L ′ = L+ i

~
wγL = L+ dρGρ (10.24)

erfüllt werden kann, untersuchen wir die infinitesimale Transformation.
Wegen

e
i
~
Kq = lim

n→∞

(
1 + i

~

K

n︸︷︷︸
≡k

q

)n
mit n ∈ N (10.25)

hat sie die Form

φ(x)
I+ i

~
wγ

−−−−→ φ′(x) = φ(x) + i

~
kqφ(x) . (10.26)

Das transformierte konjugiert-komplexe Feld ist

φ∗′(x) = φ∗(x)− i

~
kqφ∗(x) . (10.27)

Man beachte das Minuszeichen. Damit lässt sich die Wirkung der infi-
nitesimalen Transformation auf L berechnen, wobei Summanden O(k2)
vernachlässigt werden:
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L′ = c2~2(dµφ∗ −
i

~
kqdµφ∗)(dµφ+ i

~
kqdµφ)

−m2c4(φ∗ − i

~
kqφ∗)(φ+ i

~
kqφ)

= L+ c2~2(dµφ∗)
i

~
kqdµφ− c2~2

i

~
kq(dµφ∗)dµφ

−m2c4φ∗
i

~
kqφ+m2c4 i

~
kqφ∗φ+O(k2) = L

Die hinreichende Symmetriebedingung (10.24) wird durch

dρGρ = 0 ⇐⇒ G = constant (10.28)

erfüllt. Wir sparen Schreibarbeit, indem wir G ≡ 0 wählen. Die erhaltene
Stromdichte

jρ =(4.16)
C

(∑
r

∂L
∂(dρφr)

wγφr + i~Gρ
)

ist mit C ≡ 1/(i~k)

jρ = 1
i~k

(
∂L

∂(dρφ)kqφ− kqφ
∗ ∂L
∂(dρφ∗)

)
= 1
i~k

(
c2~2(dρφ∗)kqφ− c2~2kqφ∗dρφ

)
= −iqc2~

(
(dρφ∗)φ− φ∗dρφ

)
. (10.29)

Für j gilt die Kontinuitätsgleichung

dρjρ = 0 (10.30)

−ic2~qd0
(
(d0φ∗)φ− φ∗d0φ

)
= +ic2~qdj

(
(djφ∗)φ− φ∗djφ

)
.

Integration über das Volumen V ergibt mit dem Gauß’schen Satz:
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d
dt

∫
V

d3x i~q
(dφ∗

dt φ− φ
∗dφ

dt
)

︸                                  ︷︷                                  ︸
Q(V )

= −
∫

O(V )

dfj iqc2~q
(
(djφ∗)φ− φ∗djφ

)
︸                                ︷︷                                ︸

jj

(10.31)

Im Integral Q erkennt man – abgesehen von konstanten Faktoren – den
Ausdruck (10.4) wieder. Als Wahrscheinlichkeitsdichte ist dieser Ausdruck
unbrauchbar, aber als Ladungsdichte ist er akzeptabel, weil eine Ladung
durchaus negativ sein kann. Ein komplexes Klein-Gordon-Feld kann also
eine positive oder negative erhaltene Ladung haben.
Wenn man das Volumenintegral über das gesamte Normierungsvolumen

Ω ausdehnt, dann wird die rechte Seite von (10.31) Null, weil φ und φ∗ auf
der Oberfläche des Normierungsvolumens Null sind. Setzt man außerdem

π(x) (10.14a)= ~2φ̇∗(x) π∗(x) (10.14b)= ~2φ̇(x)

ein, dann kann man die gesamte erhaltene Ladung des Klein-Gordon-Feldes
in der Form

Q =
∫
Ω

d3x
iq

~

(
πφ− φ∗π∗

)
(10.32)

schreiben.

10.5 Das reelle Klein-Gordon-Feld

Im Vergleich zum Vektorfeld der elektromagnetischen Wechselwirkung oder
den Spinor-Feldern der Dirac-Theorie und der Weyl-Theorie lässt sich das
geladene Klein-Gordon-Feld schon recht problemlos handhaben. Nochmals
einfacher ist die formale Behandlung des reellen Klein-Gordon-Feldes. Defi-
niert wird es durch seine Lagrangedichte

L = c2~2

2 (dµφ)dµφ− 1
2 m

2c4φ2 . (10.33)
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Genau wie das geladene KG-Feld wird auch das ungeladene KG-Feld defi-
niert mit der Dimension (10.12) = (Energie ·Volumen)−1/2. Dadurch wird
sichergestellt, das die Lagrangedichte und die Hamiltondichte die Dimension
Energie/Volumen haben.
Durch Variation von L nach φ findet man die Feldgleichung

dµ
∂L

∂(dµφ) −
∂L
∂φ

=(3.37b) 0

c2~2dµdµφ+m2c4φ = 0 , (10.34)

die mit (10.11a) identisch ist.
Die konjugierte Impulsdichte π des reellen KG-Feldes Feldes ist

π(x) (3.57)= ∂L
∂φ̇(x)

= c~2d0φ , (10.35)

und die Komponenten seines Energiedichte-Spannungs-Tensors sind

T ρσ =(4.32) ∂L
∂(dρφ)d

σφ− gρσL =

= c2~2(dρφ)dσφ− gρσ c
2~2

2 (dµφ)dµφ+ gρσ
1
2 m

2c4φ2 . (10.36)

Insbesondere ist seine Energiedichte (Hamiltondichte)

H =(4.34) T 00 = c2~2

2 (d0φ)d0φ− c2~2

2 (djφ)djφ+ 1
2 m

2c4φ2

= c2~2

2 (dµφ)dµφ+ 1
2 m

2c4φ2 , (10.37)

seine physikalische Impulsdichte ist

Pj =(4.34) 1
c
T 0j = c~2(d0φ)djφ (10.35)= π(x)djφ , (10.38)

und sein mittlerer Druck ist
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P =(4.45a) 1
3
(
SP11 + SP22 + SP33

)
= 1

3 T
jj

= c2~2

3 (djφ)djφ− gjj

3
c2~2

2 (dµφ)dµφ+ gjj

6 m2c4φ2

= +c2~2

2 (d0φ)d0φ−
c2~2

6 (djφ)djφ−
1
2 m

2c4φ2 . (10.39)
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11 Diskrete Symmetrien

11.1 Die erweiterte Lorentzgruppe

Die Lorentzgruppe { `} ist eine kontinuierliche Gruppe. Jedes ihrer Elemente
kann in einer Taylorreihe um das Einselement der Gruppe entwickelt werden.
Anschaulich bedeutet das: Jedes ihrer Elemente kann als Produkt unendlich
vieler unendlich kleiner Elemente betrachtet werden.

Zusätzlich gibt es zwei diskrete Änderungen der Raum-Zeit-Koordinaten,
die ebenfalls das Produkt AνBν invariant lassen: Die Spiegelung P der
drei Raumkoordinaten x1, x2, x3, und die Spiegelung T der Zeitkoordinate
x0. Die Raumspiegelung wird auch als Paritätstransformation bezeichnet,
die Spiegelung der Zeitachse auch als Zeitumkehr. Die Vereinigungsmenge{{ `}, T, P} enthält sämtliche Transformationen der kartesischen Raum-
Zeit-Koordinaten, die das Produkt AνBν invariant lassen, denn alle Spie-
gelungen einzelner Koordinatenachsen oder beliebiger Kombinationen von
Koordinatenachsen können durch Produkte von P , T , und Elementen von
{ `} erzeugt werden.

Die Lorentzgruppe { `} wird genauer auch als eigentliche orthochrone
Lorentzgruppe {`↑+} bezeichnet. Der Pfeil ↑ und das Wort orthochron deuten
an, dass die Elemente der Lorentzgruppe die Zeitachse nicht aus dem Lichtke-
gel heraus drehen. Das Pluszeichen + und das Wort eigentlich besagen, dass
sämtliche Elemente aller Matrixdarstellungen der Lorentzgruppe die Deter-
minante +1 haben. Wir werden auch weiterhin die eigentliche orthochrone
Lorentzgruppe {`↑+} abkürzend als Lorentzgruppe { `} bezeichnen.

Die orthochrone uneigentliche Lorentzmenge {`↑−} ist die Menge
{
P{ `}

}
aller Produkte P` = `P der Raumspiegelung und der Elemente der Lo-
rentzgruppe. {`↑−} ist keine Gruppe, denn das Produkt zweier Elemente
aus {`↑−} ist kein Element von {`↑−}, sondern ein Element aus { `}. Die
Vereinigungsmenge

{{ `}, P} =
{{ `}, {`↑−}} ist eine Gruppe.
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Die nichtorthochrone uneigentliche Lorentzmenge {`↓−} ist die Menge{
T{ `}

}
aller Produkte T` = `T der Zeitumkehr und der Elemente der

Lorentzgruppe. {`↓−} ist keine Gruppe, denn das Produkt zweier Elemente
aus {`↓−} ist kein Element aus {`↓−}, sondern ein Element aus { `}. Die
Vereinigungsmenge

{{ `}, T} =
{{ `}, {`↓−}} ist eine Gruppe.

Die Menge
{
TP{ `}

}
aller Produkte TP` der Zeitumkehr und der Raum-

spiegelung und der Elemente der Lorentzgruppe ist die nichtorthochrone
eigentliche Lorentzmenge {`↓+}. Da T und P miteinander und mit allen Ele-
menten der Lorentzgruppe kommutieren ist es egal, in welcher Reihenfolge
man das Produkt schreibt. {`↓+} ist keine Gruppe, denn das Produkt zweier
Elemente aus {`↓+} ist kein Element aus {`↓+}, sondern ein Element aus { `}.
Die Vereinigungsmenge

{{ `}, TP} =
{{ `}, {`↓+}} ist eine Gruppe.

Die Vereinigungsmenge
{{ `}, T, P} =

{{ `}, {`↑−}, {`↓−}, {`↓+}} wird als
erweiterte Lorentzgruppe bezeichnet. Wegen der Elemente T und P ist die
erweiterte Lorentzgruppe keine kontinuierliche Gruppe. Ihre Parameter-
Mannigfaltigkeit ist nicht zusammenhängend, sondern in die vier Parameter-
Mannigfaltigkeiten ihrer Komponenten { `}, {`↑−}, {`

↓
−}, und {`

↓
+} aufgespal-

ten. Kein Punkt A in einer dieser vier Komponenten kann mit einem Punkt
B in einer anderen der vier Komponenten durch einen kontinuierlichen Weg
verbunden werden, ohne die Parameter-Mannigfaltigkeit zu verlassen. Jede
einzelne dieser vier Zusammenhangskomponenten ist zweifach zusammen-
hängend, da die in ihnen enthaltene Parameter-Mannigfaltigkeit von { `}
zweifach zusammenhängend ist.

11.2 Diskrete Symmetrien des Dirac-Feldes

Die in Satz (8.43) definierten Generatoren

Sστ
(8.43)= i~

4 [γσ, γτ ] (11.1)

schreiben wir mithilfe der Definition der γ-Matrizen

γ0 (8.15a)=
(

0 1

1 0

)
γk

(8.15)=
(

0 σk

−σk 0

)
(11.2)
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in 2× 2 Blockformat:

Sk0 = i~

4

(( 0 σk

−σk 0

)(
0 1

1 0

)
−
(

0 1

1 0

)(
0 σk

−σk 0

))

= i~

2

(
σk 0
0 −σk

)
(11.3a)

Skl = i~

4

(( 0 σk

−σk 0

)(
0 σl

−σl 0

)
−
(

0 σl

−σl 0

)(
0 σk

−σk 0

))

= − i~4

(
[σk, σl] 0

0 [σk, σl]

)
(6.24)= εklm

~

2

(
σm 0
0 σm

)
(11.3b)

Außerdem verwenden wir wieder die einfach indizierte Schreibweise

ΘkS
k
R + ηkS

k
B ≡

1
2ΩστS

στ (11.4)

mit den Rotationsgeneratoren SR und den Boostgeneratoren SB. Damit
können wir die Transformation (8.30) des Diracfeldes bei einer Drehung der
Raum-Zeit-Koordinaten folgendermaßen schreiben:

ψ′(x′) = Dψ(Λ-1x) =

= exp
{ i
~

(
Θk
~

2

(
σk 0
0 σk

)
+ ηk

i~

2

(
σk 0
0 −σk

))}
ψ(Λ-1x) (11.5)

{D} ist nichts anderes als die direkte Summe der links- und rechtshändigen
zweidimensionalen Darstellungen (6.78) der Gruppe {B}. Folglich sind auch
die vierdimensionalen Diracspinoren

ψ(x) =
(
L(x)
R(x)

)
(11.6)

nichts anderes als die direkte Summe der zweidimensionalen Weyl-Spinoren
L und R, auf denen die links- und rechtshändigen Darstellungen (6.78)
basieren.

Warum befassen wir uns überhaupt mit der scheinbar reduziblen Darstel-
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lung (11.5), und zerlegen sie nicht in die beiden irreduziblen Darstellungen
(6.78)? Der Grund liegt darin, dass das Diracfeld nicht nur unter den konti-
nuierlichen Transformationen der Lorentzgruppe invariant ist, sondern auch
unter den diskreten Symmetrien P und T , und darüber hinaus auch noch
unter einer weiteren diskreten Transformation, nämlich der Ladungskonju-
gation C. Die Gruppe {D = (11.5)} wäre zwar als Darstellung der Gruppe
{B} reduzibel, als Darstellung der Gruppe

{{B}, P, T, C} – der Bedeckungs-
gruppe der erweiterten Lorentzgruppe plus C – ist sie aber irreduzibel. In
den Abschnitten 11.2.1 und 11.2.3 werden wir sehen, dass es die Raumspie-
gelung P und die Ladungskonjugation C sind, die die rechtshändigen und
linkshändigen Spinorkomponenten verkoppeln.
Bei der Konstruktion der Diracgleichung haben wir an keiner Stelle

explizit verlangt, dass die Gleichung nicht nur lorentzinvariant, sondern auch
invariant unter Raumspiegelung und Zeitumkehr sein soll. Aber wir haben
in Abschnitt 8.1 verlangt, dass die Darstellung kompatibel mit der Energie-
Impuls-Gleichung

√
E2 − (cp)2(8.2)= mc2 der Speziellen Relativitätstheorie

sein muss. Wegen E2 = (−E)2 und p2 = (−p)2 ist diese Gleichung invariant
unter Zeitspiegelung und Raumspiegelung, und hat uns zu einer Theorie
geführt die nicht nur lorentzinvariant ist, sondern auch invariant unter diesen
diskreten Transformationen.

11.2.1 Raumspiegelung

Wir benötigen die Darstellung der Raumspiegelung auf der Basis von Vie-
rervektoren im Zeit-Orts-Raum, und wir benötigen die Darstellung der
Raumspiegelung auf der Basis von Spinoren. Die vierdimensionale Darstel-
lung

ΛP ≡


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (11.7)

auf Basis von Raum-Zeit-Vektoren wird per Definition vorgegeben. Die
Darstellung DP auf Basis von Spinoren wird daraus berechnet mithilfe der
Gleichung



232 11 Diskrete Symmetrien

D-1
P γ

νDP

(8.32)= ΛνPµγµ . (11.8)

Wegen γµγν+γνγµ(8.9)= 2gµν1 ist γ0γ0γ0 = +γ0, und γ0γkγ0 = −γk. Deshalb
ist

DP ≡ eiϕγ0 (8.15a)= eiϕ
(

0 1

1 0

)
(11.9)

mit unbestimmtem Phasenfaktor ϕ eine Darstellung der Paritätstransfor-
mation auf der Basis von Diracspinoren, die Gleichung (11.8) erfüllt.

Wir wenden die Elemente dieser Darstellung von P auf das Diracfeld ψ(x)
an. Mit Λ-1

P = ΛP ist

P
(
ψ(x)

)
= ψ′(x′) = DPψ(Λ-1P x) =

=


L′1(x′)
L′2(x′)
R′1(x′)
R′2(x′)

 = eiϕ


R1(x0,−x)
R2(x0,−x)
L1(x0,−x)
L2(x0,−x)

 . (11.10)

DP vertauscht die Spinorkomponenten R mit den Spinorkomponenten L.
Also kann die Darstellung

{
D,DP , DT , DC

}
der Gruppe

{{B}, P, T, C}
nicht in zwei zweidimensionale Darstellungen reduziert werden.

11.2.2 Zeitumkehr

Wir benötigen die Darstellung der Zeitumkehr auf der Basis von Vierervek-
toren im Zeit-Orts-Raum, und wir benötigen die Darstellung der Zeitumkehr
auf der Basis von Spinoren. Bei den Vektoren im Zeit-Orts-Raum gibt es
eine Komplikation: Die Matrix

ΛT ≡


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (11.11)
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liefert zwar die richtige Transformation von x und dν , aber das Eichfeld A
muss bei Zeitumkehr anders transformiert werden:

T (A) = A′ =
(
φ′/c
A′

)
=
(

+φ/c
−A

)
(11.12)

Man sieht das beispielsweise anhand der Maxwell’schen Gleichung

E =(4.128a) −∇Φ− dtA . (11.13)

Bei der Raumspiegelung P gilt P (E) = −E, und wegen P (∇) = −∇ und
P (dt) = +dt folgt P (φ) = +φ und P (A) = −A. Bei Zeitumkehr T gilt
T (E) = +E, und wegen T (∇) = +∇ und T (dt) = −dt folgt T (φ) = +φ
und T (A) = −A. Raumspiegelung und Zeitumkehr haben also auf xν und dν
unterschiedliche Wirkung, jedoch auf das Eichfeld A die identische Wirkung !
Wegen der gegenläufigen Vorzeichenänderung von dν und Aν bei Zeitumkehr
existiert – anders als bei der Raumspiegelung – kein Matrixoperator, der
diese Transformation darstellen kann.
Deshalb definiert man die Zeitumkehrtransformation T so, dass eine

Lösung ψ der Diracgleichung(
i~cγν(dν + i

~
qAν)−mc2

)
ψ

(8.26a)= 0 (11.14a)

in eine Lösung ψ∗ ihrer konjugiert-komplexen Gleichung

(
− i~cγν∗(dν −

i

~
qAν)−mc2

)
ψ∗ = 0 (11.14b)

transformiert wird. Das erreicht man durch die folgenden Definitionen:

T
(
γν
)
≡ −D-1

T γ
ν∗DT (11.15a)

T
(
V
)
≡ ΛTV mit ΛT = (11.11) (11.15b)

T
(
q
)
≡ −q (11.15c)
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T
(
ψ(x)

)
≡ DTψ

∗(Λ-1T x) (11.15d)

V ist ein beliebiger Lorentzvektor. Durch diese Definition von T werden –
genau wie benötigt – die Vorzeichen von dν und Aν in (11.14) gegenläufig
geändert. Wie die Ladungskonjugation C, die wir im folgenden Abschnitt
besprechen, ändert auch die Zeitumkehr T das Vorzeichen des Ladungspara-
meters q. Im Übrigen sind T und C aber unterschiedliche Transformationen.
DT ist die Darstellung der Zeitumkehrtransformation auf der Basis von
Spinoren. Man findet sie mithilfe von (8.32):

−D-1
T γ

ν∗DT

(8.32)= ΛνTµγµ
(11.11)= −gνµγµ (11.16)

Man beachte, dass auf der linken Seite der Gleichung −γν∗ aus (11.14b)
auftaucht, auf der rechten Seite aber γν aus (11.14a). Denn die linke Seite
von (8.32) beschreibt die Transformation der γ-Matrizen im Spinorraum, so
dass (11.15a) einzusetzen ist. Dagegen beschreibt die rechte Seite von (8.32),
wie die vier γ-Matrizen transformiert werden, wenn man sie formal als
Komponenten eines Lorentzvektors betrachtet, so dass (11.15b) einzusetzen
ist. Diese Gleichung wird gelöst durch

DT = eiχγ1γ3 =
(

0 σ1

−σ1 0

)(
0 σ3

−σ3 0

)
=

= eiχ
(
−σ1σ3 0

0 −σ1σ3

)
= ieiχ

(
σ2 0
0 σ2

)
(11.17)

mit unbestimmtem Phasenfaktor χ, wie man mit den Definitionen von γν
in (8.15) und mit

γµγν + γνγµ
(8.9)= 2gµν1 =⇒ (γα) -1 = γα (11.18)

durch direktes Einsetzen überprüft. An der Form der Matrix (11.17) erkennt
man, dass die Zeitumkehr die L- und R-Komponenten des Diracfeldes ψ(x)
nicht verkoppelt:
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T
(
ψ(x)

)
= ψ′(x′) = DTψ

∗(Λ-1
T x) =

= ieiχ
(
σ2 0
0 σ2

)
L∗1(Λ-1T x)
L∗2(Λ-1T x)
R∗1(Λ-1T x)
R∗2(Λ-1T x)

 = −eiχ


−L∗2(−x0,x)
+L∗1(−x0,x)
−R∗2(−x0,x)
+R∗1(−x0,x)

 (11.19)

Das Verfahren der Zeitumkehr wirkt reichlich gekünstelt und wenig elegant.
Einmal mehr fällt auf, dass der Begriff der Zeit sich nur mit Mühe in die
Quantentheorie einfügen lässt.

11.2.3 Ladungskonjugation

Der Name dieser diskontinuierlichen Transformation gibt ihre Wirkung nur
sehr unvollständig wieder. Die Ladungskonjugation ist per Definition eine
Transformation, welche Lösungen der Dirac-Gleichung

(8.26a) = i~cγν(dν + i

~
qAν)ψ −mc2ψ = 0 (11.20a)

in Lösungen ihrer adjungierten transponierten Gleichung

(8.26b)∼ = i~c(−γν∼)(dν −
i

~
qAν)ψ ∼ −mc2 ψ ∼ = 0 (11.20b)

umwandelt. Weil in anderem Zusammenhang adjungiert das gleiche bedeutet
wie komplex konjugiert und transponiert, würde dort adjungiert transponiert
das gleiche bedeuten wie komplex konjugiert. In der Diractheorie kommt
aber, wenn man den adjungierten Spinor bildet, noch die Multiplikation
(von rechts) mit der Matrix γ0 hinzu. Deshalb ist ψ ∼ , ψ∗.

Mit Blick auf (11.20) wird die Ladungskonjugation C folgendermaßen
definiert:

C
(
γν
)
≡ −D-1

C γ
ν∼DC (11.21a)

C
(
q
)
≡ −q (11.21b)
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C
(
V
)
≡ ΛCV (Λ-1

C x) (11.22)= V (11.21c)

C
(
ψ(x)

)
≡ DCψ

∼(Λ-1C x) . (11.21d)

V ist ein beliebiger Lorentzvektor, ΛC ist eine Darstellung von C auf der
Basis von Lorentzvektoren, die wir gleich definieren werden. DC ist eine
Darstellung von C auf der Basis von Spinoren.

Die Ladungskonjugation C ist dann eine Symmetrie des Diracfeldes, wenn
DCψ

∼ einen beobachtbaren Zustand beschreibt, falls ψ einen beobachtbaren
Zustand beschreibt. DCψ

∼ beschreibt die Antiteilchen der Teilchen, die
durch ψ beschrieben werden. (Wir verwenden die Begriffe „Feld“, „Welle“,
und „Teilchen“ hier – wie auch überall sonst in diesem Buch – synonym.)
Deshalb wird die Ladungskonjugation in der quantisierten Theorie oft auch
Teilchen-Antiteilchen-Konjugation genannt.

Als Darstellung der Ladungskonjugation C auf Basis von Lorentzvektoren
wählt man die triviale Darstellung

ΛCV ≡ 1V = V . (11.22)

Damit gilt insbesondere für den vierdimensionalen Ortsvektor

ΛCx = x .

Die Ladungskonjugation wird so definiert, dass sie nur Änderungen im
Spinorraum und beim Parameter q bewirkt. Anders als P und T ändert C
nicht die Raum-Zeit-Koordinaten der Felder.
Jetzt ermitteln wir DC mithilfe von (8.32):

−D-1
C γ

ν∼DC

(8.32)= ΛνCµγµ
(11.22)= γν (11.23)

Man beachte, dass auf der linken Seite der Gleichung −γν∼ aus (11.20b)
auftaucht, auf der rechten Seite aber γν aus (11.20a). Denn die linke Seite
von (8.32) beschreibt die Transformation der γ-Matrizen im Spinorraum, so
dass (11.21a) einzusetzen ist. Dagegen beschreibt die rechte Seite von (8.32),
wie die vier γ-Matrizen transformiert werden, wenn man sie formal als
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Komponenten eines Lorentzvektors betrachtet, so dass (11.21c) einzusetzen
ist. Die Gleichung wird gelöst durch

DC ≡ ieiζγ0γ2 = ieiζ
(

0 1

1 0

)(
0 σ2

−σ2 0

)
= ieiχ

(
−σ2 0

0 σ2

)
, (11.24)

wie man mit den Definitionen von γν in (8.15) und mit (11.18) durch
direkte Berechnung der vier Produkte nachprüft. ζ ist ein unbestimmter
Phasenfaktor. Man vergleiche (11.24) mit (11.17) ! DC unterscheidet sich
von DT nur durch ein Vorzeichen (bzw. 2 Vorzeichen, wenn man beide
Komponenten von σ2 einzeln zählt). Dass die Ladungskonjugation dennoch
– anders als die Zeitumkehr – die L- und R-Komponenten der Spinoren
vertauscht liegt daran, dass bei der Ladungskonjugation zusätzlich noch
gemäß (11.21d) der Übergang ψ → ψ ∼ durchgeführt wird:

C
(
ψ(x)

)
= ψ′(x′) = DCψ

∼(Λ-1C x) =

= ieiζγ0γ2


ψ∗3(x)
ψ∗4(x)
ψ∗1(x)
ψ∗2(x)

 = eiζ


−ψ∗4(x)
+ψ∗3(x)
+ψ∗2(x)
−ψ∗1(x)

 = eiζ


−R∗2(x)
+R∗1(x)
+L∗2(x)
−L∗1(x)


Die Ladungskonjugation vertauscht die rechts- und linkshändigen Spinorkom-
ponenten, vertauscht die beiden rechtshändigen und die beiden linkshändigen
Komponenten nochmal untereinander, ändert je ein Vorzeichen der rechts-
und linkshändigen Komponenten, und bildet das Konjugiert-Komplexe.
Neben der Symmetrie unter Raumspiegelung ist die Symmetrie unter

Ladungskonjugation der zweite (und letzte) Grund dafür, dass die vierdi-
mensionale Darstellung

{
D,DP , DT , DC

}
der Gruppe

{{B}, P, T, C} nicht
in zwei zweidimensionale Darstellungen reduziert werden kann.

11.3 Diskrete Symmetrien des Weyl-Feldes

Die vierdimensionale Dirac-Darstellung der Gruppe {B} ist die direkte
Summe der linkshändigen und rechtshändigen zweidimensionalen Weyl-
Darstellungen (6.78). Umgekehrt formuliert: Die vierdimensionale Dirac-
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Darstellung der Gruppe {B} kann in die beiden zweidimensionalen Weyl-
Darstellungen reduziert werden, wenn sie nicht zusätzlich die diskreten
Symmetrien der Raumspiegelung und/oder der Ladungskonjugation enthält.
Denn diese beiden Symmetrien vertauschen die beiden linkshändigen mit
den beiden rechtshändigen Komponenten der Dirac-Spinoren und machen
dadurch die vierdimensionale Darstellung irreduzibel, sind also keine Sym-
metrien der Weyl-Darstellungen. Nur die Darstellung der Zeitumkehr auf
Basis von vierdimensionalen Dirac-Spinoren

T
(
ψ(x)

)
= DTψ

∗(Λ-1T x) (11.19)= ieiχ
(
σ2 0
0 σ2

)
ψ∗(Λ-1T x) (11.25)

ist reduzibel, und deshalb auch eine diskrete Symmetrie der linkshändigen
und rechtshändigen Weyl-Felder:

DT = ieiχ
(
σ2 0
0 σ2

)
= ieiχ(σ2 ⊕ σ2) (11.26)

11.4 Diskrete Symmetrien des Klein-Gordon-Feldes

Die Lagrangedichte des Klein-Gordon-Feldes

L (10.10)= c2~2(dµψ∗)dµψ −m2c4ψ∗ψ (11.27)

ist aufgrund ihrer quadratischen Struktur und ihrer Invarianz bei Wechsel zur
konjugiert-komplexen Gleichung offensichtlich invariant unter Zeitspiegelung,
unter Raumspiegelung, sowie unter Ladungskonjugation. Da wir die Klein-
Gordon-Gleichung aus der Dirac-Gleichung abgeleitet haben ist es nicht
überraschend, dass beide nicht nur lorentzinvariant sind, sondern auch die
gleichen diskreten Symmetrien aufweisen.
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12 Inhomogene Felder

12.1 Die Greensfunktion des Klein-Gordon-Feldes

Die homogene Klein-Gordon-Gleichung

(~2c2dµdµ +m2c4)ψ(0)(x) (10.2)= 0 (12.1)

beschreibt ein freies, mit nichts wechselwirkendes Feld. Wenn es Wech-
selwirkungen gibt, dann wird sie zu einer inhomogenen Gleichung, in der
Wechselwirkungen als Quellterme j(x) auftauchen:

(~2c2dµdµ +m2c4)ψ(x) = j(x) (12.2)

Die Lösungen dieser inhomogenen Gleichung können als

ψ(x) = ψ(0)(x) +
∫
Ω

d3y

+∞∫
−∞

dy0 i

~c
G(x, y)j(y) (12.3)

angesetzt werden. ψ(0)(x) ist eine Lösung der homogenen Gleichung (12.1).
Der Quellterm j bewirkt am Raumzeitpunkt y einen zusätzlichen Anteil, der
sich – durch die Funktion i

~cG(x, y) beschrieben – von y nach x ausbreitet.
Nach dem Huygens’schen Prinzip kann man sich i

~cG(x, y)j(y) als eine Welle
vorstellen, die vom Quellpunkt y ausgeht, und sich am Raumzeitpunkt x mit
dem freien Feld und den Wellen, die von sämtlichen anderen Quellpunkten
ausgehen, zum inhomogenen Feld ψ(x) überlagert.
Summiert wird in (12.3) nicht etwa nur über die Orte y im Rückwärts-

Lichtkegel von x, sondern über alle Orte im Normierungsvolumen und über
alle Zeitpunkte der Vergangenheit und der Zukunft. Denn erstens werden
wir Wellen, die sich rückwärts in der Zeit ausbreiten, interpretieren als
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Wellen von Antifeldern, die sich vorwärts in der Zeit ausbreiten. Zweitens
greifen wir hier schon vor auf die beabsichtigte Quantisierung. Wir werden
sehen, dass sich raumartige Wechselwirkungen von Feldern und Antifeldern
außerhalb des Vorwärts- und Rückwärts-Lichtkegels gegenseitig exakt auf
Null kompensieren. Während man Antifelder durchaus auch als klassische
Felder definieren kann, ist die Kompensation raumartiger virtueller Felder
nur im Rahmen der Quantentheorie verständlich.
G(x, y) wird als Greensfunktion1 bezeichnet. In der Feldtheorie ist der

Name Propagator2 üblich. Hinweis: Statt des Faktors i/~c klammern einige
Autoren den Faktor −i/~c und einige Autoren überhaupt keinen Faktor aus
der Greensfunktion aus.

Indem man den Ansatz (12.3) in die inhomogene Gleichung (12.2) einsetzt,
findet man

0 +
∫
Ω

d3y

+∞∫
−∞

dy0 (~2c2dµdµ +m2c4) i

~c
G(x, y)j(y) =

= j(x) =
∫
Ω

d3y

+∞∫
−∞

dy0 δ(4)(x− y)j(y)

=⇒ (~2c2dµdµ +m2c4) i

~c
G(x, y) = δ(4)(x− y) . (12.4)

i
~cG(x, y) ist eine Lösung der inhomogenen Differentialgleichung, wenn
die inhomogene Quelle j(x) zu einem unendlich kurzen, unendlich harten
„Probeschlag“ in Form der Deltafunktion verdichtet wird.

Falls das betrachtete System translationsinvariant ist, hängt G(x, y) nur
von der Differenz (x− y) ab, und man kann die Fourier-Transformation

G(x− y) (7.15)= 1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π G̃(k) exp{−ik(x− y)} (12.5)

ausführen. Durch Einsetzen von (12.5) und
1 benannt nach ihrem Erforscher George Green (1793 - 1841)
2 lateinisch: propagare= fortpflanzen, ausbreiten
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δ(4)(x− y) (7.16a)= 1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π exp{−ik(x− y)} (12.6)

in (12.4) folgt

(−~2c2k2 +m2c4) i

~c
G̃(k) = 1

=G̃(k) +i
~c
(
k2 −m2 c2

~2 + iε′
) (12.7a)

G̃(k) = +i
~c
(
k0 + ωk

c
− iε

)(
k0 − ωk

c
+ iε

) . (12.7b)

Hier wurde

k2 − m2c2

~2
= (k0)2 −

(
k2 + m2c2

~2

)
=
(
k0 + ωk

c

)(
k0 − ωk

c

)
ωk
c

=(7.18) +

√
k2 + m2c2

~2
(12.8)

benutzt. Nur „auf der Masseschale“ ist k0 die Nullkomponente eines Vie-
rervektors mit dem relativistisch invarianten Quadrat k2 = (k0)2 − k2 =
m2c2/~2. Dagegen ist unter dem Integral (12.5) die Integrationsvariable
k0 ein von k unabhängiger Parameter, der das gesamte Kontinuum von
Werten zwischen −∞ und +∞ annimmt. Bei k = ∓mc/~ bzw. k0 = ∓ωk/c
hätte G̃(k) zwei Pole erster Ordnung, wenn nicht der infinitesimal kleine
imaginäre Summand −iε zu ωk/c addiert worden wäre:

ωk/c → ωk/c− iε mit

ε ∈ R , ε > 0
ε

ωk/c
≤ ε

mc/~
� 1 (12.9a)

Dadurch werden die Pole, die in Abb. 12.1 als rote Punkte eingetragen
sind, von der reellen Achse in die komplexe Ebene geschoben. Es gibt
insgesamt vier verschiedene Möglichkeiten, die beiden Pole in die obere oder
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Im k0

Re k0
−ωk

c + iǫ

+ωk
c − iǫ

W
e g

2

W e g 1
Abb. 12.1 : Pole und Integrationswege

untere komplexe k0-Ebene zu schieben. Den Vorteil der hier getroffene Wahl,
die zum Feynman-Propagator führt, werden wir angeben, sobald wir die
Integration ausgeführt haben. Den infinitesimalen Parameter ε′ definiert
man durch (

k0 + (ωk/c− iε)
)(
k0 − (ωk/c− iε)

)
=

= k2 −m2 c
2

~2
+ iε

2ωk
c

+O(ε2) ≡ k2 −m2 c
2

~2
+ iε′

mit ε′ ∈ R , 0 < ε′ � m2 c
2

~2
. (12.9b)

Falls x0 > y0 ist, kann man den Integrationsweg von (12.5) – ohne den
Wert des Integrals zu ändern – in der unteren komplexen Halbebene schließen
(Weg 1 in Abb. 12.1) und mithilfe des Residuen-Satzes3 berechnen. Denn bei
großem Realteil von k0 bewirkt der Summand (k0)2 im Nenner, bei großem
negativen Imaginärteil von k0 die Exponentialfunktion im Zähler, dass das
Integral über den unteren Halbkreis Null ergibt.

3 In [37] findet man eine auf den Bedarf von Physikern zugeschnittene, kurz gefasste
Erklärung dieses wichtigen mathematischen Werkzeugs.
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Damit wird der Pol bei k0 = +ωk/c− iε vom Integrationsweg eingeschlos-

sen, und man findet bei Vernachlässigung von Summanden O(ε2) als Lösung
von (12.5) die Greensfunktion

G(x− y) =x
0>y0 i

Ω2π
∑
k

exp{+ik(x− y)} ·

·
∮
�

dk0 exp{−ik0(x0 − y0)}
~c
(
k0 + ωk

c
− iε

)(
k0 − ωk

c
+ iε

)
= +1

Ω
∑
k

exp{+ik(x− y)} exp{−i(ωk/c− iε)(x0 − y0)}
2~ωk − 2iε .

(12.10)

Hier gab es einen Vorzeichenwechsel, weil der Integrationsweg im Uhrzeiger-
sinn durchlaufen wurde. Jetzt kann man ε gegenüber ωk/c vernachlässigen,
und erhält die Greensfunktion

G(x− y) =x
0>y0 ∑

k

exp{−ik(x− y)}
Ω2~ωk

≡ Ga(x− y) . (12.11a)

Falls x0 < y0 ist, schließt man das Integral in der oberen komplexen Halb-
ebene (Weg 2 in Abb. 12.1):

G(x− y) =x
0<y0 i

Ω2π
∑
k

exp{+ik(x− y)} ·

·
∮
	

dk0 exp{−ik0(x0 − y0)}
~c
(
k0 + ωk

c
− iε

)(
k0 − ωk

c
+ iε

)
= −1

Ω
∑
k

exp{+ik(x− y)} exp{−i(−ωk/c+ iε)(x0 − y0)}
−2~ωk + 2iε

Weil symmetrisch über sämtliche positiven und negativen Wellenzahlen k
summiert wird, und ω-k = ωk ist, darf man k gegen −k tauschen, und erhält
bei Vernachlässigung von ε
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G(x− y) =x
0<y0 ∑

k

exp{−ik(y − x)}
Ω2~ωk

≡ Gb(y − x) . (12.11b)

Die Reihenfolge von x und y wurde in den Argumenten von Ga(x− y) und
Gb(y − x) so definiert, dass sie immer die Form Gx(später− früher) haben.
Für G(x − y) gilt diese Regel nicht. Nur als Integrationsvariable nimmt
k0 unabhängig von k sämtliche Werte von −∞ bis +∞ an. In (12.11) gilt
wieder k0 = ωk/c = +

√
k2 +m2c2/~2 > 0, und k0 ist durch k festgelegt.

In beiden Propagatoren (12.11) hat die Null-Komponente der Exponen-
tialfunktion die Form

exp{−i · (Frequenz︸        ︷︷        ︸
≥ 0

·Zeitintervall)︸              ︷︷              ︸
> 0

} (12.12)

mit positivem Frequenz-Zeitintervall-Produkt. Das ist auf die Wahl der
Verschiebung der Pole zurückzuführen, die in Abbildung 12.1 skizziert ist.
Jede der drei anderen Möglichkeiten, die Pole in die komplexe Ebene zu
schieben, hätte zu mindestens einem Residuum mit negativem Frequenz-
Zeitintervall-Produkt geführt. Nur Lösungen mit positivem Frequenz-Zeitin-
tervall-Produkt können interpretiert werden als Felder oder Antifelder mit
positiver Energie, die sich vorwärts durch die Zeit bewegen.
Als Summen ebener Wellen sind Ga(x − y) und Gb(y − x) Lösungen

der homogenen Klein-Gordon-Gleichung (12.1), aber keine Lösungen der
inhomogenen Gleichung (12.4), obwohl wir (12.11) doch aus (12.4) abgeleitet
haben ! Die Erklärung dafür steckt in den Randbedingungen x0 > y0 bzw.
x0 < y0, die in (12.11) über den Gleichheitszeichen stehen. Wir müssen
diese Randbedingungen auch formal in die Lösungen integrieren, damit sie
zu Lösungen der inhomogenen Gleichung (12.4) werden. Das gelingt mithilfe
der Stufenfunktion

θ(x0 − y0) ≡


1 falls x0 > y0

1/2 falls x0 = y0

0 falls x0 < y0
(12.13a)

d
dx0 θ(x

0 − y0) = −d
dx0 θ(y

0 − x0) = δ(x0 − y0) . (12.13b)
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Weil die Stufenfunktion bei x0 = y0 einen Sprung macht, ist ihre Ableitung
die Deltafunktion. Mit der Stufenfunktion lassen sich die beiden Gleichungen
(12.11) zu

G(x− y) x
0,y0
= θ(x0 − y0)

∑
k

exp{−ik(x− y)}
Ω2~ωk

+

+ θ(y0 − x0)
∑
k

exp{−ik(y − x)}
Ω2~ωk

(12.14)

zusammenfassen.
Um uns zu vergewissern, dass dies nun eine Lösung der inhomogenen

Gleichung (12.4) ist, setzen wir in (12.4) zunächst die Lösung (i/~c)θ(x0 −
y0)Ga(x− y) ein. dµ sind Ableitungen nach xµ, bei denen yµ als Konstante
zu betrachten ist. Außerdem werden wir in (12.17)

dµθ(x0 − y0) = δ0µ δ(x0 − y0) (12.15)

und die Eigenschaft

f(τ) d
dτ δ(τ) = −δ(τ) d

dτ f(τ) (12.16)

der Deltafunktion verwenden.

(~2c2dµdµ +m2c4) i
~c
θ(x0 − y0)Ga(x− y) =

= i~c
(
dµdµθ(x0 − y0)

)
Ga(x− y) + 2i~c

(
dµθ(x0 − y0)

)
dµGa(x− y)+

+ θ(x0 − y0) (~2c2dµdµ +m2c4) i
~c
Ga(x− y)︸                                          ︷︷                                          ︸

0

=

= −i~cδ(x0 − y0) d0G
a(x− y) + 2i~cδ(x0 − y0) d0G

a(x− y) =

= iδ(x0 − y0)
∑
k

(−i~ck0) exp{−ik(x− y)}
Ω2~ωk

=
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= + 1
2
∑
k

exp{+ik(x− y)}
Ω︸                           ︷︷                           ︸

δ(3)(x−y)

δ(x0 − y0) exp{−ik0(x0 − y0)}︸                                        ︷︷                                        ︸
δ(x0−y0)

=

= 1
2 δ

(4)(x− y) (12.17)

Wenn man θ(y0 − x0)Gb(y − x) anstelle von θ(x0 − y0)Ga(x− y) in (12.4)
einsetzt, erhält man einen Vorzeichenwechsel aufgrund des unterschiedlichen
Vorzeichens von x in der Exponentialfunktion, und einen zweiten Vorzeichen-
wechsel wegen (12.13b), insgesamt also das gleiche Ergebnis. Die Summe
der beiden Lösungen stimmt mit (12.4) überein.

12.2 Die Greensfunktion des Dirac-Feldes

Bei der Definition und Berechnung der Greensfunktion des Dirac-Feldes
gehen wir in enger Analogie zum Klein-Gordon-Feld vor. Das freie, mit
nichts wechselwirkende Dirac-Feld ψ(0)(x) ist eine Lösung der Gleichung

(i~cγµdµ −mc2)ψ(0)(x) (8.5)= 0 . (12.18)

Wenn Wechselwirkungen als Quellterme j(x) auf der rechten Seite der
Gleichung

(i~cγµdµ −mc2)ψ(x) = j(x) (12.19)

auftreten, dann kann man das Feld ψ(x) als Überlagerung von Wellen
darstellen, die sich von Quelltermen j(y) zum Raumzeitpunkt x ausbreiten
und dort mit dem ungestörten Feld ψ(0)(x) zum inhomogenen Feld

ψ(x) = ψ(0)(x) +
∫
Ω

d3y

+∞∫
−∞

dy0 (−i)
~c

S(x, y)j(y) (12.20)

überlagern. S(x, y) ist die Greensfunktion des Diracfeldes. Wie beim Klein-
Gordon-Feld wird in dieser Gleichung nicht nur über die Orte y im Rückwärts-
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Lichtkegel von x, sondern über alle Orte im Normierungsvolumen und
über alle Zeitpunkte der Vergangenheit und der Zukunft summiert. Die
Greensfunktion ist eine Lösung der inhomogenen Diracgleichung, wenn die
Quelle j(x) zu einer Deltafunktion verdichtet wird:

(i~cγµdµ −mc2) (−i)
~c

S(x, y) = δ(4)(x− y) (12.21)

Falls das betrachtete System translationsinvariant ist, hängt S(x, y) nur von
der Differenz (x− y) ab, und man kann die Fourier-Transformation

S(x− y) (7.15)= 1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π S̃(k) exp{−ik(x− y)} (12.22)

ausführen. Man setzt diese Gleichung und die Form (12.6) der Deltafunktion
in die inhomogene Gleichung (12.21) ein, und findet

(+~cγµkµ −mc2) (−i)
~c

S̃(k) = 1 . (12.23)

Wegen

γµkµγ
νkν = 1

2γ
µγνkµkν + 1

2γ
νγµkνkµ = 1

2{γ
µ, γν}︸         ︷︷         ︸

(8.9)= gµν

kµkν = k2

ist

γµkµ −m c
~ =

(
γµkµ −m c

~

)(γνkν +m c
~

)
(
γνkν +m c

~

) =
k2 −m2 c2

~2(
γνkν +m c

~

) .
Damit erhält man

S̃(k) =
i(γνkν +m c

~)
k2 −m2 c2

~2 + iε′
. (12.24)
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γνkν kann nur bei k = 0 eine diagonale Spinormatrix bilden, siehe (8.15).
Also ist der Faktor γνkν + 1m c

~ im Zähler niemals Null. Hätten wir den
Bruch nicht erweitert, sondern den Faktor γµkµ − 1m c

~ im Nenner stehen
lassen, so hätte man ihm nicht ohne weiteres angesehen, dass er Nullstellen
hat. Er hat sie aber, denn S̃(k) hat Pole. Offenbar sind die Eigenschaften von
Ausdrücken mit Gamma-Matrizen im Nenner schwer erkennbar. Deshalb
tut man gut daran, sämtliche Spinoren und Spinor-Matrizen stets in den
Zähler zu transferieren.
Um bei der Integration (12.22) den beiden Polstellen erster Ordnung

auszuweichen, die S̃(k) wegen

k2 −m2 c2

~2
(12.8)=

(
k0 + ωk

c

)(
k0 − ωk

c

)
bei k = ∓mc/~ bzw. k0 = ∓ωk/c hat, wurde zu ωk/c der infinitesimal
kleine imaginäre Summand −iε bzw. zu k2 der infinitesimal kleine imaginäre
Summand +iε′ addiert, siehe (12.9). Dadurch wird – wie in Abb. 12.1 gezeigt
– der Pol bei k0 = −ωk/c von der reellen Achse in den zweiten Quadranten,
der Pol bei k0 = +ωk/c in den vierten Quadranten der komplexen k0-Ebene
geschoben. Diese Verschiebung führt zum Feynman-Propagator, dessen
Frequenz-Zeit-Produkt stets positiv ist, vergleiche (12.12).
Falls x0 > y0 ist, kann man den Integrationsweg – ohne den Wert des

Integrals zu ändern – in der unteren komplexen Halbebene schließen (Weg 1
in Abb. 12.1). Damit findet man die Greensfunktion

S(x− y) =x
0>y0 i

Ω2π
∑
k

exp{+ik(x− y)} ·

·
∮
�

dk0 (γνkν +m c
~) exp{−ik0(x0 − y0)}

(k0 + ωk
c − iε)(k0 − ωk

c + iε)

= +1
Ω
∑
k

exp{−i(ωk/c− iε)(x0 − y0) + ik(x− y)} ·

·
(γ0(ωk/c− iε) + γjkj +m c

~)
2ωk/c− 2iε . (12.25)
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Die Integrationsvariable nimmt sämtliche Werte −∞ ≤ k0 ≤ +∞ an. Nach
der Integration ist k0 = +ωk/c wieder der k0-Wert auf der Masseschale.
Außerdem kann ε jetzt gegenüber ωk/c vernachlässigt werden. Man erhält
die Greensfunktion

S(x− y) =x
0>y0 ∑

k

(γµkµ +mc/~) exp{−ik(x− y)}
Ω2ωk/c

. (12.26a)

Falls x0 < y0 ist, schließt man den Integrationsweg in der oberen komplexen
Halbebene (Weg 2 in Abb. 12.1), und erhält die Greensfunktion

S(x− y) =x
0<y0 −1

Ω
∑
k

exp{+i(ωk/c− iε)(x0 − y0) + ik(x− y)} ·

· (−γ0(ωk/c− iε) + γjkj +mc/~)
−2ωk/c+ 2iε .

Weil symmetrisch über sämtliche positiven und negativen Wellenzahlen k
summiert wird, und ω-k = ωk ist, darf man k gegen −k tauschen, und erhält
bei Vernachlässigung von ε

S(x− y) =x
0<y0 ∑

k

(−γµkµ +mc/~) exp{+ik(x− y)}
Ω2ωk/c

. (12.26b)

Wir beachten ~kµ = pµ, erweitern die beiden Gleichungen (12.26) mit dem
Faktor ~c, und fassen sie mithilfe der Stufenfunktion (12.13) zusammen zum
Feynman-Propagator:

S(x− y) x
0,y0
=

= θ(x0 − y0)
∑
k

(+γµcpµ +mc2) exp{−ik(x− y)}
Ω2~ωk

+

+ θ(y0 − x0)
∑
k

(−γµcpµ +mc2) exp{−ik(y − x)}
Ω2~ωk

(12.27)

Man beachte das unterschiedliche Vorzeichen von ±γ. Der Propagator ist
eine 4 × 4 Spinormatrix, der Summand mc2 ist als 1mc2 zu lesen. Das
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Gleiche gilt auch für den Fourier-transformierten Propagator (12.24).

12.3 Die Greensfunktion des Eichfeldes A(x)

Die Feldgleichung

dνF νρ
(4.125)= µ0j

ρ mit ρ = 0, 1, 2, 3

des Eichfeldes, die wir in Abschnitt 4.5 hergeleitet haben, lautet mit (4.114)
für das quellenfreie (jρ = 0) Feld

dνdνAρ − dνdρAν = 0 mit ρ = 0, 1, 2, 3 .

A(x) ist eine analytische Funktion, d.h. es gilt dνdρAν = dρdνAν . Die
Eichinvarianz des Feldes bewirkt, dass die Viererdivergenz dνAν frei gewählt
werden kann. (In Abschnitt 17.1 werden wir diesen Aspekt der Eichinvarianz
etwas genauer erläutern.) In diesem Buch wählen wir durchwegs die

Lorentzeichung: dνAν ≡ 0 , (12.28)

mit der die quellenfreie Feldgleichung die einfache Form

dνdνAρ = 0 mit ρ = 0, 1, 2, 3 (12.29)

erhält. Wenn Wechselwirkungen als Quellterme µ0j(x) auf der rechten Seite
der Gleichung

dνdνAρ(x) = µ0j
ρ(x) mit ρ = 0, 1, 2, 3 (12.30)

auftreten, dann kann man das Feld A(x) als Überlagerung von Wellen
darstellen, die sich von Quelltermen µ0j(y) zum Raumzeitpunkt x ausbreiten
und dort mit dem ungestörten Feld A(0)(x) zum inhomogenen Feld mit den
Komponenten
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Aρ(x) = Aρ(0)(x) +
∫
Ω

d3y

+∞∫
−∞

dy0 (−i)
µ0~c

Dρσ(x, y) gστ µ0j
τ (y) (12.31)

überlagern. Die Matrix D(x, y) mit 4× 4 Raum-Zeit-Komponenten ist die
Greensfunktion des Eichfeldes A(x). Warum ein Faktor −i/µ0~c aus der
Greensfunktion ausgeklammert wird, werden wir in Abschnitt 12.4 erklären.
Indem man den Ansatz (12.31) in die inhomogene Gleichung (12.30)

einsetzt, findet man

0 +
∫
Ω

d3y

+∞∫
−∞

dy0 dνdν
(−i)
~c

Dρσ(x, y)gστ jτ (y) =

= µ0j
ρ(x) =

∫
Ω

d3y

+∞∫
−∞

dy0 δ(4)(x− y) gρτ︸︷︷︸
gρσgστ

µ0 j
τ (y)

=⇒ dνdν
(−i)
~cµ0

Dρσ(x, y) = δ(4)(x− y)gρσ . (12.32)

Falls das betrachtete System translationsinvariant ist, hängt Dρσ(x, y)
nur von der Differenz (x− y) ab, und man kann die Fourier-Transformation

Dρσ(x− y) (7.15)= 1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π D̃ρσ(k) exp{−ik(x− y)}

ausführen. Durch Einsetzen von dieser Gleichung und (12.6) in (12.32) folgt

−k2 (−i)
~c

D̃ρσ(k) = gρσµ0

=D̃ρσ(k) −igρσµ0~c

k2 + iε′
(12.33a)

D̃ρσ(k) = −igρσµ0~c(
k0 + ωk

c
− iε

)(
k0 − ωk

c
+ iε

) . (12.33b)
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Dabei gilt für das masselose Eichfeld A(x)

ωk
c

(7.18)= +
√
k2 = |k| > 0 .

Wie gewohnt wurde ein imaginärer kleiner Summand eingefügt, um die
Divergenz an den Polstellen k0 = ±ωk/c zu vermeiden. Aus dem Vergleich
mit dem Propagator des Klein-Gordon-Feldes

G̃(k) (12.7)= +i
~c
(
k2 −m2 c2

~2 + iε′
)

G(x− y) (12.14)= θ(x0 − y0)
∑
k

exp{−ik(x− y)}
Ω2~ωk

+

+ θ(y0 − x0)
∑
k

exp{−ik(y − x)}
Ω2~ωk

kann man den Propagator des Eichfeldes A(x) im Zeit-Orts-Raum direkt
ablesen:

Dρσ(x− y) x
0,y0
= θ(x0 − y0)(−gρσµ0~

2c2)
∑
k

exp{−ik(x− y)}
Ω2~ωk

+ θ(y0 − x0)(−gρσµ0~
2c2)

∑
k

exp{−ik(y − x)}
Ω2~ωk

(12.34)

D(x− y) und D̃(k) sind 4× 4-Matrizen im Zeit-Orts-Raum. Alle ihre Nicht-
Diagonalelemente sind Null.

12.4 Dimensionen

Das Klein-Gordon-Feld, das Dirac-Feld, und sein Eichfeld, haben nach
unseren Definitionen die Dimensionen

[
ψKG(x)

]
=(10.12)

√
1

Energie ·Volumen
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[
ψDirac(x)

]
=
√

1
Volumen[

A(x)
]

=(4.106) Impuls
Ladung .

Die Propagatoren haben wir anhand der inhomogenen Feldgleichungen
definiert:

(~2c2dµdµ +m2c4)ψKG(x) =(12.2) j(x)

(~2c2dµdµ +m2c4) i

~c
G(x, y) =(12.4) δ(4)(x− y) (12.35a)

(i~cγµdµ −mc2)ψDirac(x) =(12.19) j(x)

(i~cγµdµ −mc2) (−i)
~c

S(x, y) =(12.21) δ(4)(x− y) (12.35b)

dνdνAρ(x) =(12.30) µ0j
ρ(x)

dνdν
(−i)
~cµ0

Dρσ(x, y) =(12.32) δ(4)(x− y)gρσ (12.35c)

Willkürlich ist bei den ausgeklammerten Faktoren nur das ±i. Für die
Faktoren ~c bzw. ~cµ0 gibt es einen triftigen Grund, der aus den Dimensionen
der Greensfunktionen erkennbar wird. Wegen[

δ(4)(x− y)
]

= 1
Länge4

haben sie die Dimensionen[
G(x, y)

]
=(12.35a) 1

Energie ·Volumen =
[
ψKG(x)ψKG(y)

]
[
S(x, y)

]
=(12.35b) 1

Volumen =
[
ψDirac(x)ψDirac(y)

]
[
D(x, y)

]
=(12.35c) Impuls2

Ladung2 =
[
A(x)A(y)

]
.
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Bei der Quantisierung werden die Feldamplituden zu Feldoperatoren, und wir
werden im zweiten Teil des Buches die Propagatoren der Quantenfeldtheorien
als Bilinearformen ihrer Feldoperatoren konstruieren. Dank der Definitionen
(12.35) haben sie von vornherein die richtigen Dimensionen.
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Teil2:
Quantisierung der Felder
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13 Warum Quantenfeldtheorie?

Man kann diese Frage auf zwei Weisen verstehen:
1. Warum benötigt man anstelle der Klassischen Feldtheorie eine Quanten-

feldtheorie?
2. Warum benötigt man anstelle der Quantenmechanik der Punktteilchen

eine Quantenfeldtheorie?
Wir wollen versuchen, in diesem Kapitel auf beide Fragen eine Antwort zu
geben.
Die erste Frage führt uns direkt ins Geburtsjahr der Quantentheorie.

Sie entstand im Jahr 1900 bei der Analyse zweier Theorien, die seit Jahr-
zehnten bekannt und bewährt waren, der Klassischen Thermodynamik und
der Maxwell’schen Elektrodynamik. Das Problem, mit dem sich Planck
abmühte bestand nicht darin, dass eine dieser Theorien für sich allein ge-
nommen versagt hätte, sondern darin, dass sie sich nicht widerspruchsfrei
zusammenfügen ließen.
Planck versuchte damals, mit den Mitteln der Maxwell’schen Elektro-

dynamik und der Klassischen Thermodynamik die Energiedichte in ei-
nem „Schwarzen Strahler“ als Funktion der Temperatur zu berechnen. Ein
Schwarzer Strahler ist ein Ofen, dessen Wände mit dem elektromagnetischen
Strahlungsfeld, das den Ofen erfüllt, im thermodynamischen Gleichgewicht
stehen. Die Anzahl der Freiheitsgrade des Elektromagnetischen Feldes in
einem schmalen Frequenzintervall ∆ν um die Frequenz ν ist identisch mit
der Anzahl der im Ofen möglichen Strahlungsmoden (sprich stehenden
Wellen) mit dieser Frequenz. Das mit der Maxwell’schen Elektrodynamik
berechnete Ergebnis [38] für einen Ofen mit dem Volumen V ist

Anzahl der Freiheitsgrade = V · 16πν2

c3 ∆ν . (13.1)
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Auf der anderen Seite gibt es den „Gleichverteilungssatz“ der Klassischen
Thermodynamik. Nach ihm hat jeder Freiheitsgrad eines dynamischen Sys-
tems im thermischen Gleichgewicht bei der Temperatur T die Energie

E = 1
2kT (13.2)

mit der Boltzmann-Konstanten k = 1.38 · 10−23 J/K. Fügt man beide
Gleichungen zusammen, dann sollte die elektromagnetische Energie in einem
Ofen mit dem Volumen V im Frequenzband ∆ν um die Frequenz ν bei der
Temperatur T gleich

E = V
16πν2

c3 ∆ν · 1
2kT (13.3)

sein, und demzufolge die Energiedichte im Frequenzband ∆ν gleich

ρ = 8πν2

c3 · kT . (13.4)

Dies Strahlungsgesetz ergibt sich zwingend aus der Kombination von Klas-
sischer Elektrodynamik und Klassischer Thermodynamik. Wenn es falsch
ist, dann muss mindestens eine der beiden Klassischen Theorien grundlegen-
de Fehler enthalten. Es ist tatsächlich falsch, und das gleich in doppelter
Hinsicht:
Erstens steigt nach (13.4) die Energiedichte des elektromagnetischen

Feldes bei gegebener Temperatur T mit der Frequenz ν quadratisch an. Für
kleine Frequenzen stimmt das sehr gut mit der Beobachtung überein, aber
für große Frequenzen divergiert die Gleichung. Dies offensichtlich unsinnige
Ergebnis wurde als „Ultraviolett-Katastrophe“ bezeichnet.

Zweitens hängt (13.4) linear von der Temperatur T ab. Wenn die Tempe-
ratur erhöht wird, sollte nach dieser Gleichung also die Energiedichte für alle
Frequenzen gleichmäßig ansteigen. Tatsächlich erscheint aber, wenn man
einen Ofen langsam hochheizt, bei niedriger Temperatur zunächst eine tiefro-
te Farbe, die bei steigender Temperatur über Orange und Gelb schließlich
zu Weiß wechselt. Die Energie wird offenbar keineswegs gleichmäßig auf alle
Strahlungsmoden verteilt, sondern der Anteil der höherfrequenten Moden
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an der Resonatorstrahlung ist bei niedriger Temperatur zunächst relativ
gering, steigt dann aber mit zunehmender Temperatur deutlich sichtbar an.
Planck erkannte schließlich, dass er folgende einfache, aber unerwartete

und mit den Prinzipien der Klassischen Physik unvereinbare Annahme
machen musste, um die Strahlungsformel mit der Realität in Einklang zu
bringen: Der Austausch von Energie zwischen den schwingenden Ladungen
in den Wänden des Ofens und dem elektrodyamischen Strahlungsfeld ist
kein kontinuierlicher Vorgang, sondern geschieht stets in Energie-Quanten
der Größe hν, mit der später nach Planck benannten Konstanten h =
6.63 · 10−34J. Mit dieser Annahme leitete Planck die Formel

ρ = 8πhν3/c3

e
hν
kT − 1

(13.5)

her, die mit allen Beobachtungen ausgezeichnet übereinstimmt.
Es stellte sich bald heraus, dass die quantisierte Energie nicht – wie

von Planck zunächst vorsichtigerweise angenommen – eine Eigenschaft der
schwingenden Ladungen in den Wänden des Ofens ist, sondern eine Eigen-
schaft des Elektromagnetischen Feldes selbst, und auch eine Eigenschaft
jedes anderen Feldes. Denn die „Ultraviolett-Katastrophe“ ist nach (13.4) in
jedem Feld unvermeidbar, das erstens in unendlich vielen Moden (d.h. mit
unendlich vielen verschiedenen Wellenzahlen) schwingen kann, und dessen
Schwingungsmoden zweitens ein Kontinuum von Energiewerten annehmen
können. Umgekehrt formuliert: Die spezifische Wärme eines Feldes mit un-
endlich vielen Schwingungsmoden und kontinuierlichem Energiespektrum
ist nach (13.4) zwangsläufig unendlich groß. Denn unendlich viel Energie ist
erforderlich, um auf jeden von unendlich vielen Freiheitsgraden die Energie-
menge 1

2kT zu verteilen. Die Quantenfeldtheorie behauptet dagegen, dass
jede Schwingungsmode nur diskrete Energiewerte, die proportional zu ihrer
Wellenzahl sind, annehmen kann. Wenn eine endliche Energiemenge auf
die Schwingungsmoden des Feldes verteilt wird, dann werden deshalb die
Schwingungsmoden mit den höchsten Frequenzen überhaupt nicht angeregt.
Die Energie wird nur auf die endliche Anzahl niederfrequenter Schwingungs-
moden verteilt, und demzufolge ist auch die spezifische Wärme endlich.
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Die Erinnerung an die Geburtsstunde der Quantentheorie hat uns un-

mittelbar zum Thema des zweiten Teils diese Buches geführt: Wir sehen
uns gezwungen, die Theorie aller Felder so zu formulieren, dass die Energie
im thermodynamischen Gleichgewicht nicht gleichmäßig auf alle Freiheits-
grade verteilt wird. Wie das zu tun sei, blieb nach Planck’s grundlegender
Entdeckung noch ein Viertel Jahrhundert lang unklar.

Eine physikalische Theorie beschreibt mithilfe mathematischer Gleichun-
gen Abläufe von Vorgängen in der Natur, und die zwischen diesen Vorgängen
bestehenden Wechselwirkungen und Zusammenhänge. Das bedeutet nicht,
dass die Objekte der physikalischen Forschung mit den Elementen der
mathematischen Sprache identisch wären. Sondern es besteht eine „Kor-
respondenz“ zwischen ihnen: Den physikalischen Objekten werden die Ele-
mente der mathematischen Sprache als Repräsentanten zugeordnet. Die
Zusammenhänge und wechselseitigen Abhängigkeiten zwischen den mathe-
matischen Elementen repräsentieren entsprechende Zusammenhänge und
Abhängigkeiten zwischen den Objekten der physikalischen Beobachtung.
Dadurch besteht eine strukturelle Ähnlichkeit zwischen der mathematisch
formulierten Theorie und dem beschriebenen physikalischen Phänomen.

Seit Galilei’s Tagen hatten die Physiker sich daran gewöhnt, dass Zahlen –
eventuell multipliziert mit Einheiten wie Meter pro Sekunde oder Coulomb
mal Volt – sich als angemessene und brauchbare Repräsentanten sämtlicher
physikalischer Objekte bewährten. Deshalb war es eine große Überraschung,
als Heisenberg im Juni 1925 ein eigenartiges System – er sprach von „Zah-
lenschemata“– austüftelte, mit denen sich die diskreten Energiewerte, die ein
quantenmechanischer Oszillator annehmen kann, korrekt berechnen ließen.
Es stellte sich heraus, dass die „Zahlenschemata“ Matrizen waren, und dass
ihr Erfolgsgeheimnis darauf beruhte, dass die Algebra von Matrizen – anders
als die Algebra von Zahlen – nicht kommutativ ist.
Schrödinger fand Heisenberg’s Matrizenmechanik so „schrecklich“, dass

er sich sofort an den Entwurf einer „schöneren“ Quantentheorie machte.
Schon wenige Monate später konnte er seine Wellenmechanik veröffentli-
chen, die zwar ohne Matrizen auskommt, aber nicht zur kommutativen
Zahlenalgebra zurückführt. Vielmehr werden in Schrödingers Wellenmecha-
nik physikalische Messgrößen durch Operatoren repräsentiert, und diese
Operatoren haben genau die gleiche nicht-kommutative Algebra wie Heisen-
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berg’s Matrizen. Schrödinger selbst wies bald darauf nach, dass Heisenberg’s
Matrizenmechanik und seine eigene Wellenmechanik tatsächlich mathema-
tisch völlig equivalent und lediglich unterschiedliche Formulierungen der
gleichen mathematischen Struktur sind.

Ob man nun Matrizen wählt, oder Operatoren, oder mathematische Ele-
mente welcher Art auch immer – entscheidend ist, dass die Repräsentanten
der Messgrößen von Quantenphänomenen einer nicht-kommutativen Alge-
bra gehorchen müssen. Der Kommutator oder Anti-Kommutator kanonisch
konjugierter Messgrößen, beispielsweise von Ort und Impuls eines Teilchens,
ist in dieser Algebra gleich dem reduzierten Planck’schen Wirkungsquantum
~, multipliziert mit i =

√
−1.

Damit ist auch die zweite mathematische Änderung der Quantentheorie
gegenüber der Klassischen Theorie angesprochen: Während alle klassischen
Theorien mit reellen Zahlen formuliert werden können, und imaginäre Zah-
len nur hier und da aus Bequemlichkeit verwendet werden, kommt die
Quantentheorie nicht ohne imaginäre Zahlen aus.
Nun kommen wir zur zweiten der beiden Fragen, die am Anfang dieses

Kapitels gestellt wurden: Warum braucht man eine Quantenfeldtheorie,
nachdem eine Quantenmechanik der Punktteilchen zur Verfügung steht? Es
gibt dafür hauptsächlich drei Gründe, die eng miteinander zusammenhängen:
∗ Der Versuch, eine Quantenmechanik der Punktteilchen zu konstruieren,
die mit der speziellen Relativitätstheorie in Einklang steht, führt zu Lö-
sungen mit negativer Energie. Für Fermionen konnte Dirac dies Problem
mithilfe seiner Löcher-Theorie notdürftig beheben, für Bosonen ist keine
Abhilfe bekannt. Die Quantenfeldtheorie löst das Problem vollständig.
Quantisierte Felder haben immer positive Energie.
∗ Erfahrungsgemäß können Teilchen in andere Teilchen zerfallen, oder bei
einer Kollision aus anderen Teilchen entstehen. Die Quantenfeldtheorie
beschreibt solche Vorgänge qualitativ und quantitativ in ausgezeichneter
Übereinstimmung mit der Beobachtung. In der relativistischen Punktteil-
chen-Quantenmechanik ist die Anzahl der Teilchen unveränderlich.
∗ Raumartig voneinander getrennte Messungen an einem Quantensystem
dürfen sich nicht gegenseitig beeinflussen, wenn die Theorie mit der Rela-
tivitätstheorie übereinstimmen soll. Es ist niemandem gelungen, diese
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Forderung mit einer relativistischen Punktteilchen-Quantenmechanik in
Strenge zu erfüllen. Die Quantenfeldtheorie erreicht dies Ziel elegant
und perfekt durch den Austausch virtueller raumartiger Teilchen und
Antiteilchen.

Es gibt also triftige Gründe für die Entwicklung einer Quantenfeldtheorie.
In den folgenden Kapiteln werden wir klären, wie dies im Detail gelingt.
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14 Kanonische Quantisierung

Bei der kanonischen Quantisierung von Feldern bildet man die zur Feldam-
plitude kanonisch-konjugierte Impulsdichte und postuliert eine Algebra,
nach der der Kommutator oder Antikommutator dieser beiden Variablen
gleich i~ sein muss. Ob Kommutator oder Antikommutator hängt davon
ab, ob es sich um ein bosonisches oder fermionisches Feld handelt. Wir
werden sehen, dass hier keine Freiheit besteht: Bei der Definition der Alge-
bra bosonischer Felder muss zwingend der Kommutator verwendet werden,
und bei der Definition der Algebra fermionischer Felder muss zwingend der
Antikommutator verwendet werden, damit man ein quantisiertes Feld erhält,
das (a) mit den Prinzipien der Relativitätstheorie kompatibel ist, und (b)
niemals negative Energie hat.

14.1 Quantenmechanik

Wir setzen die Kenntnis der nichtrelativistischen Quantenmechanik der
Punktteilchen voraus. In diesem Abschnitt werden wir in sehr knapper Form
fünf Aspekte der Quantenmechanik rekapitulieren, die sich als besonders
nützlich erweisen werden, wenn wir uns anschließend der Quantisierung von
Feldern zuwenden:
∗ Die kanonische Quantisierung der Punktmechanik
∗ Darstellungen der Quantenmechanik
∗ Der Zeitentwicklungsoperator
∗ Schrödinger-Bild und Heisenberg-Bild
∗ Der Harmonische Oszillator
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14.1.1 Quantisierung der Punktmechanik

Es seien qj und pj mit j = 1, 2, . . . , 3N die verallgemeinerten Koordinaten
und die zu ihnen kanonisch konjugierten Impulse eines klassisch beschriebe-
nen Systems von N Punktteilchen. Man definiert die Poisson1-Klammern
für beliebige Größen A und B durch

{A,B}
PK
≡
∑
j

(
∂A

∂pj

∂B

∂qj
− ∂B

∂pj

∂A

∂qj

)
. (14.1)

Die totale Ableitung einer Funktion A
(
qj(t), pj(t), t

)
nach der Zeit ist

dA
dt =

∑
j

(
∂A

∂qj

dqj
dt + ∂A

∂pj

dpj
dt

)
+ ∂A

∂t

=(3.22)∑
j

(
∂A

∂qj

∂H

∂pj
− ∂A

∂pj

∂H

∂qj

)
+ ∂A

∂t

= {H,A}
PK

+ ∂A

∂t
, (14.2)

wobei H die Hamiltonfunktion des Systems ist. Die Zeitabhängigkeit der
Größe A wird also im kanonischen Formalismus in zwei Teile zerlegt: In die
kanonische Zeitabhängigkeit (einige Autoren bezeichnen sie als dynamische
Zeitabhängigkeit), die durch die Poisson-Klammer {H,A}

PK
bestimmt wird,

und in die explizite Zeitabhängigkeit (einige Autoren bezeichnen sie als
parametrische Zeitabhängigkeit), die in der partiellen Ableitung ∂A/∂t zum
Ausdruck kommt.

Das System der N Punktteilchen hat 6N + 1 Variable, nämlich die (wie-
derum von der Zeit abhängenden) 3N Koordinaten qj(t), die (wiederum
von der Zeit abhängenden) 3N Impulse pj(t), und die Zeit t. Jede Funkti-
on A

(
qj(t), pj(t), t

)
ist eine Funktion dieser 6N + 1 Variablen, oder eines

Teils von ihnen. Das gilt auch für die Funktionen qk
(
qj(t), pj(t), t

)
und

pk
(
qj(t), pj(t), t

)
, bei denen im kanonischen Formalismus in etwas subtiler

Weise zwischen Funktionen und Variablen unterschieden wird. Die Funktio-

1 benannt nach Siméon Denis Poisson, 1781 - 1840
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nen

qk
(
qj(t), pj(t), t

)
≡ qk

(
qk(t)

)
, qk(t) (14.3a)

pk
(
qj(t), pj(t), t

)
≡ pk

(
pk(t)

)︸                                     ︷︷                                     ︸
Funktionen

, pk(t)︸  ︷︷  ︸
Variable

(14.3b)

werden als Funktionen der Variablen qk(t) bzw. pk(t) betrachtet, aber nicht
als Funktionen der Variablen t. Deshalb gilt für diese Funktionen

dqk
dt , 0 = ∂qk

∂t

dpk
dt , 0 = ∂pk

∂t
. (14.4)

Dass die Festlegungen (14.3) sinnvoll sind erkennt man, wenn man die totale
zeitliche Ableitung der Funktionen qk und pk nach der Zeit berechnet:

dqk
dt =

∑
j

(
∂qk
∂qj︸ ︷︷ ︸
δkj

dqj
dt︸ ︷︷ ︸
∂H
∂pj

+ ∂qk
∂pj︸ ︷︷ ︸

0

dpj
dt︸ ︷︷ ︸
− ∂H
∂qj

)
+ ∂qk

∂t︸ ︷︷ ︸
0

= {H, qk}PK
(14.5a)

dpk
dt =

∑
j

(
∂pk
∂qj︸ ︷︷ ︸

0

dqj
dt︸ ︷︷ ︸
∂H
∂pj

+ ∂pk
∂pj︸ ︷︷ ︸
δkj

dpj
dt︸ ︷︷ ︸
− ∂H
∂qj

)
+ ∂pk

∂t︸ ︷︷ ︸
0

= {H, pk}PK
(14.5b)

Es wäre nicht konsistent mit (3.22), wenn man qk und pk als Funktionen
von t betrachten würde. Deshalb ist die Festlegung (14.3) notwendig. Die
Variablen qk(t) und pk(t) sind explizit zeitabhängig, während die Funktionen
qk und pk nur kanonisch, aber nicht explizit zeitabhängig sind.

Die kanonische Quantisierung der Punktteilchen-Mechanik besteht darin,
dass die Poisson-Klammern durch die mit i/~ multiplizierten Kommutatoren
ersetzt werden:

{A,B}
PK
≡
∑
j

(
∂A

∂pj

∂B

∂qj
− ∂B

∂pj

∂A

∂qj

)
−→

−→ i

~
[A ,B] ≡ i

~
(AB −BA)

(14.6)
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Damit werden die Gleichungen (14.5) zu

dqk
dt = i

~
[H, qk] ≡

i

~
(Hqk − qkH) (14.5a)= ∂H

∂pk
(14.7a)

dpk
dt = i

~
[H, pk] ≡

i

~
(Hpk − pkH) (14.5b)= −∂H

∂qk
, (14.7b)

und (14.2) wird zu

dA
dt = i

~
[H,A] + ∂A

∂t
. (14.8)

Die Quantisierung verändert nur die kanonische Zeitabhängigkeit der Funk-
tionen. Die explizite Zeitabhängigkeit bleibt unverändert.

Wenn H explizit von pk bzw. von qk abhängt, dann sind die rechten Seiten
von (14.7) von Null verschieden, und folglich müssen auch die Kommutatoren
von H mit pk bzw. qk von Null verschieden sein. H, pk, und qk können
also nicht mehr (mit Einheiten multiplizierte) Zahlen sein, sondern werden
durch die Quantisierung zu nicht-kommutierenden Größen. Man kann den
Kommutator von qk und pl direkt berechnen, indem man in (14.6) qk für A
und pl für B einsetzt:

{qk, pl}PK
≡
∑
j

(
∂qk
∂pj︸ ︷︷ ︸

0

∂pl
∂qj︸︷︷︸

0

− ∂pl
∂pj︸︷︷︸
δlj

∂qk
∂qj︸ ︷︷ ︸
δkj

)
= −δkl −→

−→ i

~
[qk, pl] ≡

i

~
(qkpl − plqk) = −δkl (14.9)

In Heisenbergs Matrizenmechanik wird die nicht-kommutative Algebra (14.9)
dadurch realisiert, dass die Messgrößen qk und pl durch Matrizen repräsen-
tiert werden. In Schrödingers Wellenmechanik wird die nicht-kommutative
Algebra dadurch realisiert, dass man die Messgrößen qk und pl durch Opera-
toren repräsentiert, die auf Wellenfunktionen wirken. Wir merken an, dass
die Größen, die in den Kommutator eingesetzt werden, zur gleichen Zeit t
gemessen werden müssen. (14.9) macht keine Aussage über den Wert des
Kommutators, wenn die Messungen von qk und pl zu verschiedenen Zeiten
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erfolgen.
Wenn das Planck’sche Wirkungsquantum gegenüber der Wirkung S des

Massepunkts vernachlässigbar klein ist, dann ist der Kommutator vernach-
lässigbar klein:

[qk, pl] = qkpl − plqk
(14.9)= i~δkl ≈ 0 falls ~/S � 1 (14.10)

Genau dieser Grenzfall definiert den Gültigkeitsbereich der Klassischen
Physik. Nur in diesem Fall gilt für die Koordinaten und ihre kanonisch
konjugierten Impulse die kommutative Zahlenalgebra. Andernfalls muss die
nichtkommutative Algebra (14.9) verwendet werden.

Wir betrachten die nicht-kommutative Algebra (14.6) bzw. (14.9) als ein
Naturgesetz, das nicht hergeleitet werden kann. Heisenberg fand es durch
geniales Raten. Gerechtfertigt werden kann es allein dadurch, dass die auf
ihm beruhenden Schlussfolgerungen im Gültigkeitsbereich der nichtrelativis-
tischen Quantenmechanik von Punktteilchen mit den experimentellen Beob-
achtungen übereinstimmen. Sobald wir Übereinstimmung mit der Speziellen
Relativitätstheorie fordern, wird die Erweiterung auf (14.74) erforderlich.

14.1.2 Darstellungen der Quantenmechanik

Die verschiedenen Darstellungen, in denen die Theorie bei der Entdeckung
der Quantenmechanik seit 1925 zunächst unabhängig voneinander formuliert
wurde, können nach Dirac’s Vorschlag [39] in folgender Weise aufeinander
bezogen und ineinander transformiert werden:
Alle (möglicherweise zeitabhängigen) Elemente des Hilbertraums sind

zunächst als „basisunabhängige“ Vektoren |ψ(t)〉 zu betrachten. Dann führt
man im Hilbertraum verschiedene „Koordinatensysteme“ dadurch ein, dass
man Systeme orthonormaler Vektoren als Basen definiert.

|F1〉, |F2〉, |F3〉, . . . , |Ff 〉, . . . ∈ H (14.11)

sei ein ein derartiges vollständiges System von Orthonormalvektoren, die
den Hilbertraum aufspannen, d. h. es gilt



14.1 Quantenmechanik 267
〈Ff |Fg〉 = δfg ,

∑
f

|Ff 〉〈Ff | = 1 . (14.12)

In dieser Schreibweise ist |Fg〉 ein „Ket-Vektor“, 〈Fg| ist der zu ihm duale
„Bra-Vektor“, und die Zusammenfassung des Kets |Fg〉 und des Bras 〈Ff |
zur Bracket 〈Ff |Fg〉 = 〈Fg|Ff 〉∗ bezeichnet das Skalarprodukt der Vektoren
|Fg〉 und |Ff 〉.
Der Projektionsoperator |Ff 〉〈Ff | erzeugt, wenn er auf einen beliebigen

Ket |φ〉 angewendet wird, die Projektion

|Ff 〉〈Ff |φ〉 ≡ |Ff 〉φf (14.13)

des Vektors |φ〉 auf den Vektor |Ff 〉. Wenn die Summe (14.12) über die
Projektionsoperatoren gleich dem identischen Operator 1 ist, dann heißt
das Orthonormalsystem „vollständig“. Wenn ein System von orthonormalen
Basisvektore vollständig ist, dann kann jedes Element |ψ(t)〉 ∈ H nach
diesem System entwickelt werden:

|ψ(t)〉 =
∑
f

|Ff 〉〈Ff |ψ(t)〉 ≡
∑
f

|Ff 〉ψf (t) (14.14)

Die Zahlen ψf (t) ∈ C sind die Komponenten des Vektors |ψ(t)〉 in der F -
Darstellung. Man kann sie auch als „Koordinaten“ von |ψ(t)〉 im „Koor-
dinatensystem“ |F1〉, |F2〉, |F3〉, . . . betrachten. Die vollständige Kenntnis
der Funktionen ψf (t) für alle f ist gleichwertig zur vollständigen Kenntnis
von |ψ(t)〉. Sämtliche Aussagen der Theorie, die mithilfe von |ψ(t)〉 berech-
net werden können, lassen sich auch mithilfe der vollständigen Menge der
Funktionen ψf (t) berechnen.
Wenn der basisfreie Zustandsvektor auf 1 normiert ist

〈ψ(t)|ψ(t)〉 = 1 , (14.15)

dann ist der Erwartungswert 〈S〉 eines beliebigen Operators S in der F -
Darstellung:
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〈S〉 = 〈ψ(t)|S|ψ(t)〉 =
∑
f

∑
g

〈ψ(t)|Ff 〉〈Ff |S|Fg〉〈Fg|ψ(t)〉 =

=
∑
f

∑
g

ψ∗f (t) 〈Ff |S|Fg〉︸         ︷︷         ︸
Sfg∈C

ψg(t) (14.16)

Sfg ∈ C ist die fg-Komponente des Operators S in der F -Darstellung. Falls
die Vektoren |Fg〉 Eigenvektoren von S sind, sind wegen

Sfg = 〈Ff |S|Fg〉 = 〈Ff |Fg〉︸      ︷︷      ︸
δfg

Sg =
{ Sf falls f = g

0 falls f , g (14.17)

nur die Diagonalelemente der Matrix Sfg von Null verschieden.
Gibt es auch eine Basis, in der Schrödingers Wellenfunktion ψx(t) ≡

ψ(t,x) die x-Komponente des basisfreien Zustandsvektors |ψ(t)〉 ist? Es gibt
sie, nämlich die Eigenvektoren |y〉 des Ortsoperators x mit dem Eigenwert
y:

x|y〉 = y|y〉 (14.18a)

Weil die Basis |x〉 den kontinuierlichen Index x hat, im Gegensatz zum
diskreten Index f der Basis |Ff 〉, kann das Skalarprodukt

〈x|y〉 ≡ δ(3)(x− y) (14.18b)

der Basisvektoren nicht wie in Gleichung (14.12) das Kronecker-Symbol
sein. Dirac erweiterte das Kronecker-Symbol durch die Definition der Delta-
funktion auf kontinuierliche Indizes:

δ(3)(x− y) ≡ 0 für x , y (14.19a)∫
d3x δ(3)(x− y)φ(x) ≡ φ(y) (14.19b)

Dabei muss das Integrationsvolumen den Punkt y überdecken. Wegen des
kontinuierlichen Index der Basis |x〉 taucht in der Entwicklung des basisfreien
Zustandsvektors |ψ(t)〉 nach den Vektoren |x〉 – die im Übrigen völlig analog
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zu (14.14) durchgeführt wird – anstelle der Summe ein Integral auf:

|ψ(t)〉 =
∫
Ω

d3x |x〉〈x|ψ(t)〉 =
∫
Ω

d3x |x〉ψ(t,x) (14.20)

Die Darstellung mit der Basis |x〉 wird als lokale Darstellung oder Ortsdar-
stellung bezeichnet. Sie ist identisch mit Schrödingers Wellenmechanik, und
die Funktionen ψ(t,x) sind identisch mit Schrödingers Wellenfunktionen. In
der Ortsdarstellung hat das Skalarprodukt zweier Vektoren ∈ H die Form

〈φ|ψ〉 =
∫
Ω

d3x 〈φ|x〉〈x|ψ〉 =
∫
Ω

d3xφ∗(x)ψ(x) . (14.21)

Erheblich mehr Aufwand ist erforderlich um zu zeigen, dass die Matrixele-
mente beliebiger Operatoren in der Ortsdarstellung die Form

〈φ|S|ψ〉 =
∫
Ω

d3x

∫
Ω

d3y 〈φ|x〉〈x|S|y〉〈y|ψ〉

=
∫
Ω

d3xφ∗(x)S ψ(x) (14.22)

haben. In Anhang A.19 kann man den Beweis nachlesen.

14.1.3 Der Zeitentwicklungsoperator

Wenn der Hamiltonoperator H nicht explizit von der Zeit abhängt, dann
kann die Schrödingergleichung der Wellenmechanik

i~
∂ψ(t,x)
∂t

= Hψ(t,x) (14.23)

formal integriert werden:

ψ(t,x) = e−
i
~
(t−t0)Hψ(t0,x) (14.24)
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Der Hamiltonoperator H im Exponenten ist als abkürzende Schreibweise
für die Reihe

e−
i
~
(t−t0)H ≡

∞∑
n=0

1
n!

(
− i

~
(t− t0)H

)n
(14.25)

mit Hnψ ≡ H(. . . H(H(H(H︸                    ︷︷                    ︸
n×

ψ))) . . .)

zu verstehen. Mithilfe von (14.24) kann die Zustandsfunktion für beliebige
Zeiten t berechnet werden, wenn sie zum Zeitpunkt t0 bekannt ist.
Wir verallgemeinern (14.24) durch die Definition des Zeitentwicklungs-

operators U , der die zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion beschreibt:

ψ(t,x) ≡ U(t, t0)ψ(t0,x) (14.26)

Einsetzen in (14.23) ergibt

i~
∂U(t, t0)

∂t
ψ(t0,x) = HU(t, t0)ψ(t0,x) ,

beziehungsweise die Operator-Gleichung

i~
∂U(t, t0)

∂t
= HU(t, t0) . (14.27)

Nur wenn der Hamiltonoperator nicht zeitabhängig ist, hat diese Gleichung
die einfache Lösung

U(t, t0) (14.24)= e−
i
~
(t−t0)H . (14.28a)

Ohne Beweis geben wir die Lösung von (14.27) bei zeitabhängigem Hamil-
tonoperator an:

U(t, t0) = T exp
{
− i

~

t∫
t0

dτ H(τ)
}

= T
∞∑
j=0

1
j!
(
− i

~

t∫
t0

dτ H(τ)
)j
(14.28b)
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T ist der Zeitordnungsoperator. Er ordnet die Produkte zeitabhängiger
Operatoren – in diesem Fall H(τi)H(τj)H(τk) . . . – so um, dass jüngere
Operatoren mit größerem Zeitargument stets links von älteren Operatoren
mit kleinerem Zeitargument stehen. Wir listen einige Eigenschaften des
Zeitentwicklungsoperators auf:

U †(t, t0) = U−1(t, t0) (14.29a)
U(t, t0) = U(t, t1)U(t1, t0) (14.29b)

U(t, t1)U(t1, t0) = U(t1, t0)U(t, t1) (14.29c)
U(t, t0) = U−1(t0, t) =⇒ U(t0, t0) = 1 (14.29d)

[U,H] = 0 (14.29e)

Im einfachen Fall (14.28a) sind diese Eigenschaften des Zeitentwicklungs-
operators evident. Ohne Beweis stellen wir fest dass alle Relationen (14.29)
auch für den Zeitentwicklungsoperator (14.28b) mit explizit zeitabhängigem
H gelten.
Wir erinnern daran, dass die Wellenfunktion ψ(t,x) gleich dem Skalar-

produkt des basisunabhängigen Zustandsvektors |ψ(t)〉 und des Vektors |x〉
der lokalen Basis ist:

ψ(t,x) (14.20)= 〈x|ψ(t)〉 (14.26)= U(t, t0)ψ(t0,x) =
(14.20)= U(t, t0)〈x|ψ(t0)〉 = 〈x|U(t, t0)|ψ(t0)〉 (14.30)

Der Zeitentwicklungsoperator konnte in die Klammer gezogen werden, weil
|x〉 nicht zeitabhängig ist. Dies Resultat legt folgende Verallgemeinerung
der Definition (14.26) nahe:

|ψ(t)〉 ≡ U(t, t0)|ψ(t0)〉 (14.31)

Außerdem definieren wir die zeitabhängige Ortsbasis durch

|t,x〉 ≡ U−1(t, 0) |x〉 . (14.32)

Diese Definition ist mit den vorangegangenen Gleichungen konsistent wegen
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ψ(t,x) =(14.20) 〈x|ψ(t)〉 (14.31)= 〈x|U(t, 0) |ψ(t=0)〉 =

=
(
U−1(t, 0) |x〉

)†
|ψ(t=0)〉 = 〈t,x|ψ(t=0)〉 . (14.33)

Man beachte, dass die Zeitentwicklung bei der Ortsbasis gerade umgekehrt
verläuft wie die Zeitentwicklung (14.31) bzw. (14.26) des Zustandsvektores
|ψ(t)〉 bzw. der Wellenfunktion ψ(t,x). Das muss so sein, weil der Zeitpara-
meter t in

ψ(t,x) = 〈x|ψ(t)〉 = 〈t,x|ψ〉 mit |ψ〉 ≡ |ψ(t=0)〉 (14.34)

einmal im Ket und einmal im Bra steht. In 〈x|ψ(t)〉 wird der zeitabhängige
Vektor |ψ(t)〉 auf die zeitunabhängigen Koordinaten |x〉 des Hilbertraums
projiziert, d.h. es handelt sich um eine aktive zeitartige Translation im
Hilbertraum. In 〈t,x|ψ〉 wird der zeitunabhängige Vektor |ψ〉 auf die zeit-
abhängigen Koordinaten |t,x〉 des Hilbertraums projiziert, d.h. es handelt
sich um eine passive zeitartige Translation im Hilbertraum. Aufgrund der
eigenartigen Art der Zeitabhängigkeit wollen einige Autoren die |t,x〉 über-
haupt nicht als zeitabhängige Vektoren betrachten. Diese Betrachtungsweise
ist nicht konsistent. Sowohl |ψ(t)〉 als auch |t,x〉 sind beide offensichtlich
zeitabhängige Vektoren. Der Unterschied beruht darauf, dass |t,x〉 ein
zeitabhängiger Basisvektor ist, während |ψ(t)〉 ein zeitabhängiger „norma-
ler“ Vektor ist.
Unter der Voraussetzung, dass in den Vektoren und im Operator die

identische Zeit t steht, sind die Vektoren der zeitabhängigen Ortsbasis
Eigenvektoren des zeitabhängigen Ortsoperators:

y
(14.18a)= 〈y|x|y〉 = 〈y|U(t, 0)︸          ︷︷          ︸

〈t,y|

U−1(t, 0)xU(t, 0)︸                      ︷︷                      ︸
x(t)

U−1(t, 0) |y〉︸             ︷︷             ︸
|t,y〉

(14.35)

Weil die zeitunabhängigen Ortsvektoren eine Orthonormalbasis des Hil-
bertraums bilden, tun die zeitabhängigen Ortsvektoren es ebenfalls, denn
sie erfüllen (bei gleichem t in allen Vektoren) die Orthonormalitäts- und
Vollständigkeitsrelation:
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〈t,x|t,y〉 = 〈x|U(t, 0)U−1(t, 0) |y〉 = 〈x|y〉 (14.18b)= δ(3)(x− y) (14.36a)∫
Ω

d3x |t,x〉〈t,x| =
∫
Ω

d3x |x〉U−1(t, 0)U(t, 0)〈x| =
∫
Ω

d3x |x〉〈x| (14.20)= 1

(14.36b)

Abschließend geben wir noch die Wahrscheinlichkeitsamplitude

U(t2, z, t1,y) ≡ 〈z|U(t2, t1) |y〉 = 〈z|U(t2, 0)U(0, t1) |y〉 =
= 〈z|U(t2, 0)U−1(t1, 0) |y〉 = 〈t2, z|t1,y〉 (14.37)

an, die bei der Methode der Pfadintegrale, die wir in Kapitel 18 entwickeln
werden, eine zentrale Rolle spielt. Dies Matrixelement wird interpretiert
als die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafür, dass ein zur Zeit t1 am Ort y
beobachtetes quantenmechanisches Punktteilchen zur späteren Zeit t2 am
Ort z detektiert werden kann.

14.1.4 Schrödinger-Bild und Heisenberg-Bild

In Abschnitt 14.1.1 haben wir die Zeitableitungen der Operatoren

dqk H

dt
(14.7a)= i

~
[H, qk H] dpk H

dt
(14.7b)= i

~
[H, pk H]

und

dAH

dt
(14.8)= i

~
[H,AH] + ∂AH

∂t
(14.38)

angegeben. Sie sind Operatoren im Heisenberg-Bild, was hier durch den
zusätzlichen Index H gekennzeichnet wurde. Operatoren im Heisenberg-
Bild haben eine kanonische Zeitabhängigkeit, deren Größe durch den mit
i/~ multiplizierten Kommutator des Operators mit dem Hamiltonoperator
bestimmt wird, und eventuell zusätzlich eine explizite Zeitabhängigkeit, die
in der partiellen Ableitung zum Ausdruck kommt.

Verwirrender- aber üblicherweise ändert man bei der Quantisierung auch
die Schreibweise der Variablen:
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qk
(
qk(t)

)
−→ qk H(t) (14.39a)

pk
(
pk(t)

)
−→ pk H(t) (14.39b)

A
(
qj(t), pj(t), t

)
−→ AH(t) (14.39c)

Während bei den klassischen Funktionen strikt unterschieden wird zwischen
der Variablen t, die die explizite Zeitabhängigkeit beschreibt, und der kano-
nischen Zeitabhängigkeit, die durch die Variablen qj(t) und pj(t) vermittelt
wird, sind in der Variablen t der Operatoren beide Zeitabhängigkeiten
zusammengefasst.
Mithilfe des Zeitentwicklungsoperators kann man die Operatoren des

Heisenberg-Bildes ins Schrödinger-Bild transformieren, das wir durch den
Index S kennzeichnen:

AS ≡ U(t, 0)AH(t)U−1(t, 0) evtl.= e−
i
~
HtAH(t) e+ i

~
Ht (14.40)

Das Gleichheitszeichen gilt „eventuell“, nämlich genau dann, wenn der
Hamiltonoperator nicht explizit von der Zeit abhängt. Dagegen gelten alle
Gleichungen des Zeitentwicklungsoperators U in diesem Kapitel auch dann,
wenn diese Voraussetzung nicht erfüllt ist.

Der Hamiltonoperator ist in beiden Bildern identisch:

HS = U(t, 0)HH U
−1(t, 0) (14.29e)= HH

evtl.= e−
i
~
HtHHe

+ i
~
Ht (14.41)

Deshalb kann man beim Hamiltonoperator auf den Index H oder S verzich-
ten.
Wir berechnen die totale Ableitung des Operators AS im Schrödinger-

Bild nach der Zeit:

dAS

dt = dU
dt AH U

−1 + U
dAH

dt U−1 + U AH
dU−1

dt (14.42)

Wegen U †(t, t0) (14.29a)= U−1(t, t0) lautet die zu
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d
dt U(t, 0) = ∂

∂t
U(t, 0) (14.27)= − i

~
H U(t, 0) (14.43a)

adjungierte Gleichung

d
dt U

−1(t, 0) = + i

~
H U−1(t, 0) . (14.43b)

Einsetzen in (14.42) ergibt

dAS

dt = − i

~
H UAH U

−1︸        ︷︷        ︸
AS

+U dAH

dt︸  ︷︷  ︸
(14.38)

= i
~
[H,AH]+ ∂AH

∂t

U−1 (14.29e)
+ i

~
UAH U

−1︸        ︷︷        ︸
AS

H

= − i

~
[H,AS] + i

~
[H,AS] + U

∂AH

∂t
U−1 = ∂AS

∂t
. (14.44)

Die Transformation (14.40) mit dem Zeitentwicklungsoperator hat die durch
i
~ [H,AH] bestimmte kanonische Zeitabhängigkeit des Operators AH exakt
kompensiert. Die Zeitabhängigkeit von AS geht allein auf die explizite
Zeitabhängigkeit von AH zurück. Wir merken an:

AH(t=0) = AS (14.45)

Operatoren im Heisenberg-Bild sind kanonisch und eventuell
explizit zeitabhängig. Operatoren im Schrödinger-Bild sind
nicht kanonisch, sondern nur eventuell explizit zeitabhängig.
Der Zeitentwicklungsoperator transformiert die Operatoren
vom einen ins andere Bild:

AS = U(t, 0)AH(t)U−1(t, 0)
AH(t) = U−1(t, 0)AS U(t, 0)

(14.46a)

Observable mit expliziter Zeitabhängigkeit treten nur recht selten auf.
Deshalb kennzeichnen viele Autoren Operatoren im Heisenberg- bzw. im
Schrödinger-Bild nicht durch Indizes H bzw. S, sondern durch die Angabe
bzw. Nicht-Angabe einer Zeitabhängigkeit:
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A(t) ≡ AH(t) A ≡ AS

Wir werden uns dieser vereinfachten Notation in der Regel anschließen, nur
in diesem Abschnitt bleiben wir noch bei der deutlicheren Kennzeichnung
durch die Indizes H und S.

Definition: Eigenfunktionen von Operatoren im Heisen-
berg-Bild werden als Vektoren im Heisenberg-Bild betrach-
tet. Eigenfunktionen von Operatoren im Schrödinger-Bild
werden als Vektoren im Schrödinger-Bild betrachtet.

(14.46b)

Bei der Berechnung des zeitabhängigen Erwartungswerts

〈A〉(t) = 〈ψS(t)|AS |ψS(t)〉 (14.47a)
= 〈ψS(t)|U(t, 0)AH(t)U−1(t, 0) |ψS(t)〉
= 〈ψH|AH(t) |ψH〉 (14.47b)

wird die kanonische Zeitabhängigkeit durch Transformation mit dem Zeitent-
wicklungsoperator U zwischen dem Operator und den Zustandsfunktionen
hin- und hergeschoben. Die Transformation

|ψS(t)〉 = U(t, 0) |ψH〉 = U(t, 0) |ψS(t=0)〉 (14.48)

transformiert den zeitunabhängigen Vektor |ψH〉 des Heisenberg-Bildes in den
zeitabhängigen Vektor |ψS(t)〉 des Schrödinger-Bildes. Umgekehrt kann man
sagen: Der Vektor |ψH〉 im Heisenberg-Bild ist der zur Zeit t = 0 eingefrorene
Vektor |ψS(t = 0)〉 im Schrödinger-Bild. Zuweilen ist es zweckmäßig, den
Vektor des Schrödinger-Bildes nicht zur Zeit t = 0, sondern zu einer anderen
Zeit t0 , 0 einzufrieren:

|ψS(t− t0)〉 = U(t, t0) |t0, ψH〉 = U(t, t0) |ψS(t= t0)〉 (14.49)

t0 ist kein laufender Zeitparameter, sondern ein Index der dokumentiert,
wann der zeitunabhängige Vektor |t0, ψH〉 eingefroren wurde.

Im Hinblick auf (14.47a) und (14.47b) könnte man vermuten, dass Zu-
standsvektoren im Schrödinger-Bild stets zeitabhängig wären, während
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Zustandsvektoren im Heisenberg-Bild stets zeitunabhängig wären. Aber
das ist nicht in immer der Fall. Es gibt auch zeitabhängige Zustandsfunk-
tionen im Heisenberg-Bild und zeitunabhängige Zustandsfunktionen im
Schrödinger-Bild.
Ein wichtiges Beispiel sind die Vektoren der zeitunabhängigen bzw. der

zeitabhängigen Ortsbasis, die wir in Abschnitt 14.1.2 untersucht haben. Sie
sind Eigenvektoren des zeitunabhängigen Ortsvektors xS im Schrödinger-
Bild bzw. Eigenvektoren des zeitabhängigen Ortsvektors xH(t) im Heisenberg-
Bild:

〈xS〉=

1︷                   ︸︸                   ︷ 1︷                   ︸︸                   ︷
〈yS|U(t, 0)︸           ︷︷           ︸
〈t,yH|

U−1(t, 0)xS U(t, 0)︸                       ︷︷                       ︸
xH(t)

U−1(t, 0) |yS〉︸              ︷︷              ︸
|t,yH〉

=〈xH(t)〉=y (14.50)

Die Zustandsvektoren

|ψH〉 =(14.48)
U−1(t, 0) |ψS(t)〉 (14.51a)

|yS〉 =(14.50)
U(t, 0) |t,yH〉 (14.51b)

sind offensichtlich zeitunabhängig, während die Vektoren

|ψS(t)〉 =(14.48)
U(t, 0) |ψH〉 (14.51c)

|t,yH〉 =(14.50)
U−1(t, 0) |yS〉 (14.51d)

offensichtlich zeitabhängig sind. Im Anschluss an (14.33) wurde der Grund
für die anti-kanonische Zeitabhängigkeit von (14.51d) gegenüber der kano-
nischen Zeitabhängigkeit von (14.51c) diskutiert und erklärt.
Der Zeitentwicklungsoperator ist wegen U U U−1 = U trivialerweise in-

variant unter der Zeitentwicklungstransformation. Er lässt sich weder dem
Schrödinger- noch dem Heisenberg-Bild zuordnen, sondern steht zwischen
den Bildern und vermittelt die Transformation zwischen ihnen.
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14.1.5 Der Harmonische Oszillator

Die Energie eines mit der Kreisfrequenz ω, der verallgemeinerten Koordinate
q, und dem verallgemeinerten Impuls p harmonisch oszillierenden klassischen
Massepunktes der Masse m ist

H = p2

2m + mω2q2

2 . (14.52)

Der Oszillator wird dadurch quantisiert, dass man für p und q die nicht-
kommutative Algebra

[q, p] ≡ qp− pq (14.9)= i~ (14.53)

postuliert. Der dimensionslose Leiteroperator a wird definiert durch

a ≡
√
mω

2~ q + i

√
1

2mω~ p . (14.54a)

Der zu a adjungierte Operator ist

a† =
√
mω

2~ q − i
√

1
2mω~ p . (14.54b)

Wir brauchen in (14.54b) nicht q† und p† zu schreiben, weil die hermiteschen
Operatoren q und p selbstadjungiert sind, also q† = q und p† = p gilt. Der
Kommutator der Leiteroperatoren ist

[a, a†] = mω

2~ q
2 − i

2~ [q, p] + 1
2mω~ p

2

− mω

2~ q
2 − i

2~ [q, p]− 1
2mω~ p

2

= − i
~

[q, p] = − i
~
i~ = 1 . (14.55)

Durch Addition bzw. Subtraktion von (14.54a) und (14.54b) findet man
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q =

√
~

2mω (a† + a) (14.56a)

p = i

√
mω~

2 (a† − a) . (14.56b)

Mit diesen Gleichungen lässt sich der Hamiltonoperator (14.52) in folgender
Form schreiben:

H = − 1
2m

mω~

2 (a†a† − a†a− aa† + aa) +

+ mω2

2
~

2mω (a†a† + a†a+ aa† + aa)

= ~ω2 (a†a+ aa†) = ~ω(a+a † 1
2 [a, a†]︸   ︷︷   ︸

1

) (14.57)

|n〉 sei ein Eigenvektor von H mit der Energie En:

H|n〉 = En|n〉 (14.58)

Wir berechnen die Energie des Oszillators im Zustand a†|n〉:

Ha†|n〉 = ~ω2 (a†a+ aa†)a†|n〉

= ~ω2 (a†aa† + aa†a†)|n〉

= ~ω2
(
a†(1 + a†a) + (1 + a†a)a†

)
|n〉

= ~ωa†|n〉+ a†
~ω

2 (a†a+ aa†)|n〉︸                     ︷︷                     ︸
=H|n〉=En|n〉

= (En + ~ω)a†|n〉 (14.59)

Also ist a†|n〉 ebenfalls ein Eigenvektor von H. Im Zustand a†|n〉 hat der
Oszillator eine um ~ω höhere Energie als im Zustand |n〉. Seine Energie im
Zustand a|n〉 ist
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Ha|n〉 = ~ω2 (a†a+ aa†)a|n〉

= ~ω2 (a†aa+ aa†a)|n〉

= ~ω2
(
(−1 + aa†)a+ a(−1 + aa†)

)
|n〉 =

= −~ωa|n〉+ a
~ω

2 (a†a+ aa†)|n〉︸                     ︷︷                     ︸
=H|n〉=En|n〉

= (En − ~ω)a|n〉 . (14.60)

Durch j-malige Anwendung des Operators a auf den Zustand |n〉 mit der
Energie En kann man also einen Zustand mit der Energie En − j~ω kon-
struieren. Das ist aber nicht unbegrenzt möglich. Denn p und q haben als
hermitesche Operatoren nur reelle Eigenwerte. Da beide im Hamilton-Ope-
rator quadratisch vorkommen, kann der Hamilton-Operator keine negativen
Eigenwerte haben. Unbegrenzte Fortsetzung des Verfahrens (14.60) wird
dadurch vermieden, dass es einen Zustand mit niedrigster Energie gibt, den
wir |0〉 nennen, und für den wir

a|0〉 = 0 (14.61)

postulieren. Mit diesem Postulat ist die Energie des Grundzustands – der
meist als „Vakuum“ bezeichnet wird –

H|0〉 = ~ω2 (a† a|0〉︸︷︷︸
=0

+aa†|0〉) = ~ω2 (−a† a|0〉︸︷︷︸
=0

+aa†|0〉) =

= ~ω2 [a, a†]︸   ︷︷   ︸
1

|0〉 = ~ω2 |0〉 . (14.62)

Ein quantisierter Harmonischer Oszillator hat mindestens die Energie 1
2~ω,

er kann nicht die Energie Null haben.
Jede Anwendung des Operators a† erhöht die Energie des Oszillators um

ein Energiequant ~ω („ein Energiequant wird erzeugt“), jede Anwendung
des Operators a erniedrigt die Energie des Oszillators um ein Energiequant
~ω („ein Energiequant wird vernichtet“). Deshalb wird a† als Erzeugungs-



14.1 Quantenmechanik 281
operator, a als Vernichtungsoperator bezeichnet. Beide heißen auch Leite-
roperatoren, weil man mit ihnen auf der Energieleiter auf- und absteigen
kann. Wir werden sehen, dass die Leiteroperatoren in der Quantenfeldtheorie
aus den Koeffizienten der Fourier-Entwicklungen entstehen, die in Kapitel 7
beschrieben wurden.
Bisher haben wir uns noch keine Gedanken über die Normierung der

Zustandsfunktionen |n〉 gemacht. Die Normierung wird durch die beiden
folgenden Postulate festgelegt:

〈n|n〉= 1
〈n|a†a|n〉=n

}
für n = 0, 1, 2, 3, . . . (14.63)

a†a wird als Teilchenzahl-Operator bezeichnet. Sein Eigenwert n gibt an,
wie viele Energiequanten ~ω im Zustand |n〉 des Oszillators angeregt sind.
Wir definieren zwei Zahlen rn und sn durch

a|n〉 = rn|n− 1〉 a†|n〉 = sn|n+ 1〉 . (14.64)

Der Erwartungswert des Operators a†a im Zustand |n〉 ist

〈n|a†a|n〉 = n = 〈an|an〉 = |rn|2〈n− 1|n− 1〉 = |rn|2

=⇒ rn =
√
n (14.65)

〈n|a†a|n〉 = n =
√
n〈n|a†|n− 1〉 =

√
nsn−1〈n|n〉

=⇒ sn−1 =
√
n , (14.66)

woraus

a|n〉 =
√
n |n− 1〉 a†|n〉 =

√
n+ 1 |n+ 1〉 (14.67)

folgt. Die normierte Eigenfunktion des n-ten Zustands ist demnach

|n〉 = 1√
n!

(a†)n|0〉 , (14.68)

und seine Energie ist
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H|n〉 = (n+ 1
2)~ω︸          ︷︷          ︸

En

|n〉 . (14.69)

14.2 Quantisierung von Feldern

Wir wollen das Quantisierungsverfahren (14.9) der Punktmechanik auf
die Feldtheorie übertragen, d. h. wir wollen für die Feldamplituden ψ(t,x)
und die zu ihnen kanonisch konjugierten Impulsdichten π(t,x) die gleiche
nichtkommutative Algebra postulieren, die wir bei der Quantisierung der
Koordinaten qj und der Impulse pj der Punktteilchen in Abschnitt 14.1.1
festgelegt haben. Formal bedeutet das, dass wir ψ(t,x) und π(t,x) als
Operatoren betrachten, die auf die Elemente |s〉 eines Hilbertraums wirken.
Allerdings sind die quantisierten qj und pj zeitunabhängige Operatoren,

also Operatoren im Schrödinger-Bild, während die quantisierten ψ(t,x) und
π(t,x) zeitabhängige Operatoren im Heisenberg-Bild sind. Es ist nicht von
vornherein offensichtlich, wie bei der Quantisierung mit der Zeitkoordinate
umzugehen ist, ob beispielsweise

[ψ(t1,x), π(t2,y)] ?= i~δ(3)(x− y)δ(t1 − t2) ist falsch !

postuliert werden sollte. Tatsächlich ist dieser Ansatz falsch. Das sieht man,
wenn man die Feldoperatoren mithilfe des Zeitentwicklungsoperators U(t)
durch

ψ(x) (14.46a)= U(t1, 0)ψ(t1,x)U−1(t1, 0) (14.70)

π(x) (14.46a)= U(t2, 0)π(t2,x)U−1(t2, 0) (14.71)

ins Schrödinger-Bild transformiert. Im Schrödinger-Bild muss der Kommu-
tator wegen der Analogie mit (14.9) auf jeden Fall

[ψ(x), π(y)] = i~δ(3)(x− y) (14.72)

lauten. Diese Gleichung vergleichen wir mit
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[ψ(t1,x), π(t2,y)] =

= U−1(t1, 0)ψ(x)U(t1, 0)U−1(t2, 0)π(y)U(t2, 0)
− U−1(t2, 0)π(y)U(t2, 0)U−1(t1, 0)ψ(x)U(t1, 0) . (14.73)

Wenn t2 = t1 ist, dann folgt daraus

[ψ(t1,x), π(t1,y)] =

= U−1(t1, 0)
(
ψ(x)π(y)− π(y)ψ(x)︸                             ︷︷                             ︸

i~δ(3)(x−y)

)
U(t1, 0) = i~δ(3)(x− y) ,

weil der Zeitentwicklungsoperator mit der Zahl i~δ(3)(x− y) kommutiert.
Wenn aber t2 , t1 ist, dann kompensieren sich die Zeitentwicklungsopera-

toren in (14.73) nicht, und dann ist der Kommutator nicht eine Zahl ∈ C,
sondern ein Operator. Welchen Wert dieser Operator haben könnte, lässt
sich aus der Analogie mit (14.9) nicht erschließen. Deshalb machen wir
über den Fall t2 , t1 im Folgenden keine Aussage, sondern beschränken uns
ausdrücklich auf den Fall t2 = t1.
Mit den Indizes a, b bezeichnen wir die Komponenten von Vektor- oder

Spinor-Feldern. Entsprechend (14.9) postulieren wir für bosonische Felder
die nichtkommutative Algebra

Bei ganzzahligem Spin 0, 1, 2, 3, . . . des Feldes und gleicher
Zeit t in beiden Operatoren gilt:

[ψa(t,x), πb(t,y)] ≡
≡ ψa(t,x)πb(t,y)− πb(t,y)ψa(t,x)
= i~δ(3)(x− y)δab

[ψa(t,x), ψb(t,y)] = [πa(t,x), πb(t,y)] = 0

(14.74a)

Abweichend von (14.9) postulieren wir für fermionische Felder die nichtkom-
mutative Algebra
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Bei halbzahligem Spin 1
2 ,

3
2 ,

5
2 , . . . des Feldes und gleicher

Zeit t in beiden Operatoren gilt:

{ψa(t,x), πb(t,y)} ≡
≡ ψa(t,x)πb(t,y) + πb(t,y)ψa(t,x)
= i~δ(3)(x− y)δab

{ψa(t,x), ψb(t,y)} = {πa(t,x), πb(t,y)} = 0

(14.74b)

[ψ(t,x), π(t,y)] wird als Kommutator bezeichnet, {ψ(t,x), π(t,y)} als An-
tikommutator. Dass hier, anders als in der Quantenmechanik der Punkt-
teilchen, zusätzlich ein Antikommutator auftaucht liegt daran, dass wir die
Quantenfeldtheorie – anders als die Quantenmechanik der Punktteilchen
– so formulieren möchten, dass sie erstens mit der Speziellen Relativitäts-
theorie in Einklang steht, und dass zweitens ein quantisiertes Feld niemals
negative Energie hat. Nach dem „Spin-Statistik-Theorem“ [40] von Pauli2
können diese beiden Forderungen nur mit der für Bosonen und Fermionen
unterschiedlichen Quantisierungsregel (14.74) gleichzeitig erfüllt werden.
Wir werden das Spin-Statistik-Theorem nicht allgemein beweisen, aber an-
hand der Felder, die wir in den folgenden Kapiteln quantisieren, beispielhaft
überprüfen.
Die kanonische Quantisierung (14.74) ist nicht lorentzinvariant, weil die

Deltafunktion nicht lorentzinvariant ist. Denn die Deltafunktion kann ja
nur sinnvoll verwendet werden unter einem Integral∫

V

d3x δ(3)(x− y) = 1 falls y in V liegt. (14.75)

Die Zahl 1 ist lorentzinvariant. Das infinitesimale Volumen d3x ist nicht
lorentzinvariant, sondern schrumpft durch relativistische Längenkontraktion
um den Faktor γ−1, vergleiche die Anmerkungen bei Gleichung (7.22). Die
Deltafunktion hat die Dimension Volumen−1, wird also bei einer Lorentz-
transformation um den Faktor γ gedehnt. Das Ziel einer Quantenfeldtheorie,
die mit der Speziellen Relativitätstheorie im Einklang steht, scheint durch
2 Von Wolfgang Pauli (1900-1958) stammen zahlreiche grundlegende Arbeiten zur Quan-
tentheorie.



14.3 Keine „zweite“ Quantisierung 285
(14.74) in Frage gestellt zu werden. Dennoch halten wir uns so eng wie mög-
lich an die Quantisierungsregel (14.9), die Heisenberg im Sommer 1925 erriet.
Dafür nehmen wir einige Umwege in Kauf, die uns schließlich doch zu einer
Quantenfeldtheorie führen werden, die mit der Speziellen Relativitätstheorie
kompatibel ist.
Wir können aus der klassischen Physik keinerlei Begründung für die

Quantisierungsbedingung (14.74) herleiten. Es handelt sich um ein erratenes
Naturgesetz, das allein dadurch gerechtfertigt werden kann, dass die aus ihm
gezogenen Schlussfolgerungen mit allen Beobachtungen übereinstimmen.

14.3 Keine „zweite“ Quantisierung

Wir erwähnen den Begriff „zweite Quantisierung“, weil er immer noch
(wenn auch mit deutlich rückläufiger Tendenz) in vielen Büchern auftaucht,
wenn es um die Quantisierung von Feldern geht. Der Begriff dürfte dadurch
entstanden sein, dass Schrödinger seine Wellengleichung, die doch offenbar
eine Quantentheorie ist, mit einem klassischen, nicht quantisierten ψ-Feld
formulierte. Als es sich dann als notwendig erwies, dieses Feld (und die
entsprechenden Felder anderer Quantentheorien) zu quantisieren, lag der
Begriff „zweite Quantisierung“ dafür nahe. Tatsächlich gibt es aber sowohl in
der Quantenmechanik der Punktteilchen als auch in der Quantenfeldtheorie
nur jeweils eine Quantisierung.
Die Variablen der Klassischen Punktmechanik sind (mit physikalischen

Einheiten multiplizierte) Zahlen, also kommutierende Größen. Quantisiert
wird die Punktmechanik dadurch, dass man für die Variablen eine nicht-
kommutative Algebra postuliert. Mathematisch realisiert wird diese nicht-
kommutative Algebra dadurch, dass man die Variablen durch Matrizen reprä-
sentiert, oder dass man sie zu Operatoren ernennt, die auf die Elemente eines
Hilbertraums wirken. Dies ist die erste und einzige Quantisierung auf dem
Weg von der Klassischen Mechanik der Punktteilchen zur Quantenmechanik
der Punktteilchen.
Im ersten Teil dieses Buches haben wir einige Klassische Felder und die

zu ihnen kanonisch konjugierten Impulsdichten beschrieben. Quantisiert
werden diese Felder dadurch, dass man die nicht-kommutative Algebra
(14.74) postuliert. Indirekt erhalten dadurch auch die Erhaltungsgrößen (wie
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z. B. Energie, Impuls, Ladung) des Feldes, die Funktionen der Amplitude und
des kanonisch konjugierten Impulses sind, eine nicht-kommutative Algebra.
Mathematisch realisiert wird die nicht-kommutative Algebra dadurch, dass
man die Feldamplitude und ihre kanonisch konjugierte Impulsdichte (und
damit indirekt die aus ihnen gebildeten Produkte) zu Operatoren ernennt,
die auf die Elemente eines Hilbertraums wirken. Dies ist die erste und
einzige Quantisierung auf dem Weg von der Klassischen Feldtheorie zur
Quantenfeldtheorie.
Weizsäcker berichtet [41, Kap. 11, Abschnitt 1.f.γ], dass Heisenberg ihm

die Benutzung des Begriffs zweite Quantisierung untersagt habe weil dieser
Begriff „geeignet ist, jedes Verständnis des damit gemeinten Sachverhalts
unmöglich zu machen“. Im gleichen Buch erklärt Weizsäcker, warum er
sich später über dieses Verbot hinweggesetzt, und der ersten Quantisierung
nicht nur eine zweite nachgeschaltet, sondern auch eine Nullte vorgeschaltet
hat. Wir schließen uns uneingeschränkt Heisenbergs Betrachtungsweise der
Quantenfeldtheorie an. Jedes Feld definieren wir zunächst als klassisches
Feld, und quantisieren es dann genau einmal. Den irreführenden Begriff
„zweite Quantisierung“ werden wir nicht verwenden.
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15 Das freie Klein-Gordon-Feld

15.1 Quantisierung

Das freie, mit keinem anderen Feld wechselwirkende Klein-Gordon-Feld
wird durch (10.8) beschrieben. Wir betrachten zunächst die Quantisierung
im Schrödinger-Bild, d.h. gemäß (14.45) die Amplituden φ(x) ≡ φ(t=0,x)
und die zu ihnen konjugierten Impulsdichten π(x) ≡ π(t=0,x). Für diese
Operatoren postulieren wir die nicht-kommutative Algebra (14.74a). Denn
der Spin des Klein-Gordon-Feldes ist s = 0, d. h. es ist ein Boson. Die
nicht-kommutative Algebra von φ und π wird dadurch realisiert, dass die
Fourier-Koeffizienten ak, a

∗
k, bk, b

∗
k zu Operatoren ak, a

†
k, bk, b

†
k mit nicht-

kommutativer Algebra werden, während alle anderen Faktoren in φ und π
kommutierende Zahlen bleiben:

φ(x) (10.8)=
∑
k

1√
NΩ

(
ak exp{+ikx}+ b†k exp{−ikx}

)
(15.1a)

π(x) (10.14)=
∑
k

i~2ωk√
NΩ

(
a†k exp{−ikx} − bk exp{+ikx}

)
(15.1b)

Die Vorzeichen der Exponenten stimmen mit denen in Gleichung (10.8)
überein. Nur die Zeitkomponente ist in den Exponenten verschwunden.
Wir klammern die Exponentialfunktion aus, benennen die Wellenzahl k
der konjugierten Impulsdichte nach f um, und benennen ihre Raum-Zeit-
Koordinaten von x nach y um:

φ(x) =
∑
k

1√
NΩ

(
ak + b†-k

)
exp{+ikx} (15.2a)

π(y) =
∑
f

i~2ωf√
NΩ

(
a†f − b-f

)
exp{−ify} (15.2b)
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Diese Operatoren setzen wir in (14.74a) ein:

[φ(x), π(y)] =
∑
k,f

i~2ωf
NΩ

(
[ak, a†f ]− [ak, b-f ] +

+ [b†-k, a
†
f ]− [b†-k, b-f ]

)
exp{+i(kx− fy)} (15.3)

Aus dem Vergleich mit der allgemeinen Quantisierungsregel

[φ(x), π(y)] (14.74a)= i~δ(3)(x− y) (7.9)=
∑
k

i~

Ω exp{+ik(x− y)}

folgt für die Kommutatoren die Bedingung

[ak, a†f ]− [ak, b-f ] + [b†-k, a
†
f ]− [b†-k, b-f ] = Nδkf

~ωk
. (15.4)

Bei der Quantisierung ändert sich die Algebra von Feldern, konjugierten
Impulsen, und Fourier-Koeffizienten, aber nicht die Dimension dieser Größen.
Im Anschluss an (10.8) haben wir festgestellt, dass die Fourier-Koeffizienten
des Klein-Gordon-Feldes dimensionslos sind, und der Normierungsfaktor N
die Dimension Energie hat. In Übereinstimmung damit definieren wir

N ≡ 2~ωk . (15.5)

Der Faktor 2 ist reine Konvention. Die Adjungierte eines Kommutators ist

[a, b]† = (ab)† − (ba)† = b†a† − a†b† = [b†, a†] .

Wir bilden die Adjungierte von (15.4), tauschen k↔ f , und addieren den
so gewonnenen Ausdruck zu (15.4):

[ak, a†f ] + [ak, a†f ]− [ak, b-f ]− [b†-k, a
†
f ] +

+ [b†-k, a
†
f ] + [ak, b-f ]− [b†-k, b-f ]− [b†-k, b-f ] = 4δkf

=⇒ [ak, a†f ] + [b-f , b†-k] = 2δkf
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Dies muss auch im Fall a = b gelten. Also ist

[ak, a†f ] = [a-f , a†-k] = [bk, b†f ] = [b-f , b†-k] = δkf .

Folglich müssen für beliebige f und k die beiden mittleren Kommutatoren
in (15.4) Null sein, auch im Fall a = b:

[ak, bf ] = [b†k, a
†
f ] = [ak, af ] = [a†k, a

†
f ] = [bk, bf ] = [b†k, b

†
f ] = 0

Zusammenfassend gelten die Regeln:

[ak, a†f ] = [bk, b†f ] = δkf

[ak, af ] = [bk, bf ] = [a†k, a
†
f ] =

= [b†k, b
†
f ] = [ak, bf ] = [a†k, b

†
f ] = 0

[ak, b†f ] = [a†k, bf ] = 0 falls bk , ak
Es wird immer a , b† vorausgesetzt!

(15.6)

Man beachte die Einschränkung in der letzten Zeile! Wir lassen die Wahl
a = b zu, nämlich bei der Beschreibung reeller, ungeladener Klein-Gordon-
Felder, jedoch niemals die Wahl a = b†.

Die Quantisierung hat die Fourier-Koeffizienten in Fourier-Operatoren mit
nicht-kommutativer Algebra umgewandelt. Darüber hinaus hat sie zwei wei-
tere bemerkenswerte Nebenwirkungen: Solange φ(x) eine Zustandsfunktion
der Quantenmechanik war, konnten wir den Normierungsfaktor N im Rah-
men von (7.2) beliebig wählen. Bei der Quantisierung wird die Normierung
durch

1
N

(
[ak, a†f ] + [bk, b†f ]

) (15.5),(15.6)= δkf
~ωk

(15.7)

eindeutig festgelegt. Zweitens müssen – anders als die Koeffizienten einer
Fourier-Entwicklung der klassischen Physik – sämtliche Fourier-Operatoren
ak, a

†
k, bk, b

†
k für sämtliche Wellenzahlen k wegen (15.6) verschieden von

Null sein, und ihr Kommutator ist für alle k gleich:
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ak, a
†
k, bk, b

†
k , 0

[ak, a†k] = [bk, b†k] = 1

}
für beliebiges k (15.8)

Die Feldoperatoren (15.1) unterscheiden sich also ganz wesentlich von klassi-
schen Fourier-Entwicklungen, und dieser Unterschied wird durch die Quan-
tisierungsbedingung (14.74) verursacht.

15.2 Feldoperatoren im Heisenberg-Bild

Bisher haben wir nur die zeitunabhängigen Feldoperatoren φ(x) und φ†(x)
im Schrödinger-Bild benutzt. Für die Untersuchung zeitabhängiger Vorgän-
ge ist oft ein Wechsel ins Heisenberg-Bild vorteilhaft. Dabei nehmen wir
an, dass der Hamiltonoperator nicht explizit zeitabhängig ist, so dass der
Zeitentwicklungsoperator die einfache Form U(t, 0) = exp{−(i/~)Ht} hat.

φ(x) ≡ φ(t,x) (14.46a)= exp{+ i

~
Ht}φ(x) exp{− i

~
Ht} (15.1)=

=
∑
k

1√
2~ωkΩ

(
exp{+ i

~
Ht}ak exp{− i

~
Ht}︸                                   ︷︷                                   ︸

ak(t)

exp{+ikx}+

+ exp{+ i

~
Ht}b†k exp{− i

~
Ht}︸                                   ︷︷                                   ︸

b†
k
(t)

exp{−ikx}
)
. (15.9)

Um die zeitabhängigen Fourier-Operatoren ak(t) und b†k(t) im Heisenberg-
Bild zu finden, berechnen wir zunächst

[H, ak] =
∑
f

~ωf
(
a†fafak − aka

†
faf

)
=

=
∑
f

~ωf
(
a†fafak − (δfkaf + a†fafak)

)
= −~ωkak (15.10a)
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[H, a†k] =

∑
f

~ωf
(
a†fafa

†
k − a

†
ka
†
faf

)
=

=
∑
f

~ωf
(
(a†fδfk + a†ka

†
faf )− a†ka

†
faf

)
= +~ωka†k , (15.10b)

was man in der Form

Hak = ak(H − ~ωk) (15.11a)

Ha†k = a†k(H + ~ωk) (15.11b)

schreiben kann. Wiederholung des Verfahrens ergibt

Hnak = Hn−1ak(H − ~ωk) = ak(H − ~ωk)n (15.12a)

Hna†k = a†k(H + ~ωk)n . (15.12b)

Damit gilt für die Exponentialfunktionen

exp{ i
~
Ht} ak =

∞∑
n=0

1
n!
( i
~
t
)n
Hnak

= ak

∞∑
n=0

1
n!
( i
~
t
)n

(H − ~ωk)n =

= ak exp{ i
~
Ht} exp{−iωkt} (15.13a)

exp{ i
~
Ht} a†k = a†k exp{ i

~
Ht} exp{+iωkt} . (15.13b)

Wir haben diese Relationen für den Fall hergeleitet, dass der Hamiltonope-
rator H nicht explizit zeitabhängig ist. Ohne Beweis stellen wir fest, dass
auch bei explizit zeitabhängigem H die Relationen

ak(t) = U−1(t, 0) ak U(t, 0) = ak exp{−iωkt} (15.14a)

a†k(t) = U−1(t, 0) a†k U(t, 0) = a†k exp{+iωkt} (15.14b)
bk(t) = U−1(t, 0) bk U(t, 0) = bk exp{−iωkt} (15.14c)
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b†k(t) = U−1(t, 0) b†k U(t, 0) = b†k exp{+iωkt} (15.14d)

gelten. Der Feldoperator im Heisenberg-Bild ist folglich

φ(x) =
∑
k

1√
2~ωkΩ

(
ak(t) exp{+ikx}+ b†k(t) exp{−ikx}

)
=
∑
k

1√
2~ωkΩ

(
ak exp{−ikx} + b†k exp{+ikx}

)
. (15.15a)

Auf gleiche Weise findet man die Feldoperatoren

φ†(x) (15.1)=
∑
k

1√
2~ωkΩ

(
a†k exp{+ikx}+ bk exp{−ikx}

)
(15.15b)

π(x) (15.1)=
∑
k

i~

√
~ωk
2Ω

(
a†k exp{+ikx} − bk exp{−ikx}

)
(15.15c)

π†(x) (15.1)= −
∑
k

i~

√
~ωk
2Ω

(
ak exp{−ikx} − b†k exp{+ikx}

)
(15.15d)

Der Vergleich mit den klassischen Feldern (10.13) und (10.14) zeigt, dass
wir direkt zu den Feldoperatoren im Heisenberg-Bild gelangt wären, wenn
wir einfach in den Formeln der klassischen zeitabhängigen Felder die (nicht
zeitabhängigen) Fourier-Koeffizienten ak, a∗k, bk, b∗k ersetzt hätten durch die
(ebenfalls nicht zeitabhängigen) Fourier-Operatoren ak, a†k, bk, b

†
k.

Die zeit- und ortsabhängigen Operatoren φ(x) = φ(t,x) usw. legen eine
grundsätzliche Überlegung nahe: Die Quantenmechanik der Punktteilchen
behandelt Raum und Zeit in unterschiedlicher Weise. Denn sie kennt einen
Ortsoperator (der in der Ortsdarstellung der Quantenmechanik mit dem
Ortsvektor identisch ist), sie kennt aber keinen Zeitoperator. Die Zeit ist in
der Quantenmechanik lediglich ein Parameter.
In der Relativitätstheorie sind Zeit und Ort gleichberechtigte Kompo-

nenten eines Vierervektors. Wenn man eine mit der Relativitätstheorie
kompatible Quantentheorie formulieren möchte, in der die angemessene
Balance zwischen Zeit und Ort gewahrt wird, muss man deshalb entweder
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auch die Zeit zu einer observablen Größe machen, die durch einen Operator
repräsentiert wird, oder man muss den Ort zu einem Parameter wie der
Zeit degradieren.

Wir sind den zweiten Weg gegangen: In den Feldoperatoren φ(x) = φ(t,x)
usw. ist der Ort x, genau wie die Zeit t, lediglich ein Parameter, kein
Operator. Dadurch dass die Theorie neben dem Parameter t auch den
Parameter x enthält, ist sie zu einer Feldtheorie geworden. Es ist kein
Zufall, dass die mit der Relativitätstheorie kompatible Quantentheorie als
Feldtheorie konstruiert wird.

15.3 Erhaltungsgrößen

Man erhält die Komponenten des quantisierten ES-Tensors, indem man in
(10.17) die klassischen Fourier-Koeffizienten durch die quantisierten Fourier-
Operatoren (15.6) ersetzt:

T ρσ (10.17)=
∑
k,f

c2~2

2Ω~√ωkωf

[
i2(kρfσ + fρkσ)

(
− a†kaf exp{+i(k − f)x}+ a†kb

†
f exp{+i(k + f)x}+

+ bkaf exp{−i(k + f)x} − bkb†f exp{−i(k − f)x}
)
−

− gρσi2kµfµ
(
− a†fak exp{+i(f − k)x}+ a†fb

†
k exp{+i(f + k)x}+

+ bfak exp{−i(f + k)x} − bfb†k exp{−i(f − k)x}
)
+

+ gρσ
m2c2

~2

(
a†kaf exp{+i(k − f)x}+ a†kb

†
f exp{+i(k + f)x}+

+ bkaf exp{−i(k + f)x}+ bkb
†
f exp{−i(k − f)x}

)]
(15.16)

Durch Integration über das Normierungsvolumen Ω gelangt man zu

T ρσ ≡
∫
Ω

d3x T ρσ (10.22)=
∑
k

c2~2

~ωk
kρkσ

(
a†kak + bkb

†
k

)
= (15.17a)
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=(15.6)∑
k

c2~2

~ωk
kρkσ

(
a†kak + b†kbk + [bk, b†k]︸    ︷︷    ︸

1

)
. (15.17b)

Jetzt müssen wir zwischen diskreten und kontinuierlichen Feldern unterschei-
den. Felder werden als „diskret“ bezeichnet, wenn sie ein diskretes Substrat
haben. Beispiel: Das Feld der Schallwellen (Phononen) in einem Festkörper
hat als Substrat das diskrete Kristallgitter der Atome, die den Festkörper
bilden. Deshalb läuft

∑
k bei Phonon-Feldern (und allen anderen diskreten

Feldern) nur über die erste Brillouin-Zone. Wellenvektoren k aus anderen
Brillouin-Zonen wären redundant, und werden deshalb bei der Summati-
on nicht berücksichtigt. Dadurch ist (15.17) im Fall diskreter Felder stets
endlich.
Dagegen divergiert (15.17) im Fall kontinuierlicher Felder. Denn konti-

nuierliche Felder haben kein diskretes Substrat, so dass in (15.17) bis zu
unendlich großen Wellenzahlen summiert wird. Wegen

∑
k[bk, b†k] =∞ gibt

es einen unendlich großen Beitrag zu jeder Komponente von T ρσ. Das gilt
sogar im Vakuum-Zustand |0〉, in dem überhaupt kein Feldquant angeregt
ist, und wegen

〈0|a†kak|0〉 = 〈0|b†kbk|0〉
(14.63)= 0

zwei der drei Terme in (15.17b) nichts zu T ρσ beitragen.
Alle elementaren Quantenfelder (z. B. das Elektron/Positron Feld, das

elektromagnetische Feld, und alle andern Felder des Standard-Modells der
elementaren Teilchen), und nur diese, sind kontinuierliche Quantenfelder.
„Elementares Quantenfeld“ und „kontinuierliches Quantenfeld“ sind also
synonyme Begriffe.
In [42] werden triftige Gründe für die Annahme aufgezählt, dass die

Berechnung des ES-Tensors gemäß (10.15) nur im Fall klassischer und
diskreter Felder richtig ist, nicht aber im Fall elementarer Felder. Anstelle
von (10.15) postulieren wir ad-hoc, d. h. als ein Naturgesetz, dass stattdessen
gilt für
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klassische und diskrete Klein-Gordon-Felder:

T ρσ = ∂L
∂(∂ρφ) ∂

σφ+ ∂σφ∗
∂L

∂(∂ρφ∗)
− gρσL (15.18a)

elementare Klein-Gordon-Felder:

T ρσ = ∂L
∂(∂ρφ) ∂

σφ+ ∂σφ∗
∂L

∂(∂ρφ∗)
− gρσL − Y (15.18b)

Y ≡ die Summe aller Terme in (15.18a), die nicht von den
Teilchenzahlen-Operatoren a†k ak oder b†k bk abhängen.

(15.18a) ist identisch mit (10.15). (15.18b) dagegen wurde nicht hergeleitet
sondern erraten, d. h. es ist ein Naturgesetz. Wie jedes Naturgesetz kann
auch (15.18) einzig und allein dadurch gerechtfertigt werden, dass es mit
allen Experimenten und Beobachtungen übereinstimmt. In [42] wird gezeigt,
dass (15.18) dies Kriterium erfüllt, während (10.15) durch astronomische Be-
obachtungen widerlegt wird, und außerdem inkompatibel mit der Speziellen
Relativitätstheorie ist.
Als Alternative zu (15.18b) postulieren einige Autoren die „Normalord-

nung“ der Operatoren in (15.17a), die durch Doppelpunkte markiert wird:

: aka†k : ≡ a†kak für Bosonen (15.19a)

: aka†k : ≡ − a†kak für Fermionen (15.19b)

Normalordnung bedeutet, dass im Fall elementarer Felder alle Operatorpro-
dukte – unter Missachtung von (15.6) – so umgeordnet werden, dass alle
Erzeugungsoperatoren links von den Vernichtungsoperatoren angeordnet
werden. Außerdem wird jedes mal, wenn ein fermionischer Erzeugungs-Ope-
rator mit einem fermionischen Vernichtungs-Operator vertauscht wird, ein
Faktor −1 eingefügt. Im Fall von Klein-Gordon-Feldern ist Normalordnung
tatsächlich gleichwertig zu (15.18b). Aber im Fall elementarer Felder mit
spontan gebrochener Symmetrie (das in Kapitel 29 beschriebene Higgs-Feld
ist ein Beispiel für diese Art von Feldern) führt nur (15.18b) zu korrekten
Resultaten. Außerdem ist Normalordnung nur ein formaler Trick, während
(15.18) durch plausible physikalische Überlegungen nahegelegt wird, die
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in [42] erläutert werden.
Mit (15.18) erhält man anstelle von (15.17) folgenden ES-Tensor:

T ρσ ≡
∫
Ω

d3x T ρσ =
∑
k

c2~2

~ωk
kρkσ ·

· {
(
a†kak + b†kbk + 1

)
für diskrete Felder(

a†kak + b†kbk
)
für elementare Felder

(15.20a)

(15.20b)

Der Vakuum-Erwartungswert von (15.20) ist

〈0|T ρσ|0〉 (15.20)=

=


∑
k

c2~2kρkσ

~ωk

(7.18)=
∑
k

c~kρkσ√
k2 +m2c2/~2

für diskrete Felder.

0 für elementare Felder.
(15.21)

m ist die Masse eines Quantums oder Anti-Quantums des Klein-Gordon-
Feldes. Man beachte, dass wir in diesem Abschnitt komplexe Klein-Gordon-
Felder untersuchen. In Abschnitt 15.7 werden wir für reelle Klein-Gordon-
Felder andere Resultate finden.
Der Hamiltonoperator H ≡ T 00 des Klein-Gordon-Feldes ist

H =
∑
k

~ωk ·
{

(a†kak + b†kbk + 1) für diskrete Felder.
(a†kak + b†kbk) für elementare Felder.

(15.22)

Man vergleiche dies mit dem Hamiltonoperator (14.57) des harmonischen
Oszillators der Punktteilchen-Quantenmechanik ! Der Hamiltonoperator
des Klein-Gordon-Feldes ist die Summe der Hamiltonoperatoren unend-
lich vieler harmonischer Oszillatoren. Zu jeder Wellenzahl k, die mit den
Randbedingungen des Normierungsvolumens kompatibel ist, existieren zwei
harmonische Oszillatoren, deren Leiteroperatoren ak und a†k bzw. bk und b†k
heißen. Man beachte, dass es im Fall elementarer Felder keine Nullpunkts-
energie gibt.
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Der Operator des physikalischen Impulses P j ≡ T 0j/c des Klein-Gordon-

Feldes ist

P j =
∑
k

~kj ·
{

(a†kak + b†kbk + 1) für diskrete Felder.
(a†kak + b†kbk) für elementare Felder.

(15.23)

Drehimpuls-Operator: wird in einer künftigen Ausgabe des Buches nach-
getragen, falls ich dazu komme . . .
Wenn in der klassischen Physik ein Testteilchen mit Ladung q mit einer

Wolke von N Teilchen wechselwirkt, die jeweils die Ladung q′ tragen, dann
wirkt zwischen dem Testteilchen und der Wolke eine Kraft, die proportional
zu qQ ist, mit Q = Nq′. In der Quantenfeldtheorie dagegen wechselwirkt
das Testteilchen nicht mit der Wolke als ganzer, sondern mit den einzel-
nen Teilchen, aus denen die Wolke besteht. Der Wirkungsquerschnitt für
die Streuung des Testteilchen an einem einzelnen Teilchen der Wolke ist
proportional zu qq′, und die Wahrscheinlichkeit so eines Streuereignisses
ist proportional zu N . Dagegen taucht die totale Ladung Q der Wolke in
keiner Berechnung der Quantenfeldtheorie auf. Deswegen hat die erhaltene
Ladung

Q
(A.91)= −q

∑
k

(a†kak − b
†
kbk − [bk, b†k]︸    ︷︷    ︸

1

) (15.24)

des quantisierten Klein-Gordon-Feldes, die in Anhang A.13 berechnet wird,
in der Quantenfeldtheorie keine große Bedeutung. Insbesondere braucht
uns nicht der unphysikalische Kommutator-Term zu beunruhen, weil er bei
keiner Rechnung irgend eine Rolle spielt. Q ist eine Erhaltungsgröße. Also
können Teilchen und Antiteilchen nur erzeugt oder vernichtet werden als
Paare von einem Teilchen und einem Antiteilchen. Wieso gibt es dann in
unserem Universum viel mehr Teilchen als Antiteilchen? Das weiß ich nicht,
das weiß überhaupt niemand. Dies ist eine der offenen MEGA-Fragen der
Physik.
In Abschnitt 14.1.5 haben wir den Vakuumzustand eines harmonischen

Oszillators als |0〉 bezeichnet, den Zustand mit n angeregten Quanten, der
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durch n-malige Anwendung des Erzeugungsoperators auf den Vakuumzu-
stand entsteht, als

|n〉 (14.68)= 1√
n!

(a†)n|0〉 . (15.25)

Der Eigenwert des Teilchenzahl-Operators

a†a|n〉 (14.63)= n|n〉 (15.26)

zeigt an, wie viele Quanten im Zustand |n〉 des Oszillators angeregt sind.
Eine entsprechende Nomenklatur verwenden wir auch für das Klein-

Gordon-Feld. Da wir es mit unendlich vielen Oszillatoren der Typen a und
b zu tun haben, fügen wir zwei Indizes hinzu. |0〉 ist hier ebenfalls der
Vakuumzustand,

|nbknafnag〉 =
(b†k)nbk(a†f )naf (a†g)nag√

nbk!naf !nag!
|0〉 (15.27)

ist ein Zustand des Klein-Gordon-Feldes, in dem nbk Quanten des Typs
b mit Wellenzahl k, naf Quanten des Typs a mit Wellenzahl f , und nag
Quanten des Typs a mit Wellenzahl g angeregt sind. Wegen

bf |0〉 = ag|0〉
(14.61)= 0 (15.28)

ergibt die Anwendung der Teilchenzahl-Operatoren

a†gag|nbknafnag〉
(14.63)= nag|nbknafnag〉 (15.29)

b†kbk|nbknafnag〉
(14.63)= nbk|nbknafnag〉 (15.30)

a†kak|nbknafnag〉
(14.63)= 0 . (15.31)

Um Schreibarbeit zu sparen, werden wir die folgenden Überlegungen auf
elementare Klein-Gordon-Felder beschränken. Es ist leicht, die Formeln für
diskrete Felder zu modifizieren. Weil Hamilton-Operator, Impuls-Operator,
und Ladungs-Operator aus Teilchenzahl-Operatoren zusammengesetzt sind,
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ist der Zustandsvektor |nbknafnag〉 auch ein Eigenzustand dieser Operatoren:

H|nbknafnag〉
(15.22)=

∑
l

~ωl
(
a†lal + b†l bl

)
|nbknafnag〉 =

=
(
nbk~ωk + naf~ωf + nag~ωg

)
|nbknafnag〉 (15.32)

Da wir

~ωk
(7.18)= +

√
~2k2 +m2c4 ≥ 0 (15.33)

vereinbart haben, und nak ≥ 0 und nbk ≥ 0 für beliebige k gilt, ist H|s〉 ≥ 0
für beliebige Zustandsfunktionen |s〉 niemals negativ. Das gilt auch für Felder
φ ∼ exp{+ikx}, die ohne Quantisierung aufgrund des Energieoperators
i~d/dt der Quantenmechanik der Punktteilchen negative Energie hätten.
Anwendung des Impulsoperators ergibt

P |nbknafnag〉
(15.23)=

∑
l

~l
(
a†lal + b†l bl

)
|nbknafnag〉

=
(
nbk~k + naf~f + nag~g

)
|nbknafnag〉 , (15.34)

und Anwendung des Ladungsoperators ergibt

Q|nbknafnag〉
(A.91)= −q

∑
l

(
a†lal − b

†
l bl
)
|nbknafnag〉

=
(
nbkq − nafq − nagq

)
|nbknafnag〉 . (15.35)

Bei gleicher Wellenzahl haben die Quanten des Typs a und des Typs
b gleiche Energie und gleichen Impuls. Die Energie der Quanten beider
Typen ist immer größer oder gleich Null. Da wir die Gültigkeit der Frequenz-
Wellenzahl-Beziehung (7.17) der Speziellen Relativitätstheorie vorausgesetzt
haben, hat jedes Feldquant die gleiche Ruhemasse, egal ob es ein Quant des
Typs a oder des Typs b ist. Vorläufig1 betrachten wir den Parameter m, der
1 In Abschnitt 22 werden wir bei der Renormierung von Masse und Ladung des Feldes
die Interpretation der Parameter m und q wesentlich modifizieren.
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in der Klein-Gordon-Gleichung vorkommt, als die Ruhemasse eines einzelnen
Quants. Die Gesamt-Ruhemasse des Klein-Gordon-Feldes ist demnach ein
ganzzahliges Vielfaches von m, im Zustand |nbknafnag〉 hat es die Gesamt-
Ruhemasse m · (nbk + naf + nag). Jedes Quant des Typs a hat die Ladung
−q, jedes Quant des Typs b hat die Ladung +q. Die Gesamtladung des
Klein-Gordon-Feldes ist ein ganzzahliges Vielfaches von ±q, im Zustand
|nbknafnag〉 hat es die Gesamtladung q · (nbk − naf − nag).

15.4 Quanten des Klein-Gordon-Feldes

Es ist üblich, die Feldquanten als „Teilchen“ zu bezeichnen. Die Teilchen
des Typs b sind die Antiteilchen der Teilchen des Typs a. Teilchen und
Antiteilchen unterscheiden sich durch das umgekehrte Vorzeichen sämtlicher
Ladungen, in allen anderen Eigenschaften sind sie identisch. Insbesonde-
re ist die Masse von Teilchen und Antiteilchen positiv. Ein Teilchen das
überhaupt keine Ladung trägt (beispielsweise das Photon, das Quant des
Elektromagnetischen Feldes) hat kein Antiteilchen.
Man darf nicht übersehen, dass dieser Gebrauch des Begriffs „Teil-

chen“ sehr deutlich vom gleichen Begriff der Alltagssprache abweicht. Feld-
quanten sind keine „Dinge“. Deshalb gilt für die Quanten des Klein-Gordon-
Feldes die Bose-Einstein-Statistik, während für Dinge – auch wenn es sich
um beliebig kleine Dinge handelt – die Maxwell-Boltzmann-Statistik gilt.
Die Feldquanten |1ak〉 oder |1bk〉 mit scharf definiertem Impuls ~k und

scharf definierter Energie ~ωk sind vollständig delokalisiert, d.h. in den
verschiedenen Teilbereichen des Normierungsvolumens mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit auffindbar. Ein am Ort x lokalisiertes Feldquant |1ax〉 vom
Typ a oder |1bx〉 vom Typ b kann man konstruieren, indem man die Feld-
operatoren (15.15) mit t ≡ 0 (d. h. die Feldoperatoren im Schrödinger-Bild)
auf das Vakuum anwendet und ak |0〉 = bk |0〉 = 0 beachtet:
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|1ax〉 ≡ φ†(x) |0〉 (15.15)=
∑
k

a†k |0〉︸   ︷︷   ︸
|1ak〉

exp{−ikx}√
2~ωkΩ

(15.36a)

|1bx〉 ≡ φ(x) |0〉 (15.15)=
∑
k

b†k |0〉︸  ︷︷  ︸
|1bk〉

exp{−ikx}√
2~ωkΩ

(15.36b)

Die Zustandsfunktionen |n〉 des Harmonischen Oszillators der Quanten-
mechanik in Abschnitt 14.1.5 sind auf 〈n|n〉 = 1 normiert. Entsprechend
wählen wir jetzt

〈0|0〉 ≡ 1 (15.37a)
〈1af |1ak〉 = 〈1bf |1bk〉 ≡ δfk , 〈1af |1bk〉 = 0 , (15.37b)

und berechnen damit

〈1ay|1ax〉 = 〈1by|1bx〉 =
∑
k,f

exp{+i(fy − kx)}
Ω2~√ωfωk

δfk

=
∑
k

exp{+ik(y − x)}
2~ωkΩ , 〈1ax|1by〉 = 0 . (15.37c)

Dieser Ausdruck unterscheidet sich von der Deltafunktion

1
Ω
∑
k

exp{±ik(y − x)} (7.9)= δ(3)(y − x)

durch den Faktor 2~ωk im Nenner. Der Vorteil unserer Definition wird
bei der vierdimensionalen Erweiterung von (15.37c), die wir im Folgenden
berechnen, erkennbar werden.
Zeitabhängige Feldquanten |1axt〉 und |1bxt〉, die am Ort x lokalisiert

sind, konstruiert man durch Anwendung der zeitabhängigen Feldoperatoren
(15.15) auf das Vakuum:

|1ax〉 = |1axt〉 ≡ φ†(x) |0〉 =
∑
k

exp{+ikx}√
2~ωkΩ

a†k |0〉︸   ︷︷   ︸
|1ak〉

(15.38a)
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|1bx〉 = |1bxt〉 ≡ φ(x) |0〉 =
∑
k

exp{+ikx}√
2~ωkΩ

b†k |0〉︸  ︷︷  ︸
|1bk〉

. (15.38b)

Das Teilchen wird nur im Raum, aber nicht in der Zeit lokalisiert. Es wird
ja nur über k summiert, aber nicht über k0 integriert. Die Zeit t ist in
(15.38) ein laufender Parameter. Die Zustandsfunktionen |1ax〉 und |1bx〉
sind Eigenfunktionen des zeitabhängigen Ortsoperators x(t):

x(t)|1byt〉 = y|1byt〉 (15.39)

Sie können durch

|1ax〉 =(14.32) exp{− i
~
Ht} |1axt〉

=(15.38a)∑
k

exp{−ikx} exp{+iωkt}√
2~ωkΩ

exp{− i
~
Ht} |1ak〉︸                     ︷︷                     ︸

exp{−iωkt} |1ak〉

=
∑
k

exp{−ikx}√
2~ωkΩ

|1ak〉 (15.40)

in die Eigenfunktionen des zeitunabhängigen Ortsoperators transformiert
werden, was wieder mit (15.36a) übereinstimmt.

Das Matrixelement der Feldquanten (15.38) ist

〈1ayτ |1axt〉 = 〈0|φ(yτ)φ†(xt) |0〉 =

=
∑
f ,k

exp{−i(fy − kx)}
Ω2~√ωfωk

〈1af |1ak〉︸        ︷︷        ︸
δfk

=
∑
k

exp{−ik(y − x)}
2~ωkΩ (15.41a)
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〈1byτ |1bxt〉 = 〈0|φ†(yτ)φ(xt) |0〉 =

=
∑
f ,k

exp{−i(fy − kx)}
Ω2~√ωfωk

〈1bf |1bk〉︸        ︷︷        ︸
δfk

=
∑
k

exp{−ik(y − x)}
2~ωkΩ (15.41b)

〈1byτ |1axt〉 = 0 (15.41c)

Diese Matrixelemente sind lorentzinvariant. Denn das Argument der Expo-
nentialfunktion ist als Produkt von Lorentzvektoren lorentzinvariant, und
das Produkt ~ωkΩ ist es ebenfalls, wie am Ende von Kapitel 7 diskutiert.

15.5 Die quantisierte Greensfunktion

In Abschnitt 12.1 haben wir die Greensfunktionen als klassische Wellen
beschrieben, die sich nach dem Huygens’schen Prinzip von den Quellen j(y)
ausbreiten und am Raumzeitpunkt x überlagern. Ihre quantisierte Form
ergibt sich aus den Matrixelementen, die im vorigen Abschnitt berechnet
wurden. Man interpretiert das Matrixelement

〈0|φ(x)φ†(y) |0〉 (15.41a)= 〈1ax|1ay〉 =

=
∑
k

exp{−ik(x− y)}
Ω2~ωk

(12.11a)= Ga(x− y) (15.42a)

als Wahrscheinlichkeitsamplitude dafür, dass ein Teilchen des Typs a (dem
Antiteilchen von b) zur Zeit y0 am Ort y erzeugt wird, sich nach x bewegt,
und dort zur Zeit x0 vernichtet wird. Das Matrixelement

〈0|φ†(y)φ(x) |0〉 (15.41b)= 〈1by|1bx〉 =

=
∑
k

exp{−ik(y − x)}
Ω2~ωk

(12.11b)= Gb(y − x) (15.42b)

wird interpretiert als Wahrscheinlichkeitsamplitude dafür, dass ein Teilchen
des Typs b (dem Antiteilchen von a) zur Zeit x0 am Ort x erzeugt wird,
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sich zum Ort y bewegt, und dort zur Zeit y0 vernichtet wird. Der Vergleich
von (15.42) mit (12.11) und (12.14) ergibt den quantisierten Propagator

G(x− y) =x
0,y0

θ(x0 − y0)Ga(x− y) + θ(y0 − x0)Gb(y − x)
= θ(x0 − y0)〈0|φ(x)φ†(y) |0〉+

+ θ(y0 − x0)〈0|φ†(y)φ(x) |0〉
≡ 〈0|Tφ(x)φ†(y) |0〉 . (15.43)

Für den Zeitordnungsoperator T in der letzten Zeile gilt folgende

Definition: Der Zeitordnungsoperator T ordnet die Ope-
ratoren eines Produkts stets in ihrer zeitlichen Reihenfolge
an, mit dem spätesten Faktor (t maximal) links und dem
frühesten Faktor (t minimal) rechts. Bei jeder Vertauschung
von zwei fermionischen Operatoren (jedoch nicht bei der
Vertauschung bosonischer Operatoren) ist ein Faktor (−1)
einzufügen.

(15.44)

Beim Klein-Gordon-Feld, mit dem wir uns hier beschäftigen, handelt es sich
um ein bosonisches Feld.

Die Huygens-Welle, die sich aus der Vergangenheit (y0) in die Gegenwart
(x0) ausbreitet, wird durch die Quantisierung zu einem durch den Propagator
Ga(x−y) beschriebenen Teilchen, das sich aus der Vergangenheit (y0) in die
Gegenwart (x0) bewegt. Die Huygens-Welle, die sich aus der Zukunft (y0)
in die Gegenwart (x0) ausbreitet, wird durch die Quantisierung zu einem
durch den Propagator Gb(y − x) beschriebenen Antiteilchen, das sich aus
der Gegenwart (x0) in die Zukunft (y0) bewegt. Die Ausbreitung von Wellen
vorwärts und rückwärts in der Zeit im Klassischen Ansatz (12.3) ergibt mit
dem Konzept der Antimaterie ein plausibles Bild. Wir werden gleich sehen
dass darüber hinaus auch Wellen, die sich in der Sichtweise der Klassischen
Physik außerhalb des Vorwärts- oder Rückwärts-Lichtkegels ausbreiten, in
der Quantenfeldtheorie nicht nur zulässig sondern sogar notwendig sind, um
Quantentheorie und Relativitätstheorie in Einklang zu bringen.

Sowohl G(x−y) als auch Ga(x−y) und Gb(y−x) werden als Propagatoren
bezeichnet, weil alle diese Funktionen die Ausbreitung von Feldern zwischen
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verschiedenen Raum-Zeit-Punkten beschreiben. Die Propagatoren Ga(x− y)
und Gb(y − x) sind Lösungen der homogenen Gleichung (12.1), der Propa-
gator G(x− y) ist eine Lösung der inhomogenen Gleichung (12.4). G(x− y)
ist der Feynman-Propagator, der bei der Beschreibung wechselwirkender
Quantenfelder eine zentrale Rolle spielt.

15.6 Kausalität

Für das Thema dieses Abschnitts ist die Bezeichnung „Mikrokausalität“ weit
verbreitet. Die Vorsilbe „Mikro“ ist sinnlos, es geht um nichts anderes als
Kausalität. Die Relativitätstheorie postuliert, dass ein Ereignis am Raum-
zeitpunkt x und ein Ereignis am Raumzeitpunkt y sich nicht wechselseitig
beeinflussen können, wenn der Abstand zwischen x und y raumartig ist.
Der Abstand ist raumartig, wenn x nicht im Vorwärts- oder Rückwärts-
Lichtkegel von y liegt, wenn also (x− y)2 < 0 ist.

Die Ereignisse, deren kausaler Zusammenhang – oder vielmehr deren kau-
sale Unabhängigkeit – uns interessiert, sind die Erzeugung oder Vernichtung
von Teilchen an verschiedenen Punkten der vierdimensionalen Raumzeit.
Das Klein-Gordon-Feld befinde sich im Zustand |s〉. Durch φ(x)|s〉 wird zur
Zeit x0/c am Ort x ein Teilchen a vernichtet und sein Antiteilchen b erzeugt.
Durch φ†(y)|s〉 wird zur Zeit y0/c am Ort y ein Teilchen a erzeugt und sein
Antiteilchen b vernichtet. Wenn das Verhältnis der Zeit-Raum-Punkte x und
y raumartig ist, dann können die Ereignisse bei x und y sich nicht wechsel-
seitig beeinflussen, d. h. der Erwartungswert ihres Kommutators muss Null
sein:

〈s| [φ(x),φ†(y)] |s〉 =

=
∑
k,f

1
2Ω~√ωk ωf

(
〈s| [ak, a†f ]︸     ︷︷     ︸

δkf

|s〉 exp{−i(kx− fy)}−

− 〈s| [bf , b†k]︸     ︷︷     ︸
δkf

|s〉 exp{−i(fy − kx)}
)

=
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=
∑
k

1
2Ω~ωk

(
exp{−ik(x− y)} − exp{−ik(y − x)}

)
〈s|s〉 =

=(15.42) (
Ga(x− y)−Gb(y − x)

)
〈s|s〉 (15.45)

Der Kommutator ist erstens kein Operator sondern eine Zahl, so dass
er aus dem Produkt 〈s|s〉 herausgezogen werden kann. Zweitens ist er
lorentzinvariant. Denn das Produkt Ω~ωk ist – wie zwischen (7.21) und
(7.26) diskutiert – lorentzinvariant, und das Skalarprodukt k(x− y) zweier
Lorentz-Vierervektoren ist es ebenfalls. Wir berechnen den Kommutator
in einem gestrichenen Koordinatensystem′, in dem x′0 − y′0 = 0 gilt. Man
beachte, dass es ein derartiges Koordinatensystem nur deshalb gibt, weil das
Verhältnis der Raumzeitpunkte x und y raumartig ist, das heißt (x−y)2 < 0
gilt. Läge y im Vorwärts- oder Rückwärts-Lichtkegel von x, könnte man
durch keine eigentliche Lorentztransformation x′0 − y′0 = 0 erreichen.

[φ′(x′), φ′†(y′)] =
∑
k′

1
2Ω′~ωk′

·

·
(

exp{+ik′(x′ − y′)} − exp{−ik′(x′ − y′)}
)

= 0 (15.46)

Weil symmetrisch über sämtliche positiven und negativen k′ summiert wird
und ωk′ = ω-k′ ist, darf im zweiten Summenden k′ gegen −k′ getauscht
werden. Also ist der Kommutator tatsächlich Null, in Übereinstimmung mit
der Relativitätstheorie.

Hätten wir die Quantisierung des Klein-Gordon-Feldes nicht mit dem Kom-
mutator (14.74a) sondern mit dem Antikommutator (14.74b) durchgeführt,
dann hätte sich in (15.45) nicht Null ergeben, und das Kausalitätskriterium
der Relativitätstheorie wäre verletzt. Das Kausalitätskriterium der Rela-
tivitätstheorie erzwingt die Quantisierung aller Felder mit ganzzahligem
Spin (einschließlich Spin Null) durch den Kommutator (14.74a), und die
Quantisierung aller Felder mit halbzahligem Spin durch den Antikommuta-
tor (14.74b). Am Beispiel des Klein-Gordon-Feldes (Spin 0) haben wir hier
diese Regel bestätigt, am Beispiel des Dirac-Feldes (Spin 1

2) werden wir sie
ebenfalls bestätigen. Den allgemeinen Beweis dieser Regel, die auch „Spin-
Statistik-Theorem“ genannt wird, ersparen wir uns.
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Das Ergebnis

〈s| [φ(x), φ†(y)] |s〉 (15.45)=
(
Ga(x− y)︸          ︷︷          ︸

,0

−Gb(y − x)︸         ︷︷         ︸
,0

)
〈s|s〉

(15.46)
(x−y)2<0= 0 (15.47)

legt folgende Interpretation nahe: Der Erwartungswert des Kommutators
ist Null, wenn das Verhältnis der Raumzeitpunkte x und y raumartig ist.
Das Nullergebnis kommt aber auf sehr merkwürdige Weise zustande. Die
Wahrscheinlichkeitsamplitude Ga(x− y) dafür, dass ein Teilchen des Typs
a (das das Antiteilchen von b ist) sich in scheinbarem Widerspruch zur
Relativitätstheorie mit Überlichtgeschwindigkeit von y nach x ausbreitet, ist
verschieden von Null. Und die Wahrscheinlichkeitsamplitude Gb(y−x) dafür,
dass ein Teilchen des Typs b (das das Antiteilchen von a ist) sich in schein-
barem Widerspruch zur Relativitätstheorie mit Überlichtgeschwindigkeit
von x nach y ausbreitet, ist ebenfalls verschieden von Null. Weil aber beide
Wahrscheinlichkeitsamplituden exakt gleich sind, ist die Wahrscheinlichkeit-
samplitude des Kommutators – sprich die Wahrscheinlichkeitsamplitude
einer messbaren Wechselwirkung zwischen den Raumzeitpunkten x und y –
Null, im Einklang mit der Relativitätstheorie.

Im Fall eines ungeladenen (reellen) Klein-Gordon-Feldes ist b = a, b†= a†,
d. h. dieses Feld hat kein Anti-Feld. In diesem Fall wird die Erfüllung des
Kausalitätskriteriums durch den Austausch der beiden Teilchen vom Typ a
zwischen den Raum-Zeit-Punkten x und y sichergestellt.
Bei den Teilchen, die sich scheinbar unbeeindruckt von der Relativi-

tätstheorie mit beliebiger Geschwindigkeit bewegen, handelt es sich um
„virtuelle“ Teilchen. Das bedeutet, dass sie auf dem Papier des Theoretikers
existieren, aber nicht mit einem Teilchendetektor nachgewiesen werden.
Teilchen und Antiteilchen, die mithilfe geeigneter Detektoren beobachtet
werden, bewegen sich immer mit einer Geschwindigkeit ≤ der Lichtgeschwin-
digkeit. Der ontologische Status virtueller Teilchen ist umstritten. Ob es
„da draußen“ etwas gibt, das (15.47) entspricht, oder diese Formel lediglich
ein abstraktes mathematisches Werkzeug zur Berechnung der Wahrschein-
lichkeit beobachteter Vorgänge ist, aber keine unmittelbare Entsprechung in
der Realität2 hat, kann man nicht durch Experimente klären. Beobachtete
2 Es ist außerordentlich schwierig (wenn nicht unmöglich), den Begriff Realität plausibel
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Teilchen verhalten sich wesentlich anders als virtuelle Teilchen.

15.7 Das reelle Klein-Gordon-Feld

Alle bisherigen Überlegungen dieses Kapitels bezogen sich auf das komplexe,
geladene Klein-Gordon-Feld. Die Vereinfachung auf das reelle Feld macht
keine Schwierigkeiten. Feldgleichung und Erhaltungsgrößen des klassischen
(nicht quantisierten) reellen Feldes wurden in Abschnitt 10.5 zusammenge-
stellt.
Die Feldgleichung (10.34) des klassischen reellen Feldes ist identisch mit

der Feldgleichung (10.11a) des klassischen komplexen Feldes. Also gehen
die Feldoperatoren des quantisierten reellen Feldes aus (15.1) bzw. (15.15)
hervor, indem man bk durch ak und b†k durch a†k ersetzt:

φ(x) (15.15a)=
∑
k

1√
2~ωkΩ

(
ak exp{−ikx} + a†k exp{+ikx}

)
(15.48a)

Die kanonisch konjugierte Impulsdichte (10.14) des klassischen komplexen
Feldes geht dann in die kanonisch konjugierte Impulsdichte (10.35) des
klassischen reellen Feldes über, wenn man in (10.14b) φ∗ durch φ ersetzt.
Wieder entspricht das im Fall der quantisierten Felder den Ersetzungen
bk → ak und b†k → a†k:

π(x) (15.15c)=
∑
k

i~

√
~ωk
2Ω

(
a†k exp{+ikx} − ak exp{−ikx}

)
(15.48b)

Wie muss der ES-Tensor (15.20) des komplexen Klein-Gordon-Feldes
modifiziert werden, damit man das entsprechende Resultat des reellen
Klein-Gordon-Feldes erhält? Aus dem Vergleich des ES-Tensors (10.16a)

zu definieren, ohne zirkuläre Argumente zu verwenden. Bemerkenswerterweise ist die
Definition des Begriffs Realität für die Physik völlig überflüssig. Die Physik beschreibt
nicht, was ihre Objekte sind, sondern wie ihre Objekte miteinander wechselwirken und
was ihr struktureller Zusammenhang ist. Sie „erklärt“ die strukturellen Zusammenhänge
von Beobachtungen durch die strukturellen Zusammenhänge der physikalischen Objekte.
Ob ein physikalisches Objekt „real“ ist, ist für die Physik belanglos.
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des komplexen klassischen Klein-Gordon-Feldes des ES-Tensors (10.36) des
reellen klassischen Klein-Gordon-Feldes ergibt sich, dass man lediglich bk
durch ak und b†k durch a†k ersetzen und außerdem einen Faktor 1/2 einsetzen
muss, um den ES-Tensor des reellen Feldes zu erhalten:

T ρσ ≡
∫
Ω

d3x T ρσ =

= 1
2
∑
k

c2~2

~ωk
kρkσ ·


(
2a†kak + 1

)
für diskrete Felder

2a†kak für elementare Felder
(15.49a)
(15.49b)

Als Vakuum-Erwartungswert erhält man:

〈0|T ρσ|0〉 =

=


∑
k

c2~2kρkσ

2~ωk
(7.18)=

∑
k

c~kρkσ

2
√
k2 +m2c2/~2

für diskrete Felder

0 für elementare Felder
(15.50)

Also unterscheidet sich der Vakuum-Erwartungswert des ES-Tensors vom
entsprechenden Resultat (15.21) des geladenen Feldes durch nichts weiter
als den Faktor 1/2 . Dieser Unterschied beruht darauf, dass sowohl die
Nullpunkts-Schwingungen des diskreten Feldes als auch die Nullpunkts-
Schwingungen des diskreten Antifeldes zu (15.21) beitragen, während das
reelle Feld kein Antifeld hat. Im Fall elementarer Klein-Gordon-Felder sind
die Vakuum-Erwartungswerte Null, egal ob das Feld komplex oder reell ist.



310

16 Das freie Dirac-Feld

16.1 Quantisierung

Das Diracfeld hat Spin 1
2 , deshalb muss es gemäß (14.74b) quantisiert

werden. Bei der Quantisierung werden die Feldamplituden und die Fourier-
Koeffizienten der allgemeinen Lösung der Diracgleichung zu Operatoren:

ψ(x) (8.83a)=
∑
k,r

1√
ΩN

(
rak

ruk exp{−ikx}+ rb†k
rvk exp{+ikx}

)
(16.1a)

Das gleiche gilt für die kanonisch konjugierte Impulsdichte:

π(y) (8.83b)= i~ψ†(y)=
∑
f ,s

i~√
ΩN

(
sa†f

su†f exp{+ify}+ sbf
sv†f exp{−ify}

)
(16.1b)

r, s = 1, 2 sind die Polarisations-Indizes der Felder. Diese Operatoren müssen
die kanonische Quantisierungsbedingung (14.74b) erfüllen:

{ψa(t,x), πb(t,y)} ≡ ψa(t,x)πb(t,y) + πb(t,y)ψa(t,x) =

=
∑
k,f ,r,s

i~

ΩN
[
{ rak ,sa†f}

ruka
suf†b exp{−i(kx−fy)}+

+ { rak ,sb−f} ruka sv
−f†
b exp{−i(k0x0 +f0y0 − kx+fy)}+

+ { rb†k ,
sa†−f}

rvka
su−f†b exp{+i(k0x0 +f0y0 − kx+fy)}+

+ { rb†k ,
sbf} rvka sv

f†
b exp{+i(kx−fy)}

]
=

=(14.74b)
i~δ(3)(x− y)δab . (16.2)
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Die Indizes a, b bezeichnen die Spinorkomponenten der Felder, und das
Zeitargument t muss bei beiden Operatoren identisch sein. Weil symmetrisch
über alle Wellenzahlen k und f summiert wird, durfte die Reihenfolge der
Terme im zweiten und dritten Summanden geändert werden. Wir müssen
auf der linken Seite der Gleichung die Deltafunktion

δ(3)(x− y) (7.9)= 1
Ω
∑
k

exp{±ik(x− y)} (16.3)

identifizieren. Also müssen die Antikommutatoren ∼ δkf sein. Dann sind
aber der zweite und dritte Term auf der linken Seite von (16.2) zeitabhängig,
während die rechte Seite zeitunabhängig ist. Folglich muss

{ rak ,sb−k} = { rb†k ,
sa†−k} = 0 (16.4a)

sein. Nun benutzten wir die Relationen
2∑
r=1

(
ruka

ruk†b + rv−ka
rv−k†b

) (A.61)= 2~ωk δab

2∑
r=1

2∑
s=1

(
ruk†a

sukb + rvk†a
svkb + ru−k†a

su−kb + rv−k†a
sv−kb

) (A.61)= irgendwas ,

die in Anhang A.10 bewiesen wurden. Folglich kann die Bedingung (16.2)
mit

{ rak ,sa†f} = δkfδrs , { rb†k ,
sbf} = δkfδrs (16.4b)

und
N = 2~ωk (16.4c)

erfüllt werden. In Übereinstimmung mit (16.4) postulieren wir die folgenden
Antikommutator-Relationen für das Diracfeld:

{ rak ,sa†f} = { rbk ,s b†f} = δkfδrs

{ rak ,saf} = { rbk ,s bf} = { rak ,s bf} = { ra†k ,
s bf} = 0

(16.5a)

(16.5b)
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Die nicht-kommutative Algebra (16.5a) wird durch (16.4b) erzwungen, aber
(16.5b) geht weit über das hinaus, was durch (16.4a) erzwungen wird. (16.5)
ist also eine Minimal-Annahme: Wir postulieren eine nicht-kommutative
Algebra der Fourier-Operatoren nur, wenn sie durch die Quantisierungs-
bedingung (16.2) erzwungen wird. Außerdem, selbst wenn man an der
vernünftigen Regel festhält dass Fourierkoeffizienten und Fourieroperatoren
dimensionslos sein sollen, ist es ziemlich willkürlich der Normierung (16.4c)
den numerischen Faktor 2 zuzuordnen, statt der Bedingung (16.5a) einen
numerischen Faktor 1/2 .
Wie schon beim Klein-Gordon-Feld ist der Faktor i~δ(3)(x − y) in der

Kommutatorrelation (16.2) zu einem Kroneckersymbol δkf in der Kommu-
tatorrelation (16.5) mutiert. Ein neues Feature ist das Kroneckersymbol
δrs der Polarisations-Indizes in der Kommutatorrelation (16.5), das auf das
Kroneckersymbol δab der Spinorkomponenten in der Kommutatorrelation
(16.2) zurückzuführen ist.

Und wieder stellen wir die bemerkenswerte Nebenwirkung der Quantisie-
rung fest: Die Normierung des Feldes ist nicht mehr frei wählbar. Vielmehr
wird das Produkt des Normierungsfaktors und der Fourier-Operatoren (16.5)
durch die Quantisierungsbedingung (16.2) eindeutig festgelegt. Insbeson-
dere sind alle Fourier-Operatoren für beliebige Wellenzahl k und beliebige
Spinvariable r verschieden von Null.

16.2 Erhaltungsgrößen

Der Energiedichte-Spannungs-Tensor (ES-Tensor) des Diracfeldes hat die
Komponenten

T ρσ =(8.86)
i~c ψγρdσψ . (16.6)

Indem man die quantisierten Felder ψ(x) = (16.1a), und

ψ†(x) (16.1a)=
∑
f ,s

1√
2~ωfΩ

(
sa†f

suf† exp{+ifx}+ sbf
svf† exp{−ifx}

)
(16.7)
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dσψ(x) =(16.1a)∑
k,r

ikσ√
2~ωkΩ

(
− rak

ruk exp{−ikx}+ rb†k
rvk exp{+ikx}

)
einsetzt, findet man

T ρσ = −
∑
f ,s,k,r

c kσ

2Ω√ωkωf

(
− sa†f

rak
suf†γ0γρ ruk exp{+i(f − k)x}+

+ sa†f
rb†k

suf†γ0γρ rvk exp{+i(f + k)x}−

− sbf
rak

svf†γ0γρ ruk exp{−if + k)x}+

+ sbf
rb†k

svf†γ0γρ rvk exp{−if − k)x}
)
. (16.8)

Integration dieses Resultats im dreidimensionalen Ortsraum über das Nor-
mierungsvolumen Ω führt zu

T ρσ ≡
∫
Ω

d3x T ρσ (8.94)=
∑
k,s

c2~2kρkσ

~ωk

(
sa†k

sak − sbk
sb†k

)
=

=(16.5)∑
k,s

c2~2kρkσ

~ωk

(
sa†k

sak + sb†k
sbk− sbk

sb†k −
sb†k

sbk︸                    ︷︷                    ︸
−{ sbk ,sb

†
k
}

(16.5)
= −1

)
(16.9a)

=
∑
k,s

c2~2kρkσ

~ωk

(
sa†k

sak − sb†k
sbk− sbk

sb†k + sb†k
sbk︸                    ︷︷                    ︸

−[ sbk ,sb
†
k
] = ?

. (16.9b)

Wie im Fall des Klein-Gordon-Feldes interpretieren wir die Fourier-Opera-
toren a†k und b†k als Erzeugungs-Operatoren, und die Fourier-Operatoren ak
und bk als Vernichtungs-Operatoren von Feldquanten der Typen a und b. Die
Teilchenzahl-Operatoren a†kak und b†kbk haben die Eigenwerte 0, 1, 2, 3, . . .,
jedoch keine negativen Eigenwerte. Die Eigenwerte sind gleich der Anzahl
angeregter Feldquanten des jeweiligen Typs. Folglich ist∑

k,r

~ωk
(
ra†k

rak + rb†k
rbk
)
|s〉 ≥ 0 (16.10)
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in jedem beliebigen Zustand |s〉 des Feldes positiv definit. Weil wir das
Diracfeld mit der Antikommutator-Relation (14.74b) quantisiert haben,
können wir in (16.9a) den Antikommutator (16.5) der Fourier-Operatoren
identifizieren. Hätten wir stattdessen für das Diracfeld die Kommutator-Re-
lation (14.74a) postuliert, dann hätten wir auch für die Fourier-Operatoren
eine Kommutator-Relation erhalten, und dann hätte der Hamiltonoperator
des Diracfeldes entsprechend (16.9b) auch negative Eigenwerte. Das Spin-
Statistik-Theorem [40] besagt, dass alle Felder mit halbzahligem Spin durch
die Antikommutator-Relation (14.74b) quantisiert werden müssen, damit
die Feldenergie niemals negativ sein kann.
Wie in Gleichung (15.17) des Klein-Gordon-Feldes gibt es auch in Glei-

chung (16.9a) einen konstanten Summanden aufgrund des nicht-verschwin-
denden Kommutators. Und wieder, genau wie in Gleichung (15.20) des
Klein-Gordon-Feldes postulieren wir als Naturgesetz, dass (16.9a) nur für
diskrete Dirac-Felder gilt, dass aber im Fall elementarer Felder alle Terme,
die nicht von den Teilchenzahl-Operatoren ra†k

rak oder rb†k
rbk abhängen,

gestrichen werden müssen:

klassische und diskrete Diracfelder:

T ρσ = ∂L
∂(∂ρψ) ∂

σψ + ∂σψ
∂L

∂(∂ρψ)
− gρσL (16.11a)

elementare Diracfelder:

T ρσ = ∂L
∂(∂ρψ) ∂

σψ + ∂σψ
∂L

∂(∂ρψ)
− gρσL − Y (16.11b)

Y ≡ die Summe aller Terme in (16.11a), die nicht von den
Teilchenzahl-Operatoren ra†k

rak oder rb†k rbk abhängen.

Zwar scheint es diskrete Dirac-Felder in unserem Universum nicht zu geben;
wir wollen unsere Formeln aber so allgemein wie möglich halten. Damit
ergibt sich folgender ES-Tensor für das Dirac-Feld:
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T ρσ ≡
∫
Ω

d3x T ρσ =
∑
k,s

c2~2kρkσ

~ωk
·

· {
(
sa†k

sak + sb†k
sbk − 1

)
für diskrete Felder(

sa†k
sak + sb†k

sbk
)
für elementare Felder

(16.12a)

(16.12b)

Insbesondere ist der Hamilton-Operator H ≡ T 00 gleich

H=
∑
k,s

~ωk ·
{

(sa†k sak + sb†k
sbk − 1) für diskrete Felder

(sa†k sak + sb†k
sbk) für elementare Felder,

(16.13)

und der Operator P j ≡ T 0j/c der j-Komponente des physikalischen Impulses
ist

P j =
∑
k,s

~kj ·
{

(sa†k sak + sb†k
sbk − 1) für diskrete Felder

(sa†k sak + sb†k
sbk) für elementare Felder.

(16.14)

Drehimpuls-Operator: Wird in einer späteren Version dieses Buches nach-
getragen, falls ich die Zeit dazu finde . . .
Für den Operator der erhaltenen Ladung des Diracfeldes

Q
(A.92)=

∑
k,r

q
(
ra†k

rak − rb†k
rbk + { rb†k ,

rbk}︸         ︷︷         ︸
1

)
, (16.15)

der in Anhang A.14 berechnet wird, gelten die gleichen Anmerkungen, die
bereits in den Zeilen vor und nach (15.24) gemacht wurden.
Bei der Betrachtung der nicht-verschwindenen Kommutatoren, die in

den Erhaltungsgrößen des diskreten Dirac-Feldes auftreten, fällt eine ei-
gentümliche Asymmetrie zwischen Feld und Antifeld auf: In (16.9) und
(16.15) ist es jeweils das Antifeld mit den Operatoren b, aber nicht das
Feld mit den Operatoren a, das die nicht verschwindenden Kommutatoren
produziert. Man könnte überlegen, ob diese Asymmetrie auf einer Asym-
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metrie der Lagrangedichte L = (8.24) beruht, in der Ableitungen von ψ,
aber keine Ableitungen von ψ vorkommen. Am Ende von Abschnitt 8.6
haben wir eine alternative Lagrangedichte L′ = (8.99) definiert, in der die
Felder ψ und ψ symmetrischer auftreten als in L = (8.24). Aus L′ ergaben
sich symmetrischere kanonisch konjugierte Impulsdichten (8.101), sowie die
symmetrischere Energiedichte

H′ (8.104)= − i~c2 (d0ψ)γ0ψ + i~c

2 ψγ0d0ψ (16.16a)

und die symmetrischere physikalische Impulsdichte

P ′j (8.105)= i~

2
_
ψγ0djψ − (dj

_
ψ) i~2 γ

0ψ (16.16b)

des klassischen (nicht quantisierten) Dirac-Feldes. Die Berechnung des
Hamiltonoperators und des Impulsoperators auf der Grundlage von (16.16),
die in Anhang A.16 durchgeführt wird, ergibt jedoch wieder exakt die
gleichen Operatoren (16.12a) mit genau den gleichen nicht-verschwindenden
Kommutatoren.

Die symmetrischere Lagrangedichte L′ = (8.99) bewirkt überhaupt keine
Veränderung der Erhaltungsgrößen gegenüber L = (8.24)! Ursache der
Asymmetrie zwischen Feld und Antifeld in den Erhaltungsgrößen (16.9a)
und (16.15) ist nicht eine Asymmetrie in der Lagrangedichte. Das hätten
wir auch schon bei der Quantisierung des Klein-Gordon-Feldes bemerken
können, dessen Lagrangedichte (10.10) und kanonisch konjugierten Impulse
(10.14) in den Feldern φ und φ∗ so symmetrisch sind wie überhaupt möglich.
Dennoch treten auch beim Klein-Gordon-Feld die nicht-verschwindenden
Kommutatoren in den Erhaltungsgrößen der diskreten Felder durchwegs bei
den Antifeldern mit den Operatoren b auf, nicht bei den Feldern mit den
Operatoren a. Siehe (15.17b).
Die formale Ursache der Asymmetrie ist vielmehr die folgende: Unsere

Feldoperatoren haben immer die Form

ψ = . . . a . . .+ . . . b† . . . , ψ† = . . . a† . . .+ . . . b . . . .

Die Operatoren der Erhaltungsgrößen bestehen nie aus Produkten der Form
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ψ . . . ψ† . . ., sondern immer aus Produkten der Form

. . . ψ† . . . ψ . . . = . . . a†a . . .+ . . . a†b† + . . . ba . . .︸                      ︷︷                      ︸
0

+ . . . bb† . . . .

Die gemischten Terme fallen regelmäßig weg, und das Antifeld liefert regel-
mäßig den Term . . . bb† . . ., der zum nicht verschwindenden Kommutator
führt.
Schließlich berechnen wir nun noch den Vakuum-Erwartungswert einer

beliebigen Komponente des ES-Tensors:

〈0|T ρσ|0〉 (16.12)= (16.17)

=


∑
k

−2c2~2kρkσ

~ωk

(7.18)=
∑
k

−2c~kρkσ√
k2 +m2c2/~2

für diskrete Felder

0 für elementare Felder

Der Faktor 2 stammt aus der Summation über den Polarisationsindex, und
der Faktor (−1) beruht darauf dass Fermionenfelder mit der Antikommu-
tator-Relation (14.74b) quantisiert werden. Die Vakuum-Erwartungswer-
te des (hypothetischen) diskreten Dirac-Feldes unterscheiden sich durch
den Faktor −2 von den Vakuum-Erwartungswerten (15.21) des komplexen
(d. h. geladenen) diskreten Klein-Gordon-Feldes, und durch einen weiteren
Faktor 2 (also insgesamt durch den Faktor −4) von den Vakuum-Erwar-
tungswerten (15.50) reellen diskreten Klein-Gordon-Feldes.

Die Vakuum-Erwartungswerte der ES-Tensoren elementarer Dirac-Felder
sind Null.

16.3 Quanten des Diracfeldes

Wir definieren

|1ark〉 ≡ ra†k|0〉 |1brk〉 ≡ rb†k|0〉 (16.18)

als Ein-Teilchen-Zustände des Diracfeldes, in denen ein Teilchen a oder ein
Antiteilchen b mit Wellenzahl k im Spinzustand r angeregt ist. Es handelt
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sich um Eigenzustände des Hamiltonoperators, des Impulsoperators, und
des Ladungsoperators (und weiterer Operatoren). Die Normierung dieser
Zustände ist wegen

〈1asf |1ark〉 = 〈0| saf ra†k|0〉 =(16.5) 〈0|0〉︸  ︷︷  ︸
1

δrs δfk − 〈0| ra†k
saf |0〉︸             ︷︷             ︸

0

〈1bsf |1brk〉 =(16.5) δrs δfk

〈1bsf |1ark〉 =(16.5) 0 (16.19)

lorentzinvariant. Um Ein-Teilchen-Funktionen zu erzeugen, die Eigenzustän-
de des zeitabhängigen Ortsoperators sind, wendet man die Feldoperatoren

ψ(x) =(16.1a)
∑
k,r

1√
2~ωkΩ

(
rak

ruk exp{−ikx}+ rb†k
rvk exp{+ikx}

)
ψ(x) =

∑
k,r

1√
2~ωkΩ

(
ra†k

rūk exp{+ikx}+ rbk
rv̄k exp{−ikx}

)
komponentenweise auf das Vakuum an:

|1ax〉α ≡ ψα(x) |0〉 =
∑
k,r

|1ark〉 rūkα
exp{+ikx}√

2~ωkΩ
(16.20a)

|1by〉β ≡ ψβ(y) |0〉 =
∑
f ,s

|1bsf 〉 svfβ
exp{+ify}√

2~ωfΩ
(16.20b)

α, β = 1, 2, 3, 4 indizieren die vier Komponenten der Spinoren. Ein-Teil-
chen-Funktionen, die Eigenzustände des zeitunabhängigen Ortsoperators
sind, erhält man durch Anwendung der zeitunabhängigen Operatoren im
Schrödinger-Bild:
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|1ax〉α ≡ ψα(x) |0〉 =
∑
k,r

|1ark〉 rūkα
exp{−ikx}√

2~ωkΩ
(16.20c)

|1bx〉α ≡ ψα(x) |0〉 =
∑
k,r

|1brk〉 rvkα
exp{−ikx}√

2~ωkΩ
(16.20d)

Man beachte, dass die so lokalisierten Teilchen keinen wohldefinierten Spin-
zustand haben. Die adjungierten Zustandsfunktionen werden per Definition
durch die Komponenten der adjungierten Spinoren erzeugt:

|1ax〉α = ψα(x) |0〉 =⇒ 〈1ax|α ≡ 〈0|ψα(x) (16.21a)
|1by〉β = ψβ(y) |0〉 =⇒ 〈1by|β ≡ 〈0|ψβ(y) (16.21b)

Die Zustandsfunktionen werden komponentenweise definiert, weil sonst
ψ(x) |0〉 ein Zeilenspinor, ψ(x) |0〉 aber ein Spaltenspinor wäre, was einen
unsinnigen Unterschied zwischen Teilchen und Antiteilchen bedeuten würde.
Insbesondere wäre das Normquadrat im einen Fall eine 4× 4 Spinormatrix,
im anderen Fall ein Spinorskalar. Wir treffen deshalb folgende

Definition: Jeder |ket〉 eines Spinorfeldes ist als Zeilenspinor zu
betrachten. Jeder 〈bra| eines Spinorfeldes ist als Spaltenspinor
zu betrachten.

(16.22)

Demnach ist jede 〈bra|ket〉 eines Spinorfeldes eine Spinor-Matrix, jedoch
kein Spinor-Skalar. Nicht die kompletten |kets〉, sondern ihre einzelnen
|Spinor-Komponenten〉α sind also als die Elemente des abzählbar unendlich-
dimensionalen Hilbert-Raums der Zustandsfunktionen zu betrachten. Das
Skalarprodukt 〈bra|ket〉αβ ist eine bilineare Abbildung aus dem Hilbert-
Raum, dessen Elemente die |Spinorkomponenten〉α sind, in den zugrunde
liegenden Körper der komplexen Zahlen. Die Produkte 〈bra|ket〉 sind 4× 4-
dimensionale Spinormatrizen, deren 16 Elemente komplexe Zahlen sind. Wie
wir im nächsten Abschnitt sehen werden sind die Definition (16.21) und
(16.22) zwingend erforderlich, um die Konsistenz mit der Definition (12.27)
des Feynman-Propagators des klassischen Dirac-Feldes zu garantieren.
Wir berechnen nun die Quadrate der Vektoren (16.20). Die durch ihre

Komponenten
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〈1ax|1ay〉αβ = 〈0|ψα(x)ψβ(y) |0〉 =

=
∑
f ,k,s,r

〈1asf |1ark〉︸           ︷︷           ︸
δrs δfk

sufα
rūkβ

exp{−i(fx− ky)}
Ω2~√ωfωk

=

=
∑
k,r

rukα
rūkβ

exp{−ik(x− y)}
Ω2~ωk

(16.23)

definierte 4× 4 Spinormatrix

〈1ax|1ay〉 = 〈0|ψ(x)ψ(y) |0〉 =
∑
k,r

ruk rūk
exp{−ik(x− y)}

Ω2~ωk
(16.24)

und die durch ihre Komponenten

〈1by|1bx〉αβ = 〈0|ψα(y)ψβ(x) |0〉

=
∑
f ,k,s,r

〈1bsf |1brk〉︸          ︷︷          ︸
δrs δfk

sv̄fα
rvkβ

exp{−i(fy − kx)}
Ω2~√ωfωk

=
∑
k,r

rv̄kα
rvkβ

exp{−ik(y − x)}
Ω2~ωk

(16.25)

definierte 4× 4 Spinormatrix

〈1by|1bx〉 = 〈0|ψ(y)ψ(x) |0〉 (16.22)=
∑
k,r

rvk rv̄k
exp{−ik(y − x)}

Ω2~ωk
(16.26)

enthalten die 4× 4 Spinormatrizen

2∑
r=1

ruk rūk
(8.77a)= cγµpµ +mc2 (16.27a)

2∑
r=1

rvk rv̄k
(8.77b)= −(−cγµpµ +mc2) , (16.27b)

die wir aus der Untersuchung des klassischen Diracfeldes in Abschnitt 8.5
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kennen, und die bei der Quantisierung des Feldes nicht verändert werden.
Einsetzen ergibt

〈1ax|1ay〉 =
∑
k

(c~γµkµ +mc2) exp{−ik(x− y)}
2~ωkΩ (16.28a)

〈1by|1bx〉 = −
∑
k

(−c~γµkµ +mc2) exp{−ik(y − x)}
2~ωkΩ (16.28b)

〈1ax|1by〉 =(16.19) 0 . (16.28c)

Diese Matrixelemente sind lorentzinvariant. Von den entsprechenden Ma-
trixelementen (15.41) des Klein-Gordon-Feldes unterscheiden sie sich durch
die Spinormatrizen ±(±c~γµkµ + 1mc2).

16.4 Die quantisierte Greensfunktion

Die 4× 4 Spinormatrix

〈1ax|1ay〉 = 〈0|ψ(x)ψ(y) |0〉 (16.28a)=
∑
k

(c~γµkµ +mc2) exp{−ik(x− y)}
2~ωkΩ

(16.29)

wird interpretiert als Wahrscheinlichkeitsamplitude dafür, dass ein Teilchen
zur Zeit y0 am Ort y erzeugt und zur Zeit x0 am Ort x vernichtet wird.
Die 4× 4 Spinormatrix

〈1by|1bx〉 = 〈0|ψ(y)ψ(x) |0〉 (16.28b)= −
∑
k

(−c~γµkµ +mc2) exp{−ik(y − x)}
2~ωkΩ

(16.30)

wird interpretiert als Wahrscheinlichkeitsamplitude dafür, dass ein Antiteil-
chen zur Zeit x0 am Ort x erzeugt und zur Zeit y0 am Ort y vernichtet
wird. Wir vergleichen diese Matrizen mit dem Feynman-Propagator des
klassischen Diracfeldes, den wir in Abschnitt 12.2 hergeleitet haben:
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S(x− y) (12.27)= θ(x0 − y0)
∑
k

(+γµcpµ +mc2) exp{−ik(x− y)}
Ω2~ωk

+

+ θ(y0 − x0)
∑
k

(−γµcpµ +mc2) exp{−ik(y − x)}
Ω2~ωk

Offenbar ist

S(x− y) = θ(x0 − y0)〈0|ψ(x)ψ(y) |0〉+
− θ(y0 − x0)〈0|ψ(y)ψ(x) |0〉

= 〈0|Tψ(x)ψ(y) |0〉

(16.31)

der Feynman-Propagator des quantisierten Diracfeldes. In der letzten Zeile
wird der in (15.44) definierte Zeitordnungsoperator verwendet.

16.5 Kausalität

Wie beim Klein-Gordon-Feld in Abschnitt 15.6 wollen wir uns jetzt auch
beim Diracfeld davon überzeugen, dass das Kausalitätskriterium der Spezi-
ellen Relativitätstheorie nicht verletzt wird, obwohl wir in der klassischen
Greensfunktion auch Wellen zugelassen haben, die sich schneller als mit
Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. x und y seien zwei Raumzeitpunkte mit
raumartigem Abstand, d.h. es ist (x− y)2 < 0. Erzeugung und Vernichtung
von Teilchen an diesen beiden Raumzeitpunkten dürfen sich nicht wech-
selseitig beeinflussen. Formal bedeutet das, dass ihr Antikommutator Null
sein muss. (Weil das Diracfeld gemäß (14.74b) mit dem Antikommutator
quantisiert wurde, muss auch jetzt der Antikommutator verwendet werden.)
Das Diracfeld befinde sich im Zustand |s〉. Durch ψ(x)|s〉 wird zur Zeit

x0/c am Ort x ein Teilchen a vernichtet und sein Antiteilchen b erzeugt.
Durch ψ(y)|s〉 wird zur Zeit y0/c am Ort y ein Teilchen a erzeugt und sein
Antiteilchen b vernichtet. Der Erwartungswert ihres Antikommutators ist
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〈s| {ψ(x), ψ(y)} |s〉 =

= 〈s|s〉
(∑

k

(c~γµkµ +mc2) exp{−ik(x− y)}
2~ωkΩ −

−
∑
k

(−c~γµkµ +mc2) exp{−ik(y − x)}
2~ωkΩ

)
. (16.32)

Weil der Kommutator keinen Operator enthält, kann er aus dem Produkt
〈s|s〉 herausgezogen werden. Und weil er lorentzinvariant ist, können wir ihn
– ohne seinen Wert zu verändern – in ein gestrichenes Koordinatensystem′
transformieren, in dem x′0 − y′0 = 0 gilt. Ein derartiges Koordinatensystem
gibt es deshalb und nur deshalb, weil das Verhältnis der Raumzeitpunkte x
und y raumartig ist.

{ψ′(x′), ψ ′(y′)} =

=
∑
k′

(c~γ0k′0 − c~γ · k′ +mc2) exp{+ik′(x′ − y′)}
2~ωk′Ω′

−

−
∑
−k′

(−c~γ0k′0 − c~γ · k′ +mc2) exp{−ik′(y′ − x′)}
2~ωk′Ω′

In der letzten Zeile wurde über −k′ summiert und ω−k′ = ωk′ beachtet.
Wegen ck′0 = ωk′ und (7.9) ist

{ψ′(x′), ψ ′(y′)} = γ0 δ(3)(x′ − y′) . (16.33)

Also ist der Kommutator für x′ , y′ tatsächlich Null, in Übereinstimmung
mit der Relativitätstheorie.

Hätten wir die Quantisierung des Dirac-Feldes nicht mit dem Antikommu-
tator (14.74b) sondern mit dem Kommutator (14.74a) durchgeführt, dann
hätten wir auch jetzt den Kommutator berechnen müssen, und anstelle von
(16.33) das Ergebnis

[ψ′(x′), ψ ′(y′)] =
∑
k′

(−c~γ · k′ +mc2)
~ωk′

exp{+ik′(x′ − y′)}
Ω′
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erhalten. Das Kausalitätskriterium der Relativitätstheorie wäre verletzt,
denn dies Ergebnis ist auch für x′ , y′ verschieden von Null. Das Kausali-
tätskriterium der Relativitätstheorie erzwingt die Quantisierung aller Felder
mit ganzzahligem Spin (einschließlich Spin Null) durch den Kommutator
(14.74a), und die Quantisierung aller Felder mit halbzahligem Spin durch
den Antikommutator (14.74b). Am Beispiel des Klein-Gordon-Feldes (Spin
0) haben wir diese Regel in Abschnitt 15.6 bestätigt, und am Beispiel des
Dirac-Feldes (Spin 1

2) haben wir sie hier erneut bestätigt.
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17 Das freie EichfeldA(x)

In Abschnitt 4.5 haben wir das Eichfeld des elektrisch geladenen Diracfeldes
mit dem Potentialfeld

A(x) =
(
φ(x)/c
A(x)

)
(17.1)

des Elektromagnetischen Feldes der Maxwell’schen Theorie identifiziert,
und die kombinierte Lagrangedichte von Diracfeld und seinem Eichfeld
angegeben. Die Lagrangedichte des freien Feldes A(x) geht aus (4.120)
hervor, indem das Diracfeld abgeschaltet wird:

L (4.120)= − 1
4µ0

FστF
στ (17.2a)

Hierin ist

Fστ
(4.114)
≡ dσAτ − dτAσ (17.2b)

der elektromagnetische Feldstärketensor. Wir haben die Lagrangedichte nicht
ohne Grund als Produkt von Rotationstermen konstruiert: Auf diese Weise
konnte die Invarianz der Theorie unter lokalen Phasentransformationen
sichergestellt werden. Zugleich ergeben sich aus dieser Form von L aber
weitreichende Nebenwirkungen für die Quantisierung, die bereits bei der
Berechnung der kanonisch konjugierten Impulsdichten auffallen:

π0 ≡ ∂L
c∂(d0A0) =

= − 1
4µ0

∂

c∂(d0A0)(dσAτ − dτAσ)(dσAτ − dτAσ) = 0 (17.3a)
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πj ≡ ∂L
c∂(d0Aj)

= − 1
4µ0

∂

c∂(d0Aj)
(dσAτ − dτAσ)(dσAτ − dτAσ)

= − 1
4µ0c

(
(d0Aj − djA0)− (djA0 − d0Aj)

)
· 2

= + 1
µ0c

(−d0A
j − djA0) (4.127a)= + 1

µ0c2E
j (17.3b)

Die Nullkomponente von A(x) ist nicht kanonisch quantisierbar, weil die
zu ihr konjugierte Impulsdichte Null ist. Und das ist wiederum darauf
zurückzuführen, dass L ein Produkt der Rotationsterme dσAτ−dτAσ ist. Nur
die drei raumartigen Komponenten von A(x) können kanonisch quantisiert
werden. Wir bemerken, dass laut (17.3) die kontravarianten Komponenten
von π(x) zu den kovarianten Komponenten von A(x) kanonisch konjugiert
sind.

In Abschnitt 17.3 werden wir bei der Untersuchung des Spins von Photonen
den Beweis dafür nachliefern, dass die Quanten des Eichfeldes ganzzahligen
Spin haben, das Eichfeld also gemäß (14.74a) quantisiert werden muss. Wir
postulieren (nur vorläufig !) die nichtkommutative Algebra

[Aj(t,x), πl(t,y)] = 1
µ0c2 [Aj(t,x), El(t,y)] =

= i~δ(3)(x− y)gj l nur vorläufig ! , (17.4)

wobei beide Faktoren mit der gleichen Zeit t in den Kommutator einzusetzen
sind. Diese Quantisierungsregel ist als „nur vorläufig“ charakterisiert, weil
sie inkonsistent ist. Denn die Quellen des Elektrischen Feldes E sind die
Ladungen der Quanten des Diracfeldes. Weil wir zur Berechnung des freien
Feldes A das Diracfeld abgeschaltet haben, ist das Elektrische Feld E
quellenfrei, seine Divergenz ist Null:

∇ · E = 0

Demnach ist auch die Divergenz hinsichtlich der Koordinate y der linken
Seite von (17.4) Null:
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d
dyl [Aj(t,x), πl(t,y)] = 1

µ0c2 [Aj(t,x), dEl(t,y)
dyl︸         ︷︷         ︸

0

] = 0 (17.5a)

Die Divergenz der rechten Seite von (17.4) ist dagegen nicht Null:

d
dyl δ

(3)(x− y)gj l =(7.9) d
dyj

1
Ω
∑
k

exp{ik(x− y)}

= − 1
Ω
∑
k

ikj exp{ik(x− y)} , 0 (17.5b)

17.1 Kanonische Quantisierung

Aus der Tatsache, dass die Faktoren von L die Form von Rotationstermen
haben, ergeben sich weitere Komplikationen: A ist invariant unter der
Eichtransformation

Aν(x) −→ A′ν(x) = Aν(x) + dνf(x) , (17.6)

wobei f(x) eine beliebige analytische Funktion sein kann. „Analytisch“ be-
deutet, dass

dσdτf = dτdσf

gilt. Die Eichtransformation lässt den Feldstärketensor – und damit sämtliche
beobachtbaren Größen – invariant, denn es ist

F ′στ = dσAτ + dσdτf − dτAσ − dτdσf = Fστ .

Diese Eichinvarianz bewirkt, dass die Viererdivergenz

dνA′ν = dν(Aν + dνf) = dνAν + dνdνf

des Feldes A frei gewählt werden kann, indem man dνdνf passend definiert.
Mit der Wahl
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dνdνf ≡ −dνAν =⇒ dνA′ν = 0 (17.7)

erhält man die Lorentzeichung, die die Freiheitsgrade des Feldes von 4 auf 3
reduziert. Indem man zusätzlich

dνdνf ≡ −dνAν und d0f ≡ −A0 =⇒

=⇒ A′0 = 0 und ∇ ·A′ = 0 (17.8)

spezifiziert, reduziert man die Freiheitsgrade des Feldes auf zwei. Das freie
Eichfeld A(x) hat nur zwei linear unabhängige Komponenten, es muss aber
bei einem Wechsel der Koordinaten als Vektorfeld mit vier Raum-Zeit-
Dimensionen transformiert werden. Dass zwei redundante, durch Eichtrans-
formationen willkürlich festlegbare Komponenten mitgeschleppt werden
müssen, ist die eigentliche Ursache für die besonderen Schwierigkeiten, die
bei der Quantisierung dieses Feldes auftreten.
Die Eichung (17.8) heißt Coulomb-Eichung oder Strahlungseichung. Sie

hat den Vorteil, dass die beiden redundanten, nur scheinbar unabhängigen
Komponenten des Feldes festgelegt sind. Insbesondere verschwindet die
Nullkomponente, die – siehe (17.3a) – schon rein formal nicht kanonisch
quantisierbar ist. Der Nachteil der Coulomb-Eichung ist, dass die manifeste
Lorentzkovarianz verloren geht. Denn in (17.8) werden ja nicht alle vier
Raumzeitkoordinaten gleich behandelt, sondern die Zeitkoordinate wird
besonders ausgezeichnet. Wenn wir im Folgenden A(x) in der Coulomb-
Eichung quantisieren, dann ist zunächst nicht klar, ob unsere Ergebnisse
mit der Speziellen Relativitätstheorie kompatibel sind. Deshalb werden wir
das Eichfeld in Abschnitt 17.4 noch einmal mit einer anderen Methode
quantisieren, um die Lorentzinvarianz unserer Ergebnisse nachzuweisen.
Zusätzlich zu den in Abschnitt K.5 definierten Einheitsvektoren defi-

nieren wir ein weiteres System e
(0)
k , e

(1)
k , e

(2)
k , e

(3)
k von vier orthonormalen

vierdimensionalen Einheitsvektoren in der Weise, dass die drei raumartigen
Einheitsvektoren am Wellenzahlvektor k des Feldes A(x) orientiert sind, die
Einheitsvektoren in Zeitrichtung aber in beiden Systemen identisch sind:
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e

(α)
k · e

(β)
k = gαβ , e

(0)
k = e(0)

e
(α)
k =

(
e

(α)0
k

e
(α)
k

)
, e

(1)
k × e

(2)
k = e

(3)
k = k

|k|

mit α = 0, 1, 2, 3 und β = 0, 1, 2, 3 (17.9a)

Nur e(0)
k und e

(3)
k sind durch diese Relationen eindeutig festgelegt, die

verbleibende Unbestimmtheit der beiden anderen Vektoren stört vorläufig
nicht. Schließlich erweitern wir die Definition noch um einen Phasenfaktor
ϕα, der für jede Koordinate unterschiedlich gewählt werden kann:

ε
(α)
k ≡ e(α)

k exp{iϕα} (17.9b)

Die Feldgleichung

dνF νρ
(4.125)= µ0j

ρ mit ρ = 0, 1, 2, 3 ,

die wir in Abschnitt 4.5 hergeleitet haben, nimmt für das quellenfreie (jρ = 0)
Feld mit (17.2b) die Form

dνdνAρ − dρ dνAν︸  ︷︷  ︸
(17.7)

= 0

= 0 mit ρ = 0, 1, 2, 3

an. Wegen A0 (17.8)= 0 sind in der Coulomb-Eichung nur die drei Gleichungen

dνdνAj = 0 mit j = 1, 2, 3 (17.10)

nicht-trivial. Jede der drei Gleichungen hat die Form der Klein-Gordon-
Gleichung (10.2) eines Feldes mit Masse Null. Deshalb kann man eine Lösung
von Gleichung (17.10) direkt vom Klein-Gordon-Feld übernehmen, indem
man es unter Verwendung der Einheitsvektoren (17.9) als
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A(x) (10.8)=
∑
k

2∑
v=1

1√
NΩ

(
ε

(v)
k c

(v)
k exp{−ikx}+ ε(v)∗

k c
(v)∗
k exp{+ikx}

)
(17.11)

schreibt. Es werden hier die dreidimensionalen, fett gedruckten Einheitsvek-
toren verwendet, weil die zeitartige Komponente A0 in der Coulombeichung
Null ist. Und es wird nur über die beiden Polarisationsvektoren ε(1)

k und
ε

(2)
k summiert, weil nur sie, aber nicht ε(3)

k , die Bedingung

∇ ·A (17.8)= 0 =⇒ ε
(v)
k · k = 0

der Coulomb-Eichung erfüllen. Das freie Feld A(x) hat keine longitudinale
Komponente sondern ist stets transversal (elliptisch oder zirkular oder
linear) polarisiert.
Um uns die immense Schreibarbeit mit unzähligen Fallunterscheidungen

zu ersparen, werden wir die Quantisierung des Feldes A(x) nur für die linear
polarisierte Wellen

A(x) =
∑
k

2∑
v=1

1√
NΩ

e
(v)
k

(
c

(v)
k exp{−ikx}+ c

(v)∗
k exp{+ikx}

)
(17.12)

durchführen. Wellen mit elliptischer Polarisation, die sich in Richtung der
x3-Achse bewegen, erhält man bekanntlich dadurch, dass man zu einer in
x1-Richtung linear polarisierten Welle mit Ausbreitungsrichtung x3 eine
in x2-Richtung linear polarisierte Welle mit Ausbreitungsrichtung x3 mit
gleicher Amplitude und Phasendifferenz von ϕ addiert:

A(elliptisch) =
√

1
2

(
e

(1)
k A1 + e(2)

k A2 exp{iϕ}
)

(17.13)

Im Spezialfall ϕ = ±π/2 erhält man rechts- oder linkszirkular polarisierte
Wellen. Erst nach der Quantisierung werden wir die Feldoperatoren von
elliptisch bzw. zirkular polarisierten Feldern nach diesem Muster aus den
Feldoperatoren linear polarisierter Felder konstruieren.
Das Eichfeld A(x) ist nicht geladen, also reell. Deshalb taucht hier der
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Fourier-Koeffizient c(v)∗

k , aber nicht ein von c(v)∗
k verschiedener Koeffizient

d
(v)∗
k auf. Da A die Dimension Impuls·Ladung-1 hat, und da die Fourier-Ko-

effizienten wie üblich dimensionslos sein sollen, muss der Normierungsfaktor
N die Dimension Ladung2·Impuls-2·Volumen-1 haben. Wir definieren ihn
als

N ≡ 2~ωk
µ0c2~2

, (17.14)

wodurch das Feld die Form

Aj
(K.13a)= e(j)·A = (17.15a)

=
∑
k

2∑
v=1

√
µ0c2~2

2~ωkΩ(e(v)
k ·e

(j))
(
c

(v)
k exp{−ikx}+ c

(v)∗
k exp{+ikx}

)
mit j = 1, 2, 3 erhält. Die zu Al(y) kanonisch konjugierte Impulsdichte ist

πl(y) (17.3b)= 1
µ0c2E

l(y) (4.127a)= 1
µ0c

(−d0A
l − dl A0︸︷︷︸

(17.8)
= 0

) = (17.15b)

= −1
µ0c

∑
f

2∑
u=1

√
µ0c2~

2ωfΩ if0(e(u)
f ·e

(l))(−c(u)
f exp{−ify}+ c

(u)∗
f exp{+ify}) .

Mit f0 = ωf/c und Aj = −Aj ist der Kommutator von Aj und πl

[Aj(t,x), πl(t,y)] =
∑

k,v,f ,u

i~

2Ω

√
ωf
ωk

(e(v)
k ·e

(j))(e(u)
f ·e

(l)) ·

·
(
− [c(v)

k , c
(u)
f ] exp{−i(kx+ fy)}+ [c(v)

k , c
(u)∗
f ] exp{−i(kx− fy)}−

− [c(v)∗
k , c

(u)
f ] exp{+i(kx− fy)}+ [c(v)∗

k , c
(u)∗
f ] exp{+i(kx+ fy)}

)
.

(17.16)

Das Klein-Gordon-Feld und das Diracfeld haben wir dadurch quantisiert,
dass wir entsprechend (14.74) für die Feldamplitude(n) und ihre(n) kanonisch
konjugierten Impuls(e) eine nicht-kommutative Algebra postuliert haben.
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Daraus haben wir dann die Algebra der Fourier-Operatoren (die wir als
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren von Feldquanten interpretiert
haben) berechnet. Nachdem mit (17.4) unser Versuch gescheitert ist, das
Eichfeld A(x) in gleicher Weise zu quantisieren, gehen wir jetzt umgekehrt
vor. Wir ernennen die Fourier-Koeffizienten zu Operatoren c(v)

k und c(v)†
k ,

legen für sie eine nicht-kommutative Algebra fest, und berechnen dann
daraus die Algebra der Operatoren A(x) und π(x). Durch Vergleich mit
(15.6) und (16.5) ist es plausibel, folgende Algebra zu postulieren:

[c(v)
k , c

(u)†
f ] = δkf gv

u

[c(v)
k , c

(u)
f ] = [c(v)†

k , c
(u)†
f ] = 0

mit u = 1, 2 und v = 1, 2

(17.17)

Wir betonen, dass diese Quantisierungsvorschrift nicht „hergeleitet“ werden
kann. Genau wie die allgemeine Quantisierungsvorschrift (14.74) erraten
wurde, und allein dadurch zu rechtfertigen ist, dass die aus ihr abgeleitete
Theorie die Phänomene korrekt beschreibt, so wurde auch die Quantisie-
rungsvorschrift (17.17) erraten, und kann nur durch ihren Erfolg beim
Vergleich mit den Experimenten begründet werden.

Einsetzen von (17.17) in (17.16) ergibt

[Aj(t,x), πl(t,y)] =
∑
k

2∑
v=1

i~

2Ω(e(v)
k ·e

(j))(e(v)
k ·e

(l)) ·

·
(

exp{+ik(x− y)}+ exp{−ik(x− y)}
)
. (17.18)

Weil A und π mit x0 = y0 in den Kommutator eingesetzt werden müssen,
ist die Zeitkoordinate aus den Exponentialfunktionen verschwunden. Außer-
dem kann man, weil symmetrisch über sämtliche positiven und negativen
Wellenzahlen k summiert wird, die Reihenfolge der Summanden in folgender
Weise umdrehen:
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[Aj(t,x),πl(t,y)] = i~

2Ω
∑
k

2∑
v=1

exp{+ik(x− y)} ·

·
(
(e(v)
k ·e

(j))(e(v)
k ·e

(l)) + (e(v)
-k ·e

(j))(e(v)
-k ·e

(l))
)

=

= i~
1
Ω
∑
k

exp{+ik(x− y)}︸                              ︷︷                              ︸
δ(3)(x−y)

2∑
v=1

(e(v)
k ·e

(j))(e(v)
k ·e

(l)) , (17.19)

denn es ist e(v)
-k = −e(v)

k für v , 0.
Um den letzten Faktor auszuwerten, entwickeln wir die raumartigen

Einheitsvektoren e(j) und e(l) nach den raumartigen Polarisationsvektoren:

e(j) (K.13b)=
3∑
v=1

(e(v)
k ·e

(j))e(v)
k e(l) (K.13b)=

3∑
u=1

(e(u)
k ·e

(l))e(u)
k

Also ist das Produkt dieser beiden Vektoren

e(j)·e(l) =(K.13c)
gj
l =

3∑
v=1

3∑
u=1

(e(v)
k ·e

(j))(e(u)
k ·e

(l)) e(v)
k ·e

(u)
k︸       ︷︷       ︸

gvu

=
3∑
v=1

(e(v)
k ·e

(j))(e(v)
k ·e

(l)) .

Daraus folgt

2∑
v=1

(e(v)
k ·e

(j))(e(v)
k ·e

(l)) = gj
l − (e(3)

k ·e
(j))(e(3)

k ·e
(l))

= gj
l − ( k

|k|
·e(j))( k

|k|
·e(l))

= gj
l + kjk

l

k2 . (17.20)

Einsetzen in (17.19) ergibt
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[Aj(t,x), πl(t,y)] = i~∆j
l(x− y) , (17.21)

wobei wir die „transversale Deltafunktion“

∆j
l(x− y) ≡ 1

Ω
∑
k

(
gj
l + kjk

l

k2

)
exp{+ik(x− y)} (17.22)

eingeführt haben, die man mit der „normalen“ Deltafunktion in der Form
(7.9) vergleichen sollte. Die Divergenz der transversalen Deltafunktion ist
Null:

dj∆j
l(x− y) = 1

Ω
∑
k

(
dl + kjk

l

k2 dj
)

exp{ik(x− y)} =

= 1
Ω
∑
k

(
ikl + i kj

kj

k2︸  ︷︷  ︸
−1

kl
)

exp{ik(x− y)} = 0 (17.23)

Hier haben wir wieder die Divergenz −dj ≡ dj ≡ d/dxj nach der Koordi-
nate x betrachtet. Die Divergenz nach der Koordinate y ist ebenfalls Null.
Wenn man das rechtshändige Koordinatensystem xj , xl, xm so dreht, dass
km = |k| und kj = kl = 0 ist, dann geht (17.21) in (17.4) über. Bei anderer
Orientierung des Koordinatensystems wird durch den Term +kjkl/k2 in
(17.21) kompensiert, dass das FeldA(x) keine longitudinale Komponente hat.
(17.21) weicht also „eigentlich“ nicht von der allgemeinen Quantisierungs-
vorschrift (14.74a) ab, es wird durch den Zusatzterm +kjkl/k2 lediglich
berücksichtigt, dass aufgrund der Eichinvarianz (17.6) nur zwei der vier
Komponenten des freien Feldes A(x) unabhängig sind.

17.2 Erhaltungsgrößen

Die Lagrangedichte des elektromagnetischen Feldes ist

L =(17.2) − 1
4µ0

(dµAν − dνAµ)(dµAν − dνAµ) . (17.24)
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Das elektromagnetische Feld ist ein elementares, d. h. kontinuierliches, Feld.
Anders als beim Klein-Gordon-Feld und beim Dirac-Feld nehmen wir nicht
an, dass es auch ein diskretes elektromagnetisches Feld geben könnte, sondern
betrachten ausschließlich das elementare Feld. Wie in (15.18) und in (16.11)
postulieren wir jetzt, dass auch im ES-Tensor (Energiedichte-Stress-Tensor)
des quantisierten elektromagnetischen Feldes alle Terme gestrichen werden
müssen, die nicht von den Teilchenzahl-Operatoren abhängen.

klassisches elektromagnetisches Feld:

T στ (4.32)= ∂L
∂(dσAρ)

dτAρ− gστL

= − 1
µ0

(dσAρ − dρAσ)dτAρ − gστL (17.25a)

quantisiertes elektromagnetisches Feld:

T στ = ∂L
∂(dσAρ)

dτAρ− gστL − Y

= − 1
µ0

(dσAρ − dρAσ)dτAρ − gστL − Y (17.25b)

Y ≡ die Summe aller Terme in (17.25a), die nicht von
den Teilchenzahl-Operatoren c(u)†

k c
(u)
k abhängen.

Wegen A0 ≡ 0 kann die Lagrangedichte in der Form

L = − 1
2µ0

(
(dσAj)dσAj − (djAl)dlAj

)
(17.26)

geschrieben werden. Durch Einsetzen der Feldoperatoren (17.15a) wird der
ES-Tensor zu
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T στ = − Y − 1
µ0

∑
k,f

2∑
u,v=1

µ0c
2~2

2~Ω√ωkωf
i2
[

−
3∑
j=1

(e(v)
k ·e

(j))(e(u)
f ·e

(j)) ·

·
(
− kτ c(v)

k exp{−ikx}+ kτ c
(v)†
k exp{+ikx}

)
·

·
(
− fσc(u)

f exp{−ifx}+ fσc
(u)†
f exp{+ifx}

)
+

+ (1− gσ0)
3∑
j=1

(e(v)
k ·e

(j))(e(u)
f ·e

(σ)) ·

·
(
− kτ c(v)

k exp{−ikx}+ kτ c
(v)†
k exp{+ikx}

)
·

·
(
− f jc(u)

f exp{−ifx}+ f jc
(u)†
f exp{+ifx}

)
+

+
3∑
j=1

gστ

2 (e(v)
k ·e

(j))(e(u)
f ·e

(j)) ·

·
(
− kρc(v)

k exp{−ikx}+ kρc
(v)†
k exp{+ikx}

)
·

·
(
− fρc(u)

f exp{−ifx}+ fρc
(u)†
f exp{+ifx}

)
+

+
3∑
j=1

3∑
l=1

gστ

2 (e(u)
f ·e

(l))(e(v)
k ·e

(j)) ·

·
(
− fjc(u)

f exp{−ifx}+ fjc
(u)†
f exp{+ifx}

)
·

·
(
− klc(v)

k exp{−ikx}+ klc
(v)†
k exp{+ikx}

)]
. (17.27)

Hier wurden die Summationszeichen explizit ausgeschrieben, weil wir nicht
automatisch über die eingeklammerten Namen (v) der Einheitsvektoren
summieren. Man beachte dass e(σ) = 0 falls σ = 0. Zur Erinnerung wurde
ein Faktor (1− gσ0) eingefügt.
Jetzt wird das Koordinatensystem so gedreht, dass es mit dem System,

das an der Polarisation des Feldes A(x) orientiert ist, zur Deckung kommt:
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(e(u)
k ·e

(j)) (K.13c)= gu
j und k =

 0
0
k3

 (17.28)

Damit vereinfacht sich der ES-Tensor zu

T στ = − Y − 1
µ0

∑
k,f

2∑
u,v=1

µ0c
2~2

2~Ω√ωkωf
i2
[

− fσkτ
(
− c(v)

k exp{−ikx}+ c
(v)†
k exp{+ikx}

)
·

·
(
− c(v)

f exp{−ifx}+ c
(v)†
f exp{+ifx}

)
+

+ (1− gσ0)gσufvkτ ·

·
(
− c(v)

k exp{−ikx}+ c
(v)†
k exp{+ikx}

)
·

·
(
− c(u)

f exp{−ifx}+ c
(u)†
f exp{+ifx}

)
+

+ gστ

2 kρf
ρ
(
− c(v)

k exp{−ikx}+ c
(v)†
k exp{+ikx}

)
·

·
(
− c(v)

f exp{−ifx}+ c
(v)†
f exp{+ifx}

)
+

+ gστ

2 fvk
u
(
− c(u)

f exp{−ifx}+ c
(u)†
f exp{+ifx}

)
·

·
(
− c(v)

k exp{−ikx}+ c
(v)†
k exp{+ikx}

)]
. (17.29)

fv = ku = 0 wegen (17.28). Also überleben nur zwei Terme:

T στ = − Y + 1
Ω
∑
k,f

2∑
v=1

c2~2

2~√ωkωf

(
− fσkτ + gστ

2 kρf
ρ
)
·

·
(

+ c
(v)
k c

(v)
f exp{−i(k + f)x} − c(v)

k c
(v)†
f exp{−i(k − f)x}−

− c(v)†
k c

(v)
f exp{+i(k − f)x}+ c

(v)†
k c

(v)†
f exp{+i(k + f)x}

)
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Durch Integration über das gesamte Normalisierungsvolumen Ω erhält man
den Operator

T στ ≡
∫
Ω

d3x T στ . (17.30)

Um in diesem Integral das Kroneckersymbol entsprechend (16.3) zu erhalten,
invertieren wir in zwei Termen die Vorzeichen von f . Das ist möglich, weil
die Summe über sämtliche positiven und negativen f läuft. Mit ω-k = ωk
findet man

T στ = −Y Ω +
∑
k

2∑
v=1

c2~2

2~ωk

(
− kσkτ + gστ

2 kρk
ρ
)
·

·
(

+ c
(v)
k c

(v)
−k exp{−i2k0x0} − c(v)

k c
(v)†
k −

− c(v)†
k c

(v)
k + c

(v)†
k c

(v)†
−k exp{+i2k0x0}

)
. (17.31)

Die Frequenz 2k0c der Zitterbewegung1 kann im Fall des masselosen elek-
tromagnetischen Feldes beliebig niedrig sein. Also kann man diese Terme
nicht wie im Fall des Diracfeldes und des Klein-Gordon-Feldes wegen ihrer
hohen Frequenz einfach vernachlässigen. Man kann sie jedoch aus folgendem
Grund ignorieren: Der Operator c(v)†

k c
(v)†
−k erzeugt ein Photon mit Wellenzahl

k und Polarisation v, und er erzeugt ein Photon mit Wellenzahl −k und Po-
larisation v. Diese beiden Photonen kompensieren einander genau, d. h. der
Term mit diesem Operator hat Netto keinen Effekt und kann gestrichen
werden. Aus dem gleichen Grund hat auch der Term mit dem Operator
c

(v)
k c

(v)
−k keinen Nettoeffekt, und kann ebenfalls gestrichen werden. Außerdem

ist kρkρ = 0, weil das elektromagnetische Feld masselos ist. Auf diese Weise
vereinfacht sich der Operator weiter zu

T στ = −Y Ω +
∑
k

2∑
v=1

c2~2

2~ωk
kσkτ

(
c

(v)†
k c

(v)
k + c

(v)
k c

(v)†
k

)
,

1 siehe die Diskussion bei (8.93)
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und damit erhalten wir:

T στ ≡
∫
Ω

d3x T στ =
∑
k

2∑
v=1

c2~2

~ωk
kσkτ c

(v)†
k c

(v)
k (17.32)

Mit ck0 = ωk erhält man insbesondere den Hamiltonoperator

H ≡ T 00 =
∑
k

2∑
v=1
~ωkc

(v)†
k c

(v)
k (17.33)

und den Impulsoperator

P j ≡ 1
c
T 0j =

∑
k

2∑
v=1
~kjc

(v)†
k c

(v)
k . (17.34)

In Abschnitt 5.7 haben wir für beliebige, in der vierdimensionalen Raum-
zeit definierte Vektorfelder die drei raumartigen erhaltenen Drehimpulse

M jl (5.104)=
∫
Ω

d3x
(
xjP l − xlPj

)
︸                          ︷︷                          ︸

Bahndrehimpuls

+
∫
Ω

d3xS0jl

︸          ︷︷          ︸
Spin

(17.35)

mit jl = 23, 31, 12

hergeleitet. Solange wir uns – wie wir das bisher getan haben – auf ebene
Wellen beschränken, die über den gesamten Raum delokalisiert sind, werden
die Bahndrehimpulse Null sein. Denn bei der Integration

∫
Ω d3x über den

gesamten Ortsraum werden sich die Beiträge von +xj und −xj zum Integral
kompensieren. Dagegen gibt es auch mit ebenen Wellen einen von Null
verschiedenen Spin

S0jl =(5.99) 1
c

∂L
∂(d0Aj)

Al − 1
c

∂L
∂(d0Al)

Aj
(17.3b)= πjAl − πlAj .
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Wir berechnen ihn, indem wir die Feldoperatoren (17.15) einsetzen:

S0jl =(17.3b) − i~

2Ω
∑
k,f

2∑
u,v=1

√
ωf
ωk
·

·
(
(e(u)
f ·e

(j))(e(v)
k ·e

(l))− (e(u)
f ·e

(l))(e(v)
k ·e

(j))
)
·

·
(
− c(u)

f exp{−ifx}+ c
(u)†
f exp{+ifx}

)
·

·
(
c

(v)
k exp{−ikx}+ c

(v)†
k exp{+ikx}

)
(17.36)

Wir multiplizieren die beiden letzten Zeilen aus, und vertauschen in zwei
der vier Summanden f mit −f . Das ist zulässig, weil symmetrisch über
sämtliche positiven und negativen f summiert wird:

S0jl = − i~

2Ω
∑
k,f

2∑
u,v=1

(
√
ωf
ωk

(
(e(u)
f ·e

(j))(e(v)
k ·e

(l))− (e(u)
f ·e

(l))(e(v)
k ·e

(j))
)
·

·
(
− c(u)

f c
(v)†
k exp{−i(f0 − k0)x0} exp{+i(f − k)x}+

+ c
(u)†
f c

(v)
k exp{+i(f0 − k0)x0} exp{−i(f − k)x}

)
−

−
√
ω-f
ωk

(
(e(u)
-f ·e

(j))(e(v)
k ·e

(l))− (e(u)
-f ·e

(l))(e(v)
k ·e

(j))
)
·

·
(
− c(u)

-f c
(v)
k exp{−i(f0 + k0)x0} exp{+i(−f + k)x}+

+ c
(u)†
-f c

(v)†
k exp{+i(f0 + k0)x0} exp{−i(−f + k)x}

))
Wenn man jetzt über das gesamte Normierungsvolumen integriert, tritt
wegen

δkf
(7.12)= 1

Ω

∫
Ω

d3x exp{−i(k − f)x} (17.37)
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das Kronecker-Symbol auf, und unter Beachtung von e(u)

-k = −e(u)
k erhält

man den Spinoperator

Sjl ≡
∫
Ω

d3xS0jl = − i~2
∑
k

2∑
u,v=1(

(e(u)
k ·e

(j))(e(v)
k ·e

(l))− (e(u)
k ·e

(l))(e(v)
k ·e

(j))
)

(
− c(u)

k c
(v)†
k + c

(u)†
k c

(v)
k + c

(u)
-k c

(v)
k exp{−i(2k0)x0}

− c(u)†
-k c

(v)†
k exp{+i(2k0)x0}

)
. (17.38)

In der zweiten Zeile erkennt man, dass die Summe über die Indizes u und
v schiefsymmetrisch ist. Das hat zur Folge, dass die beiden Summanden,
die Exponentialfunktionen enthalten, verschwinden. Denn weil symmetrisch
über sämtliche positiven und negativen k summiert wird, und weil k0 gemäß
Vereinbarung (7.18) für k und -k identisch ist, und weil die Fourier-Opera-
toren bei unterschiedlichem Index (1) oder (2) laut (17.17) kommutieren,
ist ∑

k

(
c

(1)
-k c

(2)
k − c

(2)
-k c

(1)
k

)
exp{−i(2k0)x0} =

=
∑
k

(
c

(1)
-k c

(2)
k − c

(1)
-k c

(2)
k

)
exp{−i(2k0)x0} = 0 . (17.39)

Also vereinfacht der Operator sich zu

Sjl = i~

2
∑
k

2∑
u,v=1

(
(e(u)
k ·e

(j))(e(v)
k ·e

(l))− (e(u)
k ·e

(l))(e(v)
k ·e

(j))
)
·

·
(
c

(u)
k c

(v)†
k − c(u)†

k c
(v)
k

)
. (17.40)

Die Einheitsvektoren e(j) sind an den Achsen des Labor-Koordinatensystems
orientiert. Die Einheitsvektoren e(u)

k sind per Definition
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e
(1)
k × e

(2)
k = e

(3)
k

(17.9)= k

|k|
(17.41)

am Wellenzahlvektor des Feldes orientiert. Die weitere Auswertung von
(17.40) ist einfacher und übersichtlicher, wenn wir das Laborsystem mit den
Einheitsvektoren e(j) so drehen, dass es mit dem System der Einheitsvekto-
ren e(u)

k zur Deckung kommt. Dann gilt

e(j) ≡ e(j)
k für j = 1, 2, 3 . (17.42)

Im gedrehten Koordinatensystem breitet sich das Feld in Richtung der x3-
Achse aus. Dann sind – weil u und v nur die Werte 1 und 2 annehmen – alle
Spinoperatoren mit j = 3 oder l = 3 Null, und nur S12 = −S21 ist von Null
verschieden.

S12 = −S21 = i~
∑
k

(
c

(1)
k c

(2)†
k − c(1)†

k c
(2)
k

)
(17.43)

Dieser Spin-Operator hat – anders als die zuvor untersuchten Energie- und
Impuls-Operatoren – nicht die Form eines Teilchenzahl-Operators c(u)+

k c
(u)
k .

Deshalb ist seine Bedeutung nicht offensichtlich. Die Schwierigkeit tritt
deshalb auf, weil wir uns bei der Quantisierung des Feldes – wie bei (17.13)
betont – auf linear polarisierte Wellen beschränkt haben. Wellen mit zirku-
larer Polarisation, die sich in Richtung der x3-Achse bewegen, erhält man
dadurch, dass man zu einer in x1-Richtung linear polarisierten Welle mit
Ausbreitungsrichtung x3 eine in x2-Richtung linear polarisierte Welle mit
Ausbreitungsrichtung x3 mit gleicher Amplitude und Phasendifferenz von
±π/2 addiert:

A(L/R) =
√

1
2

(
A(1) +A(2) exp{±iπ/2}

)
=
√

1
2

(
A(1) ± iA(2)

)
Die Erzeugungsoperatoren von rechts- und linkszirkular polarisierten Pho-
tonen sind demnach

c
(R)†
k ≡

√
1
2

(
c

(1)†
k + ic

(2)†
k

)
(17.44a)
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c

(L)†
k ≡

√
1
2

(
c

(1)†
k − ic(2)†

k

)
. (17.44b)

Die inversen Formeln lauten

c
(1)†
k =

√
1
2

(
c

(R)†
k + c

(L)†
k

)
(17.45a)

c
(2)†
k = −i

√
1
2

(
c

(R)†
k − c(L)†

k

)
. (17.45b)

Mit diesen Operatoren erhält (17.43) die Form

S12 = −S21 = +~
∑
k

1
2

(
+ c

(R)
k c

(R)†
k − c(R)

k c
(L)†
k + c

(L)
k c

(R)†
k − c(L)

k c
(L)†
k

+ c
(R)†
k c

(R)
k − c(R)†

k c
(L)
k + c

(L)†
k c

(R)
k − c(L)†

k c
(L)
k

)
. (17.46)

Durch Einsetzen der Definitionen (17.44) berechnet man mithilfe der Rela-
tionen (17.17) die Kommutatoren

[c(R)
k , c

(R)†
k ] = 1

2

(
[c(1)
k , c

(1)†
k ] + [c(2)

k , c
(2)†
k ]

)
= 1 (17.47a)

[c(L)
k , c

(L)†
k ] = 1

2

(
[c(1)
k , c

(1)†
k ] + [c(2)

k , c
(2)†
k ]

)
= 1 (17.47b)

[c(R)
k , c

(L)†
k ] = 1

2

(
[c(1)
k , c

(1)†
k ]− [c(2)

k , c
(2)†
k ]

)
= 0 (17.47c)

[c(L)
k , c

(R)†
k ] = 1

2

(
[c(1)
k , c

(1)†
k ]− [c(2)

k , c
(2)†
k ]

)
= 0 . (17.47d)

Damit ist

S12 = −S21 =

= +~
∑
k

1
2

(
2c(R)†
k c

(R)
k + [c(R)

k , c
(R)†
k ]− [c(L)

k , c
(L)†
k ]︸                               ︷︷                               ︸

0

−2c(L)†
k c

(L)
k

)
,

und man findet als Operator für den erhaltenen Spin eines Feldes, das sich
in Richtung der positiven x3 Achse bewegt:
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=S12 + ~
∑
k

(
c

(R)†
k c

(R)
k − c(L)†

k c
(L)
k

)
(17.48)

17.3 Photonen

Im Interesse einer einfachen und übersichtlichen Notation verwenden wir
weiterhin gemäß (17.42) ein Koordinatensystem, dessen x3-Achse in die
Richtung gedreht ist, in die sich das Feld ausbreitet. Die Erzeugungsopera-
toren c(1)†

f und c(2)†
f erzeugen, wenn sie auf den Vakuumzustand |0〉 wirken,

Photonen, die sich parallel zu x3-Achse bewegen, die parallel zur x1- bzw.
x2-Achse linear polarisiert sind, und die die Wellenzahl f haben:

c
(1)†
f |0〉 = |1f1〉 c

(2)†
f |0〉 = |1f2〉 (17.49)

Die große 1 in der Zustandsfunktion bedeutet wie gewohnt, dass sich 1
Feldquant in diesem Zustand befindet. Die Normierung dieser Zustands-
funktionen ist lorentzinvariant:

〈1ku|1fv〉 = 〈0| c(u)
k c

(v)†
f |0〉 = 〈0|0〉︸  ︷︷  ︸

1

[c(u)
k , c

(v)†
f ] + 〈0| c(v)†

f c
(u)
k |0〉︸               ︷︷               ︸

0

(17.17)= δkf gv
u

(17.50)

Zirkular polarisierte Photonen erhält man durch

c
(R)†
f |0〉 = |1fR〉 =

√
1
2

(
c

(1)†
f + ic

(2)†
f

)
|0〉 =

√
1
2

(
|1f1〉+ i|1f2〉

)
(17.51a)

c
(L)†
f |0〉 = |1fL〉 =

√
1
2

(
c

(1)†
f − ic(2)†

f

)
|0〉 =

√
1
2

(
|1f1〉 − i|1f2〉

)
. (17.51b)

Die umgekehrten Relationen sind

|1f1〉 =
√

1
2

(
|1fR〉+ |1fL〉

)
(17.52a)

|1f2〉 = −i
√

1
2

(
|1fR〉 − |1fL〉

)
. (17.52b)

Die zirkular polarisierten Photonen sind Eigenzustände des Spinoperators
S12 und haben die Eigenwerte ±~ :
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S12 |1fR〉 = +~ |1fR〉 , S12 |1fL〉 = −~ |1fL〉 (17.53)

Es ist bemerkenswert, dass der Spin eines Photons nicht vom Wert der Wel-
lenzahl abhängt. Seine Spinkomponente in Ausbreitungsrichtung ist immer
+~ oder −~, seine Spinkomponente in einer dazu senkrechten Richtung ist
immer Null. Physikalisch richtiger sollte man sagen: Wenn der Spin eines
Photons gemessen wird, dann ist er immer ±~ parallel zur Bewegungsrich-
tung des Photons. Es wäre nicht korrekt zu sagen, dass jedes Photon diesen
Spin „hat“. Wenn ein Photon unter dem Brewster-Winkel an einer planen
Glasoberfläche reflektiert wurde, dann hat es eine wohldefinierte transversa-
le Polarisation, beispielsweise in Raumrichtung x2. Die Zustandsfunktion
dieses Photons ist |1f2〉. Der Erwartungswert seines Spins ist

〈1f2|S12|1f2〉
(17.52b)= 1

2

(
〈1fR|S12|1fR〉 − 〈1fR|S12|1fL〉−

− 〈1fL|S12|1fR〉+ 〈1fL|S12|1fL〉
)

=

= 1
2~
(

+ 〈1fR|1fR〉︸          ︷︷          ︸
1

+ 〈1fR|1fL〉︸         ︷︷         ︸
0

−〈1fL|1fR〉︸         ︷︷         ︸
0

−〈1fL|1fL〉︸         ︷︷         ︸
1

)
= 0 . (17.54)

Das bedeutet nicht, dass ein Photon im Zustand |1f2〉 den Spin Null hat,
sondern dass man, wenn man den Spin einer großen Menge von Photonen
misst, die alle im Zustands |1f2〉 präpariert wurden, gleich häufig das
Messergebnis +~ und das Messergebnis −~ erhält. Das Messergebnis Null
kommt bei Spinmessungen an beliebig präparierten Photonen niemals vor.
Es gibt keinen Ein-Photonen-Eigenzustand des Spinoperators S12 mit

Eigenwert ~ = 0. Wenn ein massives Teilchen den Spin J hat, dann kann die
Projektion des Spins auf eine beliebige Achse einer der Werte J, J − ~, J −
2~, . . . ,−J sein. Beim Photon fehlt der Wert Null, weil seine Ruhemasse Null
ist. Die Masselosigkeit des Photons hat die unanschauliche relativistische
Folge, dass es sich immer mit Lichtgeschwindigkeit auf den Beobachter zu
bewegt, oder sich mit Lichtgeschwindigkeit vom Beobachter entfernt. Der
Beobachter kann sich nicht in ein Bezugssystem transformieren, in dem er
das Photon „von der Seite betrachten“ und dann die Spinprojektion Null
messen könnte. Obwohl die Projektion des Spins auf die Bewegungsrichtung
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des Photons nur zwei Werte annehmen kann, ist der Wert des Spins 1~. Das
Photon ist ein Boson, deshalb haben wir das Eichfeld A(x) gemäß (14.74a)
quantisiert.
Wir definieren den Operator

L12|1k1〉 = +1|1k1〉 L12|1k2〉 = −1|1k2〉 . (17.55)

Er beschreibt die Messung der linearen Polarisation von Photonen. Der
Erwartungswert der linearen Polarisation eines Photons , das in einem
zirkular polarisierten Zustand präpariert wurde, ist

〈1kR|L12|1kR〉
(17.51a)= 1

2

(
〈1k1|L12|1k1〉+ i〈1k1|L12|1k2〉−

− i〈1k2|L12|1k1〉+ 〈1k2|L12|1k2〉
)

=

= 1
2

(
+ 〈1k1|1k1〉︸        ︷︷        ︸

1

−i 〈1k1|1k2〉︸        ︷︷        ︸
0

−i 〈1k2|1k1〉︸        ︷︷        ︸
0

−〈1k2|1k2〉︸        ︷︷        ︸
1

)
= 0 . (17.56)

Zirkular polarisierte Photonen werden entweder reflektiert oder transmittiert,
wenn sie unter dem Brewster-Winkel auf eine plane Glasoberfläche treffen.
Bei Reflektion sind sie nach der Messung linear polarisiert, beispielsweise
in Richtung x2, und die Messung hat den Eigenwert −1 des Operators
L12 ergeben. Bei Transmission sind sie nach der Messung in Richtung x1

transversal polarisiert, und die Messung hat den Eigenwert +1 des Operators
L12 ergeben. Der Erwartungswert Null in (17.56) bedeutet, dass beides gleich
häufig vorkommt.

Die linear polarisierten Photonen sind Eigenzustände des Energieoperators
und des Impulsoperators:

H|1f1〉
(17.33)=

∑
k

2∑
v=1
~ωkc

(v)†
k c

(v)
k |1f1〉 = ~ωf |1f1〉 (17.57a)

P l|1f1〉
(17.34)=

∑
k

2∑
v=1
~klc

(v)†
k c

(v)
k |1f1〉 = ~f l|1f1〉 (17.57b)

Zirkular polarisierte Photonen sind ebenfalls Eigenzustände des Energieope-
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rators und des Impulsoperators:

H |1fR〉 = H 1
2

(
|1f1〉+ i|1f2〉

)
= ~ωf 1

2

(
|1f1〉+ i|1f2〉

)
= ~ωf |1fR〉

(17.58a)

P l |1fR〉 = P l 1
2

(
|1f1〉+ i|1f2〉

)
= ~f l 1

2

(
|1f1〉+ i|1f2〉

)
= ~f l |1fR〉

(17.58b)

Durch Wahl eines anderen Phasenwinkels als ±π/2 in (17.44) kann man
elliptisch polarisierte Photonen erzeugen, die weder Eigenzustände des
Spinoperators S12 noch Eigenzustände des linearen Polarisationsoperators
L12 sind. Auch diese elliptisch polarisierten Photonen sind Eigenzustände
des Energieoperators H und der Impulsoperatoren P j .
Alle bisher betrachteten Photonen sind vollständig delokalisiert, also an

jeder Stelle des Normierungsvolumens Ω mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf-
findbar. In Abschnitt 17.5 werden wir uns mit der Beschreibung lokalisierter
Photonen beschäftigen.

17.4 Kovariante Quantisierung

Es ist keineswegs offensichtlich, dass die Ergebnisse der vorangegangenen Ab-
schnitte mit der Speziellen Relativitätstheorie kompatibel sind. Insbesondere
könnte die Tatsache, dass in der Coulomb-Eichung (17.8) die Nullkompo-
nente A0(x) ≡ 0 identisch Null ist, das Gegenteil vermuten lassen. Deshalb
werden wir jetzt eine trickreiche Methode der Quantisierung untersuchen,
die Gupta2 und Bleuler3 im Jahr 1950 unabhängig voneinander fanden. Der
Trick der Methode besteht darin, nicht unmittelbar das Eichfeld A(x) zu
quantisieren, sondern zunächst ein Feld Ã(x) . A(x) zu betrachten, das
durch folgende Lagrangedichte definiert wird:

2 Suraj N. Gupta (∗ 1924)
3 Konrad Bleuler (1912 - 1992)
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L̃≡− 1
4µ0

(
F̃στ F̃

στ + 2(dσÃσ)dτ Ãτ
)

F̃στ ≡dσÃτ − dτ Ãσ .
(17.59)

Aufgrund des zweiten Summandens, durch den sich L̃ von L = (17.2) un-
terscheidet, ist das Feld Ã(x) nicht eichinvariant. Insbesondere ist seine
Nullkomponente Ã0(x) . 0 von Null verschieden und kanonisch quantisier-
bar.

Wir werden im Folgenden die Quantisierung von Ã(x) manifest lorentzin-
variant durchführen. Dabei wird sich herausstellen, dass die transversalen
Komponenten der Feldoperatoren des quantisierten Feldes Ã(x) mit den ent-
sprechenden Komponenten der Feldoperatoren des quantisierten Eichfeldes
A(x) identisch sind. Dagegen sind die zeitartige und longitudinale Kompo-
nente der Feldoperatoren von A(x) Null, die entsprechenden Komponenten
der Operatoren des quantisierten Feldes Ã(x) sind jedoch im Allgemeinen
von Null verschieden.

Die „unphysikalischen“ Komponenten der Operatoren Ã, durch die sie
sich von den Operatoren A unterscheiden, werden anschließend nicht ge-
strichen. Denn das würde zur kanonischen Quantisierung zurückführen.
Stattdessen werden durch eine geeignete Bedingung die „unphysikalischen“
Anteile der Zustandsfunktionen |z〉 der Operatoren Ã gestrichen. Mit den
verbleibenden „physikalischen“ Anteilen der Zustandsfunktionen ergeben
die Operatoren Ã, und die aus ihnen abgeleiteten Operatoren der Erhaltungs-
größen, die gleichen Ergebnisse wie die kanonisch hergeleiteten Operatoren
des Eichfeldes A.
Um dies Programm systematisch durchzuführen, leiten wir aus der La-

grangedichte mithilfe von

∂L̃
∂(dσÃτ )

= − 1
4µ0

(
(dσÃτ − dτ Ãσ)− (dτ Ãσ − dσÃτ ) + 2gστdνÃν

)
· 2 =

= 1
µ0

(−dσÃτ + dτ Ãσ − gστdνÃν)

∂L̃
∂Ãτ

= 0
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die Feldgleichung

dσ
∂L̃

∂(dσÃτ )
− ∂L̃
∂Ãτ

=(3.37a) 0

1
µ0

(−dσdσÃτ +dτdσÃσ − dτdνÃν︸                         ︷︷                         ︸
0

)− 0 = dσdσÃτ = 0 (17.60)

ab. Nur das Feld A(x), aber nicht das Feld Ã(x), ist invariant unter der
Eichtransformation (17.6). Aber dank des zusätzlichen zweiten Summandens
in der Lagrangedichte (17.59) gilt für Ã(x) ohne eine Eichtransformation
die gleiche Feldgleichung wie für A(x) mit der Coulomb-Eichung (17.8).
Demnach kann man auch für Ã(x) den Lösungsansatz

Ã
(17.12)=

∑
k

3∑
α=0

√
µ0c2~

2ωkΩe
(α)
k

(
c

(α)
k exp{−ikx}+ c

(α)∗
k exp{+ikx}

)
(17.61)

verwenden. Allerdings hat Ã(x) im allgemeinen vier von Null verschiedene
Komponenten. Deshalb müssen jetzt die mager gedruckten Einheitsvektoren
mit vier Komponenten verwendet werden, und es muss über alle vier Raum-
Zeit-Richtungen summiert werden. Denn die Gleichungen

A0 (17.8)= 0 und ∇ ·A (17.8)= 0

gelten für Ã(x) nicht. Auch die longitudinale und die zeitartige Komponente
von Ã können von Null verschieden sein.

Die zu Ã(x) kanonisch konjugierte Impulsdichte π̃(x) hat die Komponen-
ten

π̃τ
(17.3)= ∂L̃

c∂(d0Ãτ )
(17.60)= 1

cµ0
(−d0Ãτ + dτ Ã0 − g0τdνÃν) . (17.62)

Einsetzen von (17.61) mit Ãλ
(K.10b)=

3∑
κ=0

gλκe(κ) · Ã (17.63)
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ergibt

π̃τ (y) =
∑
f

3∑
β=0

3∑
κ=0

(e(κ) · e(β)
f )

√
~

µ02ωfΩ ·

· i
(
− f0gτκ + f τg0κ − g0τfκ

)
·

·
(
− c(β)

f exp{−ify}+ c
(β)∗
f exp{+ify}

)
. (17.64)

Quantisiert wird das Feld dadurch, dass wir für

Ãµ
(K.10c)= e(µ) · Ã (17.65)

und π̃τ in Einklang mit der allgemeinen Regel (14.74a) folgende nicht-
kommutative Algebra festlegen:

[Ãµ(t,x), π̃τ (t,y)] = i~δ(3)(x− y)gµτ

[Ãµ(t,x), Ãτ (t,y)] = [π̃µ(t,x), π̃τ (t,y)] = 0
(17.66a)
(17.66b)

In Anhang A.15 wird nachgewiesen, dass aus (17.66) folgende Kommutator-
Relationen der Fourier-Operatoren folgen:

[c(α)
k , c

(β)†
f ] = −gαβ δkf

[c(α)
k , c

(β)
f ] = [c(α)†

k , c
(β)†
f ] = 0

(17.67a)
(17.67b)

In den transversalen Komponenten (α = 1 und α = 2) stimmen diese
Kommutator-Relationen mit (17.17) überein. Ungewöhnlich ist das negative
Vorzeichen des zeitartigen Kommutators

[c(0)
k , c

(0)†
f ] = −g00 δkf = −δkf .

Darauf kommen wir gleich zurück. Zuvor geben wir noch die Operatoren für
Energie und Impuls des quantisierten Feldes Ã(x) an. Der Energiedichte-
Operator ist
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H̃ (4.35)= ∂L̃
∂(d0Ã)

d0Ã− L̃ = π̃σ(x) ˙̃
Aσ(x)− L̃ . (17.68)

In Anhang A.17 wird gezeigt, dass daraus der Hamiltonoperator

H̃ ≡
∫
Ω

d3x H̃ = −
∑
k

3∑
α=0

3∑
β=0

gαβ ~ωk c
(α)†
k c

(α)
k (17.69)

folgt. Die Impulsdichte des Feldes Ã(x) ist

P̃j (4.35)= 1
c

∂L̃
∂(d0Ã)

djÃ = π̃τ (x) djÃτ (x) . (17.70)

In Anhang A.18 wird gezeigt, dass daraus der Impulsoperator

P̃ j ≡
∫
Ω

d3x P̃j = −
∑
k

3∑
α=0

3∑
β=0

gαβ~kj c
(α)†
k c

(α)
k (17.71)

folgt.
Würde man in diesen Operatoren

∑3
α=0 ersetzen durch

∑2
α=1, dann wäre

H̃ mit H = (17.33) identisch, und P̃ j wäre mit P j = (17.34) identisch. Den-
noch ist das Feld Ã(x) ohne wesentliche Änderungen nicht dazu geeignet,
das Photonenfeld zu beschreiben. Denn es war die wesentliche Voraussetzung
der Quantisierung dieses Feldes, dass seine zeitartigen und longitudinalen
Komponenten von Null verschieden sein können. Also hat dieses Feld ne-
gative Energie, wenn mehr Quanten mit zeitartiger als mit raumartiger
Polarisation angeregt sind. Das ist physikalisch unsinnig.
Ein zweites, mehr formales Problem resultiert aus dem negativen Vor-

zeichen des zeitartigen Kommutators (17.67). Den Vakuumzustand des
quantisierten Feldes bezeichnen wir als |0〉. Der Vakuumzustand ist charak-
terisiert durch

c
(α)
k |0〉 = 0 .

Durch Anwendung des Erzeugungsoperators
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c
(α)†
k |0〉 = |1(α)k〉 (17.72)

auf den Vakuumzustand entsteht ein Zustand, in dem ein Quant mit Polari-
sation α und Wellenzahl k angeregt ist. Dieser Zustand hat die Norm

〈1(β)f |1(α)k〉 = 〈0|c(β)
f c

(α)†
k |0〉 − 〈0|c(α)†

k c
(β)
f |0〉︸    ︷︷    ︸

0

=

= 〈0| [c(β)
f , c

(α)†
k ] |0〉 (17.67)= −gβαδfk 〈0|0〉︸  ︷︷  ︸

1

. (17.73)

Wenn das Quant zeitartig polarisiert ist, dann ist die Norm negativ. Eine
vernünftige Interpretation von Quantenfeldern, deren Zustandsfunktionen
teils positive und teils negative Norm haben, ist ziemlich schwierig.
Ursache aller Probleme ist der Zusatzterm

2(dσÃσ)dτ Ãτ ,

durch den sich die Lagrangedichte (17.59) des Feldes Ã von der Lagrange-
dichte (17.2) des Eichfeldes A unterscheidet. Man kann die Probleme nicht
dadurch lösen, dass man dem Feld Ã die Zusatzbedingung dσÃσ(x) ≡ 0
aufzwingt. Denn dann wäre Ã(x) ≡ A(x), und die gerade eben durchgeführte
Quantisierung (17.66) wäre hinfällig. Es war die Idee von Gupta und Bleuler,
nicht den Operatoren sondern den Zustandsfunktionen eine einschränkende
Zusatzbedingung aufzuerlegen. Die Zusatzbedingung lautet:

Eine Zustandsfunktion |z〉 ist genau dann
zulässig, wenn sie die die Bedingung

〈z| dσÃσ |z〉 = 0

erfüllt. Unzulässige Zustandsfunktionen
sind aus der Theorie zu streichen.

(17.74)

Es ist wichtig festzustellen, dass dies eine kovariant formulierte Bedingung
ist. Sie ändert sich nicht bei einer beliebigen Drehung des Koordinatensys-
tems der vierdimensionalen Raum-Zeit. Es ist und bleibt die entscheidende
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Leitlinie dieses Quantisierungsverfahrens, jederzeit strikt an der manifes-
ten Lorentzinvarianz festzuhalten. Um die Bedeutung und die Folgen der
Bedingung (17.74) zu untersuchen, betrachten wir

dσÃσ(x) (17.11)=
∑
k

3∑
v=0

1√
NΩ
·

·
(
− ikε(v)

k c
(v)
k exp{−ikx}+ ikε

(v)∗
k c

(v)†
k exp{+ikx}

)
.

Der zweite Summand ist der adjungierte des ersten. Die Bedingung (17.74)
ist deshalb erfüllt, sobald sie für den zweiten Summanden erfüllt ist:

∑
k

3∑
v=0

kε
(v)∗
k 〈z| c(v)†

k |z〉 exp{+ikx} = 0

=⇒
3∑
v=0

ke
(v)
k 〈z| c

(v)†
k |z〉 = 0 .

Hier wurden alle überflüssigen Faktoren gestrichen. k hat im Laborsystem
die Koordinaten k = (k0, k1, k2, k3). Die Bedingung wird transparenter wenn
man dies Koordinatensystem so dreht, dass es mit dem von den Einheitsvek-
toren e(v)

k aufgespannten System, das am Wellenvektor k orientiert ist, zur
Deckung kommt. Dann hat k wegen k2 = (k0)2 − k2 = 0 die Komponenten
k = (|k|, 0, 0, |k|), und die Bedingung (17.74) reduziert sich mit (K.10a) auf

3∑
v=0

gvuk
u〈z| c(v)†

k |z〉 = 0 =⇒ 〈z| c(0)†
k − c(3)†

k |z〉 = 0 . (17.75)

Ein Zustand des Feldes, in dem eine beliebige Anzahl von Photonen mit
Wellenzahl k angeregt ist, genügt deshalb genau dann dem Kriterium (17.74),
wenn er die Form

|z〉 =
(
n1c

(1)†
k + n2c

(2)†
k + n03(c(0)†

k − c(3)†
k )

)
|0〉 (17.76)

mit beliebigen Zahlen n1, n2, n03 ∈ N
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hat. |z〉 ist eine Eigenfunktion des Hamiltonoperators. Das Feld hat in
diesem Zustand die Energie

H̃ |z〉 =(17.69) −
∑
f

3∑
α=0

3∑
β=0

gαβ ~ωfc
(α)†
f c

(α)
f ·

·
(
n1c

(1)†
k + n2c

(2)†
k + n03(c(0)†

k − c(3)†
k )

)
|0〉 =

= ~ωk(−n03 + n1 + n2 + n03) = ~ωk(n1 + n2) . (17.77)

Die unphysikalischen Beiträge zur Energie (und zu anderen Messgrößen), die
auf zeitartig und longitudinal polarisierte Photonen zurückgehen, kompen-
sieren sich, wenn der Zustand des Feldes dem Kriterium (17.74) entspricht.
Auch das Problem von Zustandsfunktionen mit negativer Norm wird gelöst.
Dazu berechnen wir das Skalarprodukt zweier zulässiger Zustandsfunktio-
nen:

〈z′|z〉 = 〈0|
(
n′1c

(1)
k′

+ n′2c
(2)
k′

+ n′03(c(0)
k′
− c(3)†

k′
)
)
·

·
(
n1c

(1)†
k + n2c

(2)†
k + n03(c(0)†

k − c(3)†
k )

)
|0〉 =

= n′1n1〈0| [c(1)
k′
, c

(1)†
k ] |0〉+ n′2n2〈0| [c(2)

k′
, c

(2)†
k ] |0〉+

+ n′03n03( 〈0| [c(0)
k′
, c

(0)†
k ] |0〉+ 〈0| [c(3)

k′
, c

(3)†
k ] |0〉) =

= n′1n1δk′k + n′2n2δk′k + n′03n03(−δk′k + δk′k) (17.78)

Hier wurden nach dem Muster von (17.73) die Kommutatoren eingefügt. Alle
Kommutatoren, die Null sind, wurden sofort gestrichen. Der „unphysikali-
sche“ Anteil n03(c(0)†

k −c
(3)†
k ) |0〉 zulässiger Zustandsfunktionen ist orthogonal

zu sämtlichen zulässigen Zustandsfunktionen, und auch orthogonal zu sich
selbst. Die Zustandsfunktionen(

n1c
(1)†
k + n2c

(2)†
k

)
|0〉 und

(
n1c

(1)†
k + n2c

(2)†
k + n03(c(0)†

k − c(3)†
k )

)
|0〉

lassen sich auf keine Weise physikalisch voneinander unterscheiden, weil
sie identische Messgrößen und identische Skalarprodukte liefern. Man kann
deshalb die Zustandsfunktionen mit gleichem Transversalteil und unter-
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schiedlichen dazu orthogonalen Anteilen als Äquivalenzklasse betrachten,
und einen beliebigen von ihnen (zum Beispiel den mit n03 = 0) zum Reprä-
sentanten dieser Klasse ernennen.

Weil mit der Bedingung (17.74) Ã(x) und A(x) nicht mehr unterschieden
werden können ist es üblich, auf die unterschiedliche Schreibweise der Felder
zu verzichten. Auch wir werden künftig das Feld Ã(x) als A(x) bezeichnen.
Dass das Feld gemäß (17.66) kovariant quantisiert wurde erkennt man
dann nur noch daran, dass in den Formeln die Polarisationsindizes 0 und 3
auftauchen.

17.5 Der Photonen-Propagator

In Abschnitt 17.3 wurden delokalisierte Photonen beschrieben, die an jeder
Stelle des Normierungsvolumens Ω mit gleicher Wahrscheinlichkeit nach-
weisbar sind. Die Behandlung lokalisierter Photonen haben wir auf diesen
Abschnitt verschoben, weil wir sie mithilfe des kovariant quantisierten Feldes
(siehe letzter Abschnitt) durchführen wollen.

Lokalisierte Photonen kann man erzeugen, indem man den Feldoperator
mit den Komponenten

Aν(x) (17.11)=
∑
k

3∑
α=0

√
µ0c2~2

2~ωkΩ ·

·
(
ε
(α)ν
k c

(α)
k exp{−ikx}+ ε

(α)ν∗
k c

(α)†
k exp{+ikx}

)
(17.79)

komponentenweise auf das Vakuum anwendet. Wegen c
(v)
k |0〉 = 0 erhält

man

|1x〉ν ≡ Aν(x) |0〉 =
∑
k

3∑
α=0

√
µ0c2~2

2~ωkΩ ε
(α)ν∗
k c

(α)†
k |0〉︸     ︷︷     ︸
|1kα〉

exp{+ikx} . (17.80)

Die Polarisationsvektoren, die in (17.9) definiert wurden, enthalten einen
komplexen Phasenfaktor. Deshalb haben die Photonen eine beliebige, aber
wohldefinierte Polarisation, auch wenn diese in der einfachen Schreibweise
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|1x〉 nicht dokumentiert ist. |1x〉 ist ein Vektor mit vier Raum-Zeit-Kom-
ponenten, da alle Komponenten des Operators A(x) von Null verschieden
sein können. Man kann |1x〉ν als Komponente eines Zeilenvektors interpre-
tieren, dessen Normquadrat eine Matrix ist, oder als Komponente eines
Spaltenvektors, dessen Normquadrat ein Skalar ist. Konsequenterweise –
vergleiche Definition (16.22) beim Diracfeld – entscheidet man sich für die
erste Möglichkeit durch die folgende

Definition: Jeder |ket〉 eines Vektorfeldes ist als Zeilenvektor zu
betrachten. Jeder 〈bra| eines Vektorfeldes ist als Spaltenvektor
zu betrachten.

(17.81)

|1x〉ν ist die ν-Komponente der Zustandsfunktion eines Photons, das
zur Zeit x0/c bei x (nicht punktgenau) lokalisiert ist. Wir berechnen das
Matrixelement

〈1y|1x〉µν = 〈0|Aµ(y)Aν(x) |0〉 =

=
∑
f ,k

3∑
α,β=0

µ0c
2~2

Ω2~√ωfωk
ε
(β)
f µ ε

(α)∗
k ν 〈1fβ|1kα〉︸         ︷︷         ︸

(17.73)
= −gαβ δkf

exp{−i(fy − kx)} =

= −
∑
k

µ0c
2~2

2~ωk Ω

3∑
α,β=0

gαβ ε
(β)
k µε

(α)∗
k ν exp{−ik(y − x)} .

Jetzt gehen wir durch µ, ν → σ, τ in ein Koordinatensystem, das genau wie
das Koordinatensystem α, β am Feld A orientiert ist. In diesem System ist

ε
(β)
k σε

(α)∗
k τ =(17.9) gστ gβσ gατ (17.82a)

3∑
α,β=0

gαβ ε
(β)
k σε

(α)∗
k τ = gστ . (17.82b)

Nun wird durch σ, τ → µ, ν das Koordinatensystem wieder zurückgedreht,
und wir erhalten
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〈1y|1x〉µν = −gµν µ0c
2~2

∑
k

exp{−ik(y − x)}
2~ωk Ω . (17.83)

Nur die Diagonalelemente der Matrix 〈1y|1x〉 sind von Null verschieden.
Auch im Fall x0 = y0 enthält (17.83) nicht die Deltafunktion

δ(3)(y − x) (7.9)=
∑
k

exp{+ik(y − x)}
Ω .

Der zusätzliche Faktor ωk im Nenner verhindert die punktgenaue Lokali-
sierung eines Photons (was ohnehin physikalisch unrealistisch wäre), und
er bewirkt zugleich auch – wie am Ende von Kapitel 7 diskutiert – die
Lorentzinvarianz des Matrixelements (17.83).
Das Photon ist nur im Raum, aber nicht in der Zeit lokalisiert. Denn es

wird ja nur über k summiert, aber nicht über k0 integriert. Die Zeit t ist
hier ein laufender Parameter. Die Zustandsfunktion |1tx〉 des lokalisierten
Photons ist eine Eigenfunktion des zeitabhängigen Ortsoperators x(t):

x(t)|1ty〉 = y|1ty〉 (17.84)

Das Photon |1ty〉 hat einen wohlbestimmten Ort und eine wohlbestimmte
Polarisation; seine Energie und sein Impuls sind unbestimmt.
Im Fall y0 > x0 werden die Matrizen der lokalisierten Photonen mit den

Elementen

〈1y|1x〉µν = 〈0|Aµ(y)Aν(x) |0〉 = (17.83)

interpretiert als Wahrscheinlichkeitsamplitude dafür, dass zur Zeit x0/c am
Ort x ein Photon erzeugt wird, sich zum Ort y bewegt, und dort zur Zeit
y0/c vernichtet wird. Aus dem Vergleich des klassischen Propagators (12.34)
mit (17.83) erkennt man, dass der quantisierte Propagator offenbar

Dµν(y − x) = 〈0|T Aµ(y)Aν(x) |0〉 =
∑
k

−gµν µ0c
2~2

2~ωk Ω ·

·
(
θ(y0 − x0) exp{−ik(y − x)}+ θ(x0 − y0) exp{−ik(x− y)}

)
(17.85)
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ist. T ist der in (15.44) definierte Zeitordnungsoperator. Durch Vergleich
mit (12.33) findet man den Propagator im Wellenzahl-Raum:

D̃µν(k) = −igµν µ0~c

k2 + iε′
(17.86)

Anmerkung: Die Zusatzbedingung (17.74) bewirkt dass sich keine beobacht-
bare Größe ändert, wenn man den Propagator durch

D̃L
µν(k) = −i µ0~c

k2 + iε′

(
gµν − L

kµkν
k2

)
mit konstantem L ∈ R definiert. Geschickte Wahl von L kann manche
Berechnungen vereinfachen, weshalb man Definitionen des Propagators mit
L , 0 in der Literatur häufig begegnet. Wir werden in diesem Buch aber
ausschließlich (17.86) verwenden.
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18 Pfadintegrale

In Abschnitt 14.1.1 haben wir den Übergang von der Klassischen Mechanik
der Punktteilchen zur Quantenmechanik dadurch bewirkt, dass die Poisson-
Klammern ersetzt wurden durch die mit i/~ multiplizierten Kommutatoren:

{A,B}
PK
≡
(∂A
∂p

∂B

∂q
− ∂B

∂p

∂A

∂q

)
−→

(14.6)−−−−−→ i

~
[A ,B] ≡ i

~
(AB −BA) (18.1)

In den folgenden Kapiteln haben wir dies Verfahren der „kanonischen
Quantisierung“ dann auf verschiedene klassische Felder verallgemeinert.

Dirac [43] wies darauf hin dass es vorteilhaft sein könnte, die Quantenthe-
orie auf die Lagrangefunktion aufzubauen, statt auf die Hamiltonfunktion,
die im Zentrum des kanonischen Formalismus steht. Die Lagrangefunkti-
on erschien ihm aus mehreren Gründen fundamentaler zu sein schien als
die Hamiltonfunktion. Vor allem kann man die Lagrangefunktion relativis-
tisch invariant formulieren, während die Hamiltonfunktion als kanonisch
konjugierte Größe der Zeit von vornherein nicht relativistisch invariant ist.
Dirac schlug vor, die quantenmechanische Wahrscheinlichkeitsamplitude
〈tN ,xN |t0,x0〉 dafür, ein Teilchen zur Zeit tN an der Stelle xN beobach-
ten zu können, wenn es zur Zeit t0 an der Stelle x0 beobachtet wurde,
folgendermaßen zu berechnen:

〈tN ,xN |t0,x0〉 = exp
{ i
~
S
}

= exp
{ i
~

tN∫
t0

dt L(t)
}

(18.2)

In diesem Ansatz ist S die Wirkung und L die Lagrangefunktion des klassi-
schen Teilchens. Anders als bei der kanonischen Quantisierung wird also
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keine nicht-kommutative Algebra eingeführt. Das Matrixelement wird mit-
hilfe der klassischen, kommutativen Funktionen S bzw. L berechnet. Trotz
der kommutativen Algebra handelt es sich bei Diracs Vorschlag (18.2) nicht
um klassische Physik, sondern um waschechte Quantentheorie. Denn was
hier berechnet wird ist keine klassische Wahrscheinlichkeit, sondern eine
Wahrscheinlichkeitsamplitude. Dergleichen gibt es nur in der Quantentheorie,
darauf gehen wir im folgenden Abschnitt genauer ein.
Feynman [44] griff Dirac’s Idee auf, und arbeitete sie aus zur Methode

der Pfadintegrale. Im folgenden Abschnitt werden wir das Konzept der
Pfadintegrale am Beispiel von nichtrelativistischen Punktteilchen herleiten,
und dabei auch Dirac’s Vorschlag (18.2) begründen. In den anschließenden
Abschnitten werden wir dann die Pfadintegrale von relativistisch invarianten
Skalaren Feldern diskutieren.

18.1 Punktteilchen

Die Wahrscheinlichkeitsamplitude, die in Diracs Quantisierungsvorschlag
(18.2) steht, haben wir bereits in Abschnitt 14.1.3 als Matrixelement des
Zeitentwicklungsoperators U(tN , t0) beschrieben:

U(tN ,xN , t0,x0) (14.37)= 〈tN ,xN |t0,x0〉 = 〈xN |U(tN , t0) |x0〉 (18.3)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte

W (tN ,xN , t0,x0) ≡
∣∣∣U(tN ,xN , t0,x0)

∣∣∣2 (18.4)

ist das Betragsquadrat der Wahrscheinlichkeitsamplitude. Und die Wahr-
scheinlichkeit dafür, das Teilchen zur Zeit tN im Volumen V zu finden, wenn
es zur Zeit t0 an der Stelle x0 beobachtet wurde, ist∫

V

d3xN W (tN ,xN , t0,x0) . (18.5)

Die Wahrscheinlichkeit ist dimensionslos, die Wahrscheinlichkeitsdichte
hat die Dimension Volumen−1, die Wahrscheinlichkeitsamplitude hat die
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Dimension Volumen−1/2.
Wir betrachten einen Zeitpunkt tj , der zwischen t0 und tN liegt. Die

Wahrscheinlichkeitsamplitude dafür, dass das Teilchen zur Zeit tj am Ort
xj beobachtet werden kann, wenn es zur Zeit t0 an der Stelle x0 beobachtet
wurde, ist U(tj ,xj , t0,x0). Die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafür, dass
das Teilchen zur Zeit tN am Ort xN beobachtet werden kann, wenn es zur
Zeit tj an der Stelle xj beobachtet wurde, ist U(tN ,xN , tj ,xj). Wenn man
darauf verzichtet, den Ort des Teilchens zur Zeit tj zu beobachten, dann
ist die Wahrscheinlichkeitsdichte dafür, dass es zur Zeit tN am Ort xN
auftaucht, laut Klassischer Physik:

W klassisch(tN ,xN , t0,x0) =

=
∫

d3xjW (tN ,xN , tj ,xj) ·W (tj ,xj , t0,x0) =

=
∫

d3xj
∣∣∣U(tN ,xN , tj ,xj)

∣∣∣2 · ∣∣∣U(tj ,xj , t0,x0)
∣∣∣2 (18.6a)

Integriert wird hier über sämtliche Orte xj , an denen man das Teilchen
möglicherweise finden könnte, wenn man zur Zeit tj seinen Ort detektieren
würde (was man aber nicht tut). Die Quantenmechanik postuliert für diesen
Fall dagegen die Wahrscheinlichkeitsdichte

W (tN ,xN , t0,x0) =

=
∣∣∣ ∫ d3xj U(tN ,xN , tj ,xj) · U(tj ,xj , t0,x0)

∣∣∣2 (18.6b)

,

∫
d3xj

∣∣∣U(tN ,xN , tj ,xj)
∣∣∣2 · ∣∣∣U(tj ,xj , t0,x0)

∣∣∣2
In der quantenmechanischen Wahrscheinlichkeitsdichte (18.6b) gibt es Inter-
ferenzen zwischen den Wegen des Teilchens über die verschiedenen möglichen
Zwischenpunkte xj . In der klassischen Wahrscheinlichkeitsdichte (18.6a)
gibt es keine Interferenzen, denn der Integrand ist für sämtliche xj po-
sitiv. (18.6b) stimmt mit der Beobachtung überein. (18.6a) ist nur dann
in guter Näherung korrekt, wenn das Planck’sche Wirkungsquantum ver-
nachlässigbar klein gegen die Wirkung S des Teilchens ist (~/S � 1). Die
Interferenz der Wahrscheinlichkeitsamplituden betrachtete Feynman als
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das zentrale Charakteristikum der Quantentheorie. Die Klassische Physik
kennt den Begriff der Wahrscheinlichkeit (bzw. Wahrscheinlichkeitsdichte),
aber die Vorstellung von interferenzfähigen Wahrscheinlichkeitsamplituden
ist ihr vollkommen fremd. Deshalb fand es Feynman sehr befriedigend,
dass Diracs Quantisierungsvorschlag (18.2) ohne irgendeinen Umweg diesen
Zentralbegriff der Quantentheorie ansteuert.

18.1.1 Der allgemeinste Fall

Im Folgenden wollen wir Diracs Quantisierungsvorschlag (18.2) begründen
und zugleich präzisieren. Wir betrachten ein Punktteilchen, das zur Zeit t0
an der Stelle x0 beobachtet wurde. Die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafür,
dass es zur Zeit tN an der Stelle xN beobachtet werden kann, ist

U(tN ,xN , t0,x0) (14.37)= 〈tN ,xN |t0,x0〉 = 〈xN |U(tN , t0) |x0〉 =

= 〈xN | exp{− i
~

(tN − t0)H} |x0〉 . (18.7)

Hier haben wir den einfachen Zeitentwicklungsoperator

U(t, t0) = e−
i
~
(t−t0)H (18.8)

angenommen, der nur zutrifft wenn der Hamiltonoperator nicht explizit
zeitabhängig ist. Bei dieser Annahme werden wir im gesamten Kapitel
bleiben. Außerdem nehmen wir an, dass der Hamiltonoperator H

(
x,p

)
des Punktteilchens eine beliebige, nicht weiter spezifizierte Funktion des
Ortsoperators x und des Impulsoperators ~k ≡ p ist. Wir bemerken, dass
im Fall von Punktteilchen die konjugierten Impulse und die physikalischen
Impulse identisch sind.
Die Zustandsfunktionen |t,x〉 des Teilchens sind Eigenfunktionen des

zeitabhängigen Ortsoperators, die Zustandsfunktionen |x〉 sind Eigenfunk-
tionen des zeitunabhängigen Ortsoperators, siehe (14.35). Außerdem werden
wir zeitunabhängige Zustandsfunktionen |k〉 des Teilchens verwenden, die
Eigenfunktionen des zeitunabhängigen Impulsoperators ~k sind.
Wir teilen die Zeit zwischen t0 und tN in N Teile
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τ ≡ tN − t0
N

. (18.9)

Es erspart uns viel Schreibarbeit, wenn wir für alle N Teile gleich lang
wählen, wichtig ist das aber an keiner Stelle der folgenden Berechnungen.
Den Zeitentwicklungsoperator schreiben wir in der Form

exp{− i
~

(tN − t0)H} = exp{− i
~
Hτ} . . . exp{− i

~
Hτ}︸                                       ︷︷                                       ︸

N×

, (18.10)

und schieben zwischen die N Faktoren N − 1 mal den Projektor

1 =
∫
Ω

d3xj |xj〉〈xj | (18.11)

ein, wobei j von 1 zwischen den Faktoren ganz rechts in Einserschritten bis
N − 1 zwischen den Faktoren ganz links hochläuft:

U(tN ,xN , t0,x0) = (18.12)

=
∫
Ω

d3xN−1 . . .

∫
Ω

d3xj . . .

∫
Ω

d3x1

N−1∏
j=0
〈xj+1| exp{− i

~
Hτ}|xj〉

Man beachte, dass es N Matrixelemente, aber nur N − 1 Integrale gibt.
xN und x0 kommen zwar in den Matrixelementen vor, über sie wird aber
nicht integriert. Der Hamiltonoperator im Exponenten ist als abkürzende
Schreibweise für die Reihe

exp{− i
~
Hτ} ≡

∞∑
n=0

1
n!
(
− i

~
Hτ

)n
= 1− i

~
Hτ ± . . . (18.13)

zu verstehen. Wir berechnen zunächst das lineare Matrixelement

〈xj+1|H|xj〉 . (18.14)

Der Hamiltonoperator H ist im allgemeinsten Fall ein Polynom der Opera-
toren x und k, das wir in trickreicher Weise umordnen. Wir zeigen die Art
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der Umordnung an zwei Beispielen:

xk −→ 1
2(xk + xk − kx︸        ︷︷        ︸

Kommutator

+kx) = 1
2(xk + kx) + f(K) (18.15a)

x2k −→ 1
4(x2k + 2xkx+ kx2) + g(K) (18.15b)

f(K) und g(K) sind Funktionen des Kommutators der Operatoren x und
k. Das Produkt kx würde in gleicher Weise wie (18.15a) angeordnet, die
Produkte xkx und kx2 würden in gleicher Weise wie (18.15b) angeordnet.
Grundsätzlich wird das Polynom von Orts- und Impulsoperatoren, aus
denen H besteht, so umgeordnet, dass die einzelnen Summanden in der
Mitte verschiedene Potenzen des Impulsoperators, und links und rechts
davon symmetrische Polynome des Ortsoperators mit den Koeffizienten
einer Binomialentwicklung enthalten, plus zusätzliche Summanden, die aus
Funktionen ihres Kommutators bestehen. Um diese etwas komplexe Regel
zu illustrieren, betrachten wir ein Beispiel:

〈xj+1|x2k|xj〉 = 〈xj+1|14(x2k + 2xkx+ kx2)|xj〉+ g(K)〈xj+1|xj〉 =
= 1

4(x2
j+1 + 2xj+1xj + x2

j )〈xj+1|k|xj〉+ g(K)δ(3)(xj+1 − xj) (18.16)

Das Matrixelement des Impulsoperators ist

〈xj+1|k|xj〉 =
∑
kj

〈xj+1|k|kj〉〈kj |xj〉 =
∑
kj

kj〈xj+1|kj〉〈kj |xj〉 .

Summiert wird hier über sämtliche Wellenzahlen kj , die mit der Normierung
auf das endliche Volumen Ω (siehe Abschnitt 7) verträglich sind. Mit

|xj〉
(15.36a)=

∑
k

exp{−ikxj}√
Ω

|k〉 =⇒

=⇒ 〈kj |xj〉 =
∑
k

exp{−ikxj}√
Ω

〈kj |k〉︸    ︷︷    ︸
δkjk

= exp{−ikjxj}√
Ω

(18.17)

und mit der Deltafunktion
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δ(3)(xj+1 − xj)
(7.9)= 1

Ω
∑
kj

exp{+ikj(xj+1 − xj)} (18.18)

erhält man

〈xj+1|x2k|xj〉
(18.16)= (18.19)

= 1
Ω
∑
kj

((xj+1 + xj
2

)2
kj + g(K)

)
exp{+ikj(xj+1 − xj)} .

Entsprechend findet man für beliebige Hamiltonoperatoren als lineares
Matrixelement

〈xj+1|H(x,k)|xj〉
(18.16)=

= 1
Ω
∑
kj

E
(xj+1 + xj

2 ,kj
)

exp{+ikj(xj+1 − xj)} , (18.20)

und als Matrixelement des exponenzierten Hamiltonoperators

〈xj+1| exp{− i
~
H(x,k) τ}|xj〉 =

= 1
Ω
∑
kj

exp
{
− i

~
E
(xj+1 + xj

2 ,kj
)
τ
}

exp{+ikj(xj+1 − xj)}

= 1
Ω
∑
kj

exp
{
τ
i

~

(
~kj

xj+1 − xj
τ

− E
(xj+1 + xj

2 ,kj
))}

. (18.21)

Die Funktion E hat genau die gleiche Polynom-Struktur wie der Hamilton-
operator. Wo in H eine Potenz des Ortsoperators x auftaucht, steht in E
die gleiche Potenz der Zahl (xj+1 +xj)/2. Wo in H eine Potenz des Wellen-
zahloperators k auftaucht, steht in E die gleiche Potenz des Eigenwerts kj .
Zusätzlich kann E noch einen konstanten Summanden g(K) enthalten, der
auf die Kommutatoren zurückzuführen ist, die bei der Umordnung (18.15)
auftreten.
Dies Matrixelement wird in das Produkt (18.12) eingesetzt:
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U(tN ,xN , t0,x0) (18.12)=

=
∫
Ω

d3xN−1
1
Ω
∑
kN−1

. . .

∫
Ω

d3x1
1
Ω
∑
k1

1
Ω
∑
k0

N−1∏
j=0

exp
{
τ
i

~

(
~kj

xj+1 − xj
τ

− E
(xj+1 + xj

2 ,kj
))}

=
∫
Ω

d3xN−1
1
Ω
∑
kN−1

. . .

∫
Ω

d3x1
1
Ω
∑
k1

1
Ω
∑
k0

exp
{ i
~

N−1∑
j=0

τ

(
~kj

xj+1 − xj
τ

− E
(xj+1 + xj

2 ,kj
))

︸                                                            ︷︷                                                            ︸
tN∫
t0

dt

(
p(tj)ẋ(tj)−E

(
x(tj+1)+x(tj)

2 ,k(tj)
))

}
(18.22)

Weil diese Gleichung nur Zahlen, aber keine Operatoren enthält, durfte
das Produkt der Exponentialfunktionen in die Exponentialfunktion einer
Summe umgewandelt werden.
Bei sehr großem N , und dementsprechend laut (18.9) sehr kleinem τ ,

wird aus der Summe im Exponenten in guter Näherung das Integral über
die Lagrangefunktion

L
(3.20)= pẋ− E (18.23)

des Teilchens. Dies Integral, das als Wirkung S des Teilchens bezeichnet
wird, kennen wir bereits aus Kapitel 3:

S
(3.2)=

tN∫
t0

dt L
(
x(t), ẋ(t), t

)
(18.24)

Dort war es unser Ausgangspunkt bei der Herleitung der Bewegungsgleichung
klassischer Punktteilchen mithilfe des Hamilton’schen Prinzips der kleinsten
Wirkung.

Das Produkt der N−1 Integrale, die in (18.22) zu den Zeiten t1, . . . , tN−1
über das gesamte Normierungsvolumen Ω durchgeführt werden, wird in
seiner Gesamtheit Pfadintegral genannt. Für das Produkt der N Summen,
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die zu den Zeiten t0, . . . , tN−1 über sämtliche möglichen Wellenzahlen
berechnet werden, ist kein besonderer Name üblich, wohl aber – genau wie
für das Pfadintegral – eine besondere Schreibweise:

U(tN ,xN , t0,x0) (18.22)=

=
∫
Ω

d3xN−1
1
Ω
∑
kN−1

. . .

∫
Ω

d3x1
1
Ω
∑
k1

1
Ω
∑
k0

exp
{ i
~

N−1∑
j=0

τ

(
~kj

xj+1 − xj
τ

− E
(xj+1 + xj

2 ,kj
))

︸                                                            ︷︷                                                            ︸
tN∫
t0

dt L(t)

}
(18.25a)

≡
∫

[x0→xN ]

Dx(t)
∫ Dk(t)

(2π)3N exp
{ i
~
S[x(t)]

}
(18.25b)

Das Argument der Wirkung wird in eckige Klammern gesetzt um darauf
hinzuweisen, dass mit [x(t)] nicht ein Punkt im Raum, sondern der komplette
Weg des Teilchens von x0 über dieN−1 Zwischenpunkte xj nach xN gemeint
ist. Man sieht ja in (18.24) deutlich, dass die Wirkung nicht von einem
Punkt, sondern vom gesamten Weg abhängt. Außerdem wurde in (18.25b)
zwecks einheitlicher Schreibweise durch∫ Dk(t)

(2π)3N ≡
N−1∏
j=0

∫ dkj
(2π)3 ≈

N−1∏
j=0

1
Ω
∑
kj

(18.26)

zur Normierung auf unendliches Volumen übergegangen.
Abbildung 18.1 ist der unbeholfene Versuch, das Pfadintegral in einer

Grafik zu veranschaulichen. Im Interesse der Übersichtlichkeit wurde hier
N = 3 angenommen, während N in der Praxis eine „sehr große“ Zahl sein
wird. Zur Zeit t0 befindet sich das Teilchen am Ort x0, zur Zeit t3 befindet
es sich am Ort x3. In den Zeitpunkten t1 und t2 befindet es sich irgendwo
im Normierungsvolumen, denn in (18.25a) wird ja mit

∫
Ω d3x(t1) und mit∫

Ω d3x(t2) über das gesamte Normierungsvolumen Ω integriert. Statt des
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Abb. 18.1 : Einige Pfade von x0 nach x3

Kontinuums der mehr als abzählbar unendlich vielen Orte, an denen sich
das Teilchen zu den Zeiten t1 und t2 befinden kann, wurden in der linken
Skizze einfachheitshalber nur je 5 mögliche Orte eingezeichnet. Jede Linie,
die von x0 über beliebige Zwischenpunkte x1 und x2 nach x3 führt, wird als
„Pfad“ bezeichnet. In der linken Skizze sind 25 verschiedene Pfade zwischen
x0 und x3 eingezeichnet, in der rechten Skizze sind deutlichkeitshalber
drei von ihnen durch Farben besonders hervorgehoben gezeichnet. Das
Pfadintegral ist ein Integral nicht nur über die eingezeichneten 25 Pfade,
sondern über das gesamte Kontinuum sämtlicher Pfade, auf denen das
Teilchen von x0 nach x3 gelangen kann.

Das Pfadintegral darf nicht mit einem Wegintegral verwechselt werden,
deshalb wird sein Differential nicht mit d sondern mit D gekennzeichnet:

∫
[x0→xN ]

Dx(t) ,
xN∫
x0

dx (18.27)

Beim Pfadintegral wird nicht über ein Kontinuum von Punkten integriert,
die in ihrer Gesamtheit einen Weg von x0 nach xN bilden, sondern über ein
Kontinuum kompletter Pfade, von denen jeder einzelne – wie beispielsweise
die drei farbig gekennzeichneten Pfade in der rechten Abbildung 18.1 –
vom Punkt x0 zum Punkt xN führt. Das wird durch [x0 → xN ] unter
dem Integralzeichen spezifiziert. Man kann sich zwar anschaulich eine vage
Vorstellung davon machen, was mit einer Integration über Pfade gemeint
wird. Es gibt aber keine mathematisch solide Definition des Integrations-
maßes Dx(t) und keine mathematisch ausgearbeitete Theorie, wie damit



18.1 Punktteilchen 369
umzugehen wäre.
Das gilt genauso für das Produkt∫ Dk(t)

(2π)3N ≡
1
Ω
∑
kN−1

. . .
1
Ω
∑
k0

.

der Summen über k. Jede einzelne Summe läuft über sämtliche (abzählbar
unendlich vielen) Wellenzahlen, die mit der Normierung auf das endliche
Volumen Ω verträglich sind. Aber niemand kann ein Kontinuum von Summen
berechnen, d.h. der durch

∫
Dk angedeutete Grenzübergang N → ∞ ist

mathematisch nicht definiert und undurchführbar.
(18.25b) ist nichts weiter als eine symbolische Schreibweise für (18.25a).

Wann immer man ein konkretes Pfadintegral tatsächlich berechnen möchte,
greift man auf (18.25a) zurück. Weil es keine analytische Methode gibt, um
eine kontinuierliche Menge von Integralen oder Summen zu berechnen, wird
die Anzahl N der Stützstellen zwar möglichst groß, aber endlich gewählt.

Wenn man (18.25) mit Dirac’s einfachem Ansatz (18.2) vergleicht erkennt
man, dass Feynman’s wesentliche Erweiterung darin bestand, nicht nur
einen einzigen Pfad zwischen den Punkten zu betrachten, an denen sich
das Teilchen zur Zeit t0 und tN befindet, sondern über sämtliche Pfade zu
summieren, die das Teilchen möglicherweise nehmen kann.
Wenn zuweilen gesagt wird, dass „die Extreme sich berühren“, dann ist

das Pfadintegral dafür ein schönes Beispiel. Heisenberg wurde bei der Ent-
deckung der Quantenmechanik unter anderem von dem Gedanken geleitet,
dass die klassische Vorstellung der „Bahn“ für ein quantenmechanisches
Teilchen sinnlos ist, und aus dem Formalismus vollständig entfernt werden
muss. Feynman ordnet dem Teilchen dagegen unendlich viele – mit dem
Faktor exp{iS[x(t)]/~} gewichtete – Bahnen zu, und gelangt damit zum
gleichen Ergebnis! Klarerweise sind unendlich viele Bahnen mit der klassi-
schen Vorstellung einer Bahn genauso unvereinbar wie Heisenberg’s Bahn-
freier Formalismus.
Warnung: Es ist in der Literatur üblich, die Begriffe Pfad und Weg

unterschiedslos zu benutzen, also von Pfadintegralen über einen Pfad oder
einen Weg, und von Wegintegralen über einen Weg oder einen Pfad zu
sprechen. Auch wir werden diese laxe Sprechweise verwenden. Es bleibt der
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Aufmerksamkeit des Lesers überlassen im Einzelfall zu erkennen, ob ein
Pfadintegral oder ein Wegintegral gemeint ist.

18.1.2 Berechnung der Summen über k

Bisher haben wir zugelassen, dass der Hamiltonoperator H(x,k) ein belie-
biges Polynom des Ortsoperators x und des Impulsoperators ~k sein kann.
Im Spezialfall

H(x,k) ≡ ~
2k2

2m + V (x) (18.28)

erhält man folgende Wahrscheinlichkeitsdichte:

U(tN ,xN , t0,x0) (18.22)=
∫
Ω

d3xN−1
1
Ω
∑
kN−1

. . .

∫
Ω

d3x1
1
Ω
∑
k1

1
Ω
∑
k0

·

exp
{ i
~

N−1∑
j=0

τ

(
~kj

xj+1 − xj
τ

− ~
2

2mk
2
j

)}
exp

{
− i

~

N−1∑
j=0

τV
(xj+1 + xj

2
)}

(18.29)

Die runde Klammer in der zweiten Exponentialfunktion ist das Argument
von V . Weil kj und xj nicht Operatoren sondern Eigenwerte sind, durfte
die Exponentialfunktion in zwei Teile zerlegt werden. Die Summen über
kj können unter Beachtung von (7.5) analytisch berechnet werden mithilfe
der Formel für das Gauß’sche Integral mit rein imaginärem Argument der
Exponentialfunktion. Diese Formel wird in Anhang A.23 angegeben. Damit
erhält man die Wahrscheinlichkeitsamplitude

U(tN ,xN , t0,x0) =
∫
Ω

d3xN−1 . . .

∫
Ω

d3x1
1

(2π)3N

(π2m
iτ~

) 3N
2 ·

· exp
{N−1∑
j=0

−(xj+1 − xj)22m
4iτ~

}
exp

{
− i

~

N−1∑
j=0

τV
(xj+1 + xj

2
)}

. (18.30)

Mit der Definition der Funktion
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C(N) ≡ 1
(2π)3N

(π2m
iτ~

) 3N
2
, (18.31)

die durch die Exponenten und durch τ = (18.9) gleich mehrfach von N
abhängt, erhält die Wahrscheinlichkeitsamplitude schließlich die Form

U(tN ,xN , t0,x0) = C(N)
∫
Ω

d3xN−1 . . .

∫
Ω

d3x1 ·

· exp
{ i
~

N−1∑
j=0

τ

(
m

2
(xj+1 − xj

τ

)2
− V

(xj+1 + xj
2

))}
. (18.32)

Die quadrierte runde Klammer ist ein Faktor, die nicht quadrierte runde
Klammer hinter V ist das Argument von V . Wieder kann man

N−1∑
j=0

τ

(
m

2
(xj+1 − xj

τ

)2
− V

(xj+1 + xj
2

))
≈

≈
N−1∑
j=0

τ
(
Ekin(tj)− Epot(tj)

)
≈

tN∫
t0

dt L
(
x(t), ẋ(t)

)
= S[x(t)] (18.33)

identifizieren, und die symbolische Schreibweise für das Pfadintegral ver-
wenden:

U(tN ,xN , t0,x0) = C(N)
∫
Ω

d3xN−1 . . .

∫
Ω

d3x1

exp
{ i
~

N−1∑
j=0

τ

(
m

2
(xj+1 − xj

τ

)2
− V

(xj+1 + xj
2

))
︸                                                           ︷︷                                                           ︸

tN∫
t0

dt L
(
x(t),ẋ(t)

)
}

(18.34a)

≡ C(N)
∫

[x0→xN ]

Dx(t) exp
{ i
~
S[x(t)]

}
(18.34b)
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Diese Formel unterscheidet sich von (18.25) nur dadurch, dass das Produkt
der Summen über k jetzt durch den Faktor C(N) = (18.31) ersetzt ist. Im
Fall N →∞ würde dieser Faktor divergieren. Dies ist ein weiterer Grund,
sich auf eine endliche Anzahl N von Integralen zu beschränken. Gleichung
(18.34b), die ein Kontinuum von Integralen suggeriert, ist nichts weiter
als eine symbolische Schreibweise für Gleichung (18.34a), die eine endliche
Anzahl von N − 1 diskreten Integralen enthält.

Wir werden im Folgenden nur noch (18.34) verwenden, aber nicht mehr
(18.25). Im Fall des einfachen Hamiltonoperators (18.28) konnten wir den
Faktor C(N) analytisch berechnen. Wir nehmen an, dass mit beliebigen
anderen Hamiltonoperatoren zumindest eine numerische Berechnung von
C(N) immer möglich sein wird, und dass C(N) – bei endlichem N – immer
eine endliche, von Null verschiedene Zahl sein wird. In der Praxis werden
wir uns die Arbeit der Berechnung von C(N) sparen. Denn ein endlicher,
von Null verschiedener Faktor C(N) kann durch Normierung problemlos
aus den Berechnungen von Matrixelementen eliminiert werden.

18.1.3 Ein Minimal-Modell

Die Pfade werden mit zunehmendem N , also zunehmender Zahl der Zwi-
schenzeiten tj , die zwischen t0 und tN eingeschoben werden, nicht glatter.
Im Gegenteil: Die Pfade werden zu immer extremeren Fieberkurven, weil x
im Zeitraum tj+1 − tj beliebig weite Sprünge durch das Normierungsvolu-
men machen kann. Die Pfade sind keine differenzierbaren Kurven, sondern
sogenannte Markov-Ketten.
Wenn das (virtuelle, sprich unbeobachtete) Teilchen zwischen den Zeit-

punkten tj und tj+1 sehr große Sprünge macht, dann kann die kineti-
sche Energie, und demzufolge die Wirkung S, gigantische Werte anneh-
men. Man könnte überlegen, ob durch zusätzliche Bedingungen der Fall
(xj+1 − xj)/(tj+1 − tj) > c verhindert werden muss. Das ist aber unnötig.
Denn bemerkenswerterweise sind es gerade nicht die Pfade mit gigantischer
Wirkung, sondern die Pfade mit besonders kleiner Wirkung, die die größten
Beiträge zu U(tN ,xN , t0,x0) liefern. Das machen wir uns klar, indem wir
ein einfaches Modell explizit berechnen.

Für die numerische Berechnung ist es nützlich, eine Konstante M mit der
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Dimension einer Masse einzuführen, und den dimensionslosen Ortsvektor

Xj ≡

√
M

2~τ xj (18.35)

zu definieren. Damit erhält man

U(tN ,xN , t0,x0) (18.34a)= C ·
(2~τ
M

)N−1
2

︸                 ︷︷                 ︸
C̃

∫
Ω

d3XN−1 . . .

∫
Ω

d3X1

exp
{
i
N−1∑
j=0

(
m

M
(Xj+1 −Xj)2 − τ

~
V

)}
. (18.36)

Die Potentielle Energie definieren wir unabhängig vom Ort als

V (x) ≡ 15 ~
τ
. (18.37)

(V ist und bleibt zeitunabhängig, denn τ ist eine Konstante, kein laufender
Zeitparameter.) Als Minimalmodell betrachten wir ein Teilchen, das zur
Zeit t0 am Ort x0 und zur Zeit t2 am Ort x2 beobachtet wird. Dazwischen
legen wir nur einen einzigen Zeitpunkt t1, zu dem sich das Teilchen irgendwo
im Normierungsvolumen Ω befinden kann. Außerdem beschränken wir das
Modell zur weiteren Vereinfachung und Konzentration auf das Wesentliche
auf nur eine Raumdimension. Wir wählen

X0 ≡ 4 X2 ≡ 6 . (18.38)

Einsetzen in (18.36) ergibt

U(t2, x2, t0, x0) = C̃

∫
Ω1/3

dX1

exp
{
i
(m
M

(4−X1)2 + m

M
(6−X1)2 − 30

)}
. (18.39)

Wir lassen den PC dies Modell für zwei Teilchen mit unterschiedlichen
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Massen berechnen, nämlich

m ≡ 0.8M −→ siehe Abbildung 18.2 (18.40a)
m ≡ 2.4M −→ siehe Abbildung 18.3 . (18.40b)

Vorschlag: Öffnen Sie das Buch zusätzlich in einem zweiten Fenster des Rea-
ders, damit Sie diesen Text und die Abbildungen 18.2 und 18.3 gleichzeitig
sehen können. Realteil und Imaginärteil von

exp
{ i
~
S[x1]

}
= exp

{
i
(m
M

(4−X1)2 + m

M
(6−X1)2 − 30

)}
für Wege über verschiedene Zwischenpunkte X1 sind in den Abbildungen
18.2 und 18.3 jeweils im unteren Teil dargestellt. Die Wirkung S hat ein
Minimum bei einem Weg über X1 = 5. Bei Pfaden über andere Punkte X1
steigt die Wirkung quadratisch an, was sich in immer dichter aufeinander
folgenden Oszillationen von exp{iS[x1]/~} bemerkbar macht.
U(t2, x2, t0, x0)/C̃ ist die nicht normierte Wahrscheinlichkeitsamplitude

dafür, dass sich das Teilchen überhaupt – egal über welchen Zwischenpunkt
x1 – von x0 nach x2 bewegt. Wenn wir uns für die relative Wahrscheinlichkeit
dafür interessieren, dass das Teilchen nicht irgendeinen beliebigen Weg
nimmt, sondern einen Weg, bei dem es in der Nähe eines ganz bestimmten
Punktes x1 vorbeikommt, dann dürfen wir in (18.39) nicht das Integral über
das gesamte Normierungsvolumen nehmen, sondern nur das Integral über
eine kleine Umgebung dieses besonders interessanten Punktes x1. Das wurde
im jeweils oberen Graph der beiden Abbildungen 18.2 und 18.3 gemacht,
siehe Formel in den Graphen. Diese grün eingetragenen Kurven geben die
relative (nicht normierte) Wahrscheinlichkeit dafür an, dass das Teilchen
seinen Weg von x0 nach x2 gerade über diesen bestimmten Punkt x1 nimmt.
Es lohnt sich, die beiden Abbildungen genau zu vergleichen. Der einzige

Unterschied zwischen ihnen besteht darin, dass das Teilchen von Abbil-
dung 18.3 eine 3× so große Masse hat wie das Teilchen von Abbildung
18.2. Dieser Unterschied führt dazu, dass der Weg des leichteren Teilchens
mit erheblicher Wahrscheinlichkeit ziemlich weit vom Weg mit minimaler
Wirkung (also dem Weg, der über den Punkt X1 = 5 verläuft) entfernt
sein kann, während das schwerere Teilchen mit hoher Wahrscheinlichkeit
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einen Weg dicht an X1 = 5 nehmen wird. Je kleiner das Verhältnis ~/S
ist, desto schmaler wird die grüne Kurve der Abbildungen 18.2 und 18.3,
desto weniger wird sich also das Teilchen vom Weg mit der minimalen
Wirkung entfernen. Im klassischen Grenzfall, der charakterisiert ist durch
die Vernachlässigbarkeit des Planck’schen Wirkungsquantums gegenüber
der Wirkung S des untersuchten Systems (~/S � 1), wird die grüne Kurve
zu einer spitzen Nadel mit vernachlässigbarer Breite, d.h. das Teilchens wird
mit Sicherheit den Weg mit minimaler Wirkung nehmen. Genau dies besagt
das Hamilton’sche Prinzip der Klassischen Physik, aus dem wir in Kapitel 3
die Klassischen Bewegungsgleichungen abgeleitet haben. Das Hamilton’sche
Prinzip der kleinsten Wirkung, das im Rahmen der Klassischen Physik als
nicht herleitbares Naturgesetz akzeptiert werden musste, erhält auf diese
Weise durch die Quantenmechanik eine plausible Begründung.

18.1.4 Matrixelemente des Ortsoperators

Bisher haben wir Matrixelemente des Zeitentwicklungsoperators berechnet.
Wenn wir im nächsten Abschnitt die Methode der Pfadintegrale auf Felder
erweitern, dann werden wir uns auch für Matrixelemente der Feldoperatoren
interessieren. Weil die Feldoperatoren (d.h. die quantisierten Amplituden der
klassischen Felder) das feldtheoretische Gegenstück zu den Ortsoperatoren
der Punktmechanik sind, lohnt es sich vorab zu klären, wie man mithilfe
von Pfadintegralen Matrixelemente von Ortsoperatoren der Punktmechanik
berechnen kann.
Dazu fügen wir in die rechte Seite von (18.34a) die klassische Funktion

xa ≡ x(ta) mit t0 < ta < tN ein:

C(N)
∫
Ω

d3xN−1 . . .

∫
Ω

d3xa . . .

∫
Ω

d3x1 x(ta) exp
{ i
~

tN∫
t0

dt L
(
x(t), ẋ(t)

)}
(18.41)

Es war bei der Herleitung von (18.34) zwar einfach und praktisch, den
Zeitraum von t0 bis tN in der Weise in N Intervalle zu teilen, dass alle
Intervalle gleich lang waren. Notwendig war das aber an keiner Stelle. Man
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kann deshalb eines der N − 1 Integrale in (18.41) über die Koordinate xa ≡
x(ta) laufen lassen, egal wo der Zeitpunkt ta im Kontinuum t0 < ta < tN
liegt.

Jetzt machen wir uns zunutze, dass es im Pfadintegral nur N − 1 Raum-
integrale über die Zwischenpunkte der Pfade gibt, aber keine Integrale über
die Randpunkte x0 und xN . Wenn man das Pfadintegral bei xa auftrennt,
dann wird xa zum Randpunkt zweier Pfadintegrale, und das Integral über
xa gehört zu keinem von beiden:

(18.41) =
∫
Ω

d3xa

(
C(N − a)

∫
[xa→xN ]

Dx(t) exp
{ i
~
S[x(t)]

})
·

· x(ta)
(
C(a)

∫
[x0→xa]

Dx(t) exp
{ i
~
S[x(t)]

})
(18.42)

Weil das Pfadintegral nur kommutierende klassische Funktionen enthält,
jedoch keine Operatoren, durften Faktoren vertauscht werden. Nun nutzen
wir die Identität der beiden Pfadintegrale mit den Matrixelementen des
Zeitentwicklungsoperators, und setzen außerdem in der zweiten Zeile der
folgenden Gleichung den Ortsoperator der Quantenmechanik ein, den wir
deutlichkeitshalber mit einem Ĥut kennzeichnen:

(18.42) =
∫
Ω

d3xa 〈tN ,xN |ta,xa〉x(ta) 〈ta,xa|t0,x0〉

=
∫
Ω

d3xa 〈tN ,xN | x̂(ta) |ta,xa〉〈ta,xa|t0,x0〉

= 〈tN ,xN | x̂(ta) |t0,x0〉 . (18.43)

In der letzten Zeile wurde die Vollständigkeitsrelation

1 =
∫
Ω

d3xa |ta,xa〉〈ta,xa| (18.44)

der Basisvektoren genutzt. Unter der Bedingung t0 < ta < tN gilt also
insgesamt
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〈tN ,xN | x̂(ta) |t0,x0〉 =

= C(N)
∫

[x0→xN ]

Dx(t)x(ta) exp
{ i
~
S[x(t)]

}
. (18.45)

In der Praxis interessiert man sich für das normierte Matrixelement

〈tN ,xN | x̂(ta) |t0,x0〉
〈tN ,xN |t0,x0〉

=

∫
[x0→xN ]

Dx(t)x(ta) exp
{
i
~S[x(t)]

}
∫

[x0→xN ]
Dx(t) exp

{
i
~S[x(t)]

}
(18.46)

in dem der Faktor C(N) gekürzt wurde. Auf der linken Seite dieser Gleichung
steht das normierte Matrixelement des Ortsoperators x̂(ta), berechnet im
Formalismus der kanonisch quantisierten Punktmechanik. Auf der rechten
Seite wird die gleiche Größe durch ein normiertes Pfadintegral berechnet. Alle
Faktoren auf der rechten Seite sind klassische Funktionen mit kommutativer
Algebra, auch die Ortsfunktion x(ta). Das Matrixelement des Ortsoperators
x̂(ta) ist identisch mit dem Pfadintegral über die klassische Ortsfunktion
x(ta), gewichtet mit dem Faktor exp{iS/~}.
Wenn man eine zweite Ortsfunktion x(tb) mit t0 < tb < tN und tb , ta

ins Pfadintegral einsetzt, dann erhält man automatisch immer das Matrix-
element der zeitgeordneten Ortsoperatoren:

〈tN ,xN |T x̂(ta)x̂(tb) |t0,x0〉
〈tN ,xN |t0,x0〉

=

=

∫
[x0→xN ]

Dx(t)x(ta)x(tb) exp
{
i
~S[x(t)]

}
∫

[x0→xN ]
Dx(t) exp

{
i
~S[x(t)]

} (18.47a)

=

∫
[x0→xN ]

Dx(t)x(tb)x(ta) exp
{
i
~S[x(t)]

}
∫

[x0→xN ]
Dx(t) exp

{
i
~S[x(t)]

} (18.47b)

Unter dem Pfadintegral ist die Reihenfolge der Ortsfunktionen egal, da sie ja
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klassische, kommutierende Funktionen sind. Aber die (18.42) entsprechende
Aufspaltung des Pfadintegrals

(18.42) =⇒∫
Ω

d3xa

∫
Ω

d3xb

(
C(N − a)

∫
[xa→xN ]

Dx(t) exp
{ i
~
S[x(t)]

})

x(ta)
(
C(a− b)

∫
[xb→xa]

Dx(t) exp
{ i
~
S[x(t)]

})

x(tb)
(
C(b)

∫
[x0→xb]

Dx(t) exp
{ i
~
S[x(t)]

})
(18.48)

in die drei Teile [x0 → xb], [xb → xa], und [xa → xN ] ist nur dann
korrekt, wenn t0 < tb < ta < tN ist. Im Fall tb > ta müssen in (18.48) ta und
tb getauscht werden. Deshalb erhält man auf der linken Seite von (18.47)
zwangsläufig immer das zeitgeordnete Produkt der Ortsoperatoren. Das
gleiche gilt auch, wenn man Produkte von mehr als zwei Ortsoperatoren
berechnet.

18.2 Das erzeugende Funktional W [J ]

Funktionen f(x) = y bilden Zahlen x auf Zahlen y ab. Funktionale g[f(x)] =
y bilden Funktionen f(x) auf Zahlen y ab. Die Definition des Funktionalin-
tegrals ∫

[x(t0)→x(tN )]

Dx(t) f [x(t),k(t)]
(18.25)
≡

N−1∏
j=1

∫
Ω

d3x(tj) f [x(tj),k(tj)]

∫
[k(t0)→k(tN )]

Dk(t)
(2π)3N f [x(t),k(t)]

(18.25)
≡

N−1∏
j=1

1
Ω
∑
k(tj)

f [x(tj),k(tj)]

mit tN > tN−1 > . . . > t1 > t0 (18.49)
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haben wir in diesem Kapitel bereits mehrfach verwendet. Im Folgenden be-
nötigen wir auch die Funktionalableitung. Die Ableitung einer Funktion f(x)
nach der Variablen x wird als df(x)/dx geschrieben. Bei der Erweiterung
der Ableitung zur Funktionalableitung

δF [f(y)]
δf(x)

wird anstelle des Zeichens d das Zeichen δ verwendet. In Analogie zu

dxi
dxj

= δij

ist es naheliegend,

δf(y)
δg(x) ≡ δfgδ

(4)(x− y) (18.50)

zu definieren. Außerdem wird per Definition festgelegt, dass bei der Funk-
tionalableitung die Kettenregel in genau der gleichen Weise anzuwenden ist
wie bei der Ableitung von Funktionen. Damit gilt beispielsweise:

δ

δf(x)

∫
d4y f(y)φ(y) = φ(x)

δ

δf(x) exp
{ i
~

∫
d4y f(y)φ(y)

}
= i

~
φ(x) exp

{ i
~

∫
d4y f(y)φ(y)

}
Mit einer Hilfsfunktion J(t), die nicht genauer spezifiziert wird, definiert

man das erzeugende Funktional W [J(t)], das auch als Vakuum-Vakuum-
Amplitude1 bezeichnet wird, folgendermaßen:

W [J(t)] ≡ C(N)
∫
Ω

d3xN−1 . . .

∫
Ω

d3x1 exp
{ i
~

tN∫
t0

dt
(
L+ x(t)J(t)

)}
(18.51)

1 Die Begründung für diesen Namen kann man in [7, Abschnitt 11.5] nachlesen.
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Im Unterschied zu (18.34a) hat W [J(t)] im Exponenten den Quellterm
x(t)J(t). Also ist

δW [J(t)]
δJ(ta)

∣∣∣∣
J=0

= C(N)
∫
Ω

d3xN−1 . . .

∫
Ω

d3x1
i

~
x(ta) exp

{ i
~

tN∫
t0

dt L
}

= i

~
· (18.41) , (18.52)

und es gilt wegen (18.46) allgemein

〈tN ,xN |T x̂(ta) . . . x̂(tz)︸               ︷︷               ︸
m Operatoren

|t0,x0〉 =
(~
i

)m δmW [J(t)]
δJ(ta) . . . δJ(tz)

∣∣∣∣
J=0

mit tN > tj > t0 für j = a . . . z . (18.53)

18.3 Klein-Gordon-Feld

Um die Methode der Pfadintegrale von der Punktmechanik auf das skalare
Klein-Gordon-Feld zu verallgemeinern, gehen wir aus von der Übergang-
samplitude

〈x(tN ) |x(t0) 〉 (18.34)= C(N)
∫

[x(t0)→x(tN )]

Dx(t) exp
{ i
~

tN∫
t0

dt L
(
x(t), ẋ(t)

)}

mit
∫

[x(t0)→x(tN )]

Dx(t)
(18.34)
≡

N−1∏
j=1

∫
Ω

dx(tj) . (18.54)

Wenn man die Ortsfunktion x(t) des Teilchens durch die Feldamplitude
ψ(t,x) ersetzt erhält man
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〈ψ(tN ,x)|ψ(t0,x)〉 =

= C(N)
∫

[ψ(t0,x)→ψ(tN ,x)]

Dψ(t,x) exp
{ i
~

tN∫
t0

dt
∫
Ω

d3xL
(
ψ(t,x), dµψ(t,x)

)}
. (18.55a)

Hier wurde anstelle der Lagrangefunktion des Teilchens das Volumenintegral
über die Lagrangedichte des Feldes eingesetzt. Beim Pfadintegral bedeuten
die Grenzen [ψ(t0,x)→ ψ(tN ,x)], dass zu integrieren ist von der Feldkonfi-
guration an sämtlichen Stellen x im Normierungsvolumen Ω zur Zeit t0 bis
zu der Feldkonfiguration an sämtlichen Stellen x im Normierungsvolumen Ω
zur Zeit tN . Um dies Integral tatsächlich ausführen zu können, benötigen wir
eine Definition des Pfadintegrals durch ein Produkt „normaler“ Integrale.
Die Definition in (18.54) beruht darauf, dass das Argument der Funktion
x(t) diskretisiert wurde. Damit die entsprechende Definition für das Pfa-
dintegral (18.55a) formuliert werden kann, müssen beide Argumente der
Funktion ψ(t,x) diskretisiert werden.

Dazu zerlegen wir das Normierungsvolumen Ω in R gleich große Teilvolu-
men mit Mittelpunktskoordinaten xr, und definieren

∫
[ψ(t0,x)→ψ(tN ,x)]

Dψ(t,x) ≡
R∏
r=1

N−1∏
j=1

∫
{ψ(tj ,xr)}

dψ(tj ,xr) (18.55b)

Das Integral
∫
Dψ ist nichts anderes als eine symbolische Schreibweise für

das Produkt dieser R · (N − 1) Integrale. R und N sind möglichst groß zu
wählen. Sie müssen aber klarerweise endlich sein. Denn mit unendlichem
R und/oder unendlichem N kann man das Pfadintegral zwar hinschreiben,
aber nicht berechnen.
Mit den Grenzen {ψ(tj ,xr)} ist gemeint, dass über sämtliche Werte zu

integrieren ist, die ψ zur Zeit tj an der Stelle xr annehmen kann, also
sämtliche komplexen Zahlen mit endlichem Betrag. Die Randwerte ψ(t0,xr)
und ψ(tN ,xr) sind für alle R Volumenzellen vorgegeben. Wir wissen aus
der Untersuchung der Verhältnisse beim Punktteilchen, dass das Feld sich
im Zeitraum zwischen t0 und tN bevorzugt so entwickeln wird, dass das
Wirkungsintegral klein ist. Bei der „Integration über sämtliche komplexen
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Zahlen“ ψ(tj ,xr) werden deshalb letztlich nur solche Werte nennenswert
beitragen, die sich nur wenig vom Wert ψ(tj−1,xr) des vorangegangenen
Integrationsschritts unterscheiden, und die zwischen ψ(t0,xr) und ψ(tN ,xr)
liegen.
Den Faktor C(N) werden wir nicht berechnen. Stattdessen machen wir

die plausible Annahme, dass er von Null verschieden und endlich ist, so
dass wir ihn durch geeignete Normierung der Zustandsfunktionen |ψ(t,x)〉
kürzen können.
Der nützliche Formalismus mit dem erzeugenden Funktional W [J ] lässt

sich nun ohne weitere Probleme von den Punktteilchen auf das Klein-Gordon-
Feld übertragen:

W [J(x)]
(18.51)
≡ C(N)

∫
[ψ(t0,x)→ψ(tN ,x)]

Dψ(x) exp
{ i
~

tN∫
t0

dt
∫
Ω

d3x
(
L+ ψ(x)J(x)

)}
(18.56)

Damit können die Matrixelemente beliebiger Produkte von Feldoperatoren
konstruiert werden:

〈ψ(tN ,x)|T ψ(xa) . . . ψ(xz)︸                 ︷︷                 ︸
m Operatoren

|ψ(t0,x)〉 =

(18.53)=
(~
i

)m δmW [J(x)]
δJ(xa) . . . δJ(xz)

∣∣∣∣
J=0

mit tN > tj > t0 für j = a . . . z (18.57)

Bei den ψ(xa) . . . ψ(xz) im Matrixelement auf der linken Seite der Gleichung
handelt es sich um Operatoren. Dagegen sind die ψ(x) auf der rechten
Seite der Gleichung bzw. in (18.56) die nicht quantisierten, klassischen
Feldamplituden.
In Abschnitt 15.5 haben wir den quantisierten Propagator

G(x− y) (15.43)= 〈0|Tψ(x)ψ†(y) |0〉

des Klein-Gordon-Feldes berechnet. Auch bei der Berechnung der Streuam-
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plituden wechselwirkender Felder werden wir Matrixelemente im Vakuum-
Zustand |0〉 benötigen. Es würde uns viel mehr nützen, wenn wir mithilfe
von Pfadintegralen anstelle der Erwartungswerte 〈ψ(tN ,x)| . . . |ψ(t0,x)〉 die
Erwartungswerte 〈0| . . . |0〉 berechnen könnten.
Tatsächlich sind die beiden Erwartungswerte praktisch identisch, wenn

der Zeitpunkt t0 nur weit genug in der Vergangenheit, und der Zeitpunkt tN
nur weit genug in der Zukunft liegt. Um uns davon zu überzeugen, benötigen
wir die Eigenvektoren |n〉 des Hamilton-Operators H, welche die Gleichung

H|n〉 = En|n〉 =⇒

=⇒ exp
{
− i

~
Ht
}
|n〉 = exp

{
− i

~
Ent

}
|n〉 (18.58)

erfüllen. Außerdem nehmen wir an, dass der Hamilton-Operator nicht explizit
von der Zeit abhängt, so dass

|ψ(tN ,x)〉 (14.31)= U(tN , t0) |ψ(t0,x)〉
(14.28a)= exp

{
− i

~
(tN − t0)H

}
|ψ(t0,x)〉

gilt. Der Zeitentwicklungsoperator U wurde in Abschnitt 14.1.3 besprochen.
Die Vektoren |n〉 und |m〉 von (18.58) erfüllen die Vollständigkeitsrelation∑

n

|n〉〈n| = 1 ,
∑
m

|m〉〈m| = 1 .

Diese beiden Faktoren 1 werden ins Matrixelement eingeschoben:

〈ψ(tN ,x)| . . . |ψ(t0,x)〉 =
=
∑
n

∑
m

〈ψ(tN ,x)|n〉〈n| . . . |m〉〈m|ψ(t0,x)〉

=
∑
n

∑
m

exp
{ i
~
EntN

}
exp

{ i
~
Emt0)

}
〈n| . . . |m〉 ·

· 〈ψ(t = 0,x)|n〉〈m|ψ(t = 0,x)〉︸                                        ︷︷                                        ︸
K

(18.59)
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Im letzten Ausdruck wurde zweimal der Zeitentwicklungsoperator eingesetzt.
Am Faktor K interessiert uns nur, dass er nicht von der Zeit abhängt. Wir
werden ihn gleich kürzen. Das Matrixelement 〈0| . . . |0〉 ist in der vorletzten
Zeile von (18.59) enthalten, allerdings nur in einem von abzählbar unendlich
vielen Summanden. Die anderen Summanden sind aber allesamt vernachläs-
sigbar, wenn t0 hinreichend weit in der Vergangenheit, und tN hinreichend
weit in der Zukunft liegt. Der entscheidende Trick um dies zu erkennen
besteht darin, die Zeiten ein sehr kleines Stück in die komplexe Ebene zu
verschieben. Wir betrachten die Grenzwerte

t0 → +∞ · exp{i(π + ϕ)} , tN → +∞ · exp{iϕ}
mit 0 < ϕ� 1 ∈ R . (18.60)

ϕ ist ein sehr kleiner Winkel, mit dem die Zeitpunkte ±∞ ein kleines Stück
gegen den Uhrzeigersinn in die komplexe Ebene verschoben werden. Der ima-
ginäre Anteil in den Zeitfaktoren bewirkt, dass die Exponentialfunktionen
gegen Null gehen, und zwar um so schneller, je größer En und Em sind. Des-
halb wird das Ergebnis bei hinreichend großen Zeiten vom Summanden mit
n = m = 0 dominiert, und alle anderen Summanden sind vernachlässigbar
klein. Deshalb gilt für die normierten Erwartungswerte:

lim
tN→+∞

lim
t0→−∞

〈ψ(tN ,x)|T
m Operatoren︷                 ︸︸                 ︷

ψ(xa) . . . ψ(xz) |ψ(t0,x)〉
〈ψ(tN ,x) |ψ(t0,x)〉 =

= 〈0|Tψ(xa) . . . ψ(xz) |0〉
〈0|0〉 =

= lim
tN→+∞

lim
t0→−∞

(~
i

)m δmW [J(x)]
δJ(xa) . . . δJ(xz)

∣∣∣
J=0

C(N)
∫

[ψ(t0,x)→ψ(tN ,x)]

Dψ(x) exp
{ i
~

tN∫
t0

dt
∫
Ω

d3xL
}

mit W [J(x)] = (18.56) und tN > tj > t0 für j = a . . . z (18.61)
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19 ψs-Wechselwirkung skalarer Felder

Aus der Lagrangedichte

L (10.10)= ~2c2

2 (dµφ)dµφ− 1
2 m

2c4φ2

eines freien (d.h. nicht wechselwirkenden) ungeladenen Klein-Gordon-Feldes
folgt die Feldgleichung

~2c2dµdµφ+m2c4φ
(3.37)= 0 . (19.1)

Mit der Lagrangedichte

L ≡ ~
2c2

2 (dµψ)dµψ − 1
2 m

2c4ψψ − λ~3c3ψs

mit λ ∈ R > 0 und s = 3 oder s = 4
(19.2)

kann man ein ungeladenes skalares Feld beschreiben, das mit sich selbst
wechselwirkt. Weil die Dimension des Feldoperators laut (10.12) [ψ] =
(Energie ·Volumen)−1/2 ist, hat die Kopplungskonstante λ die Dimension

[λ] =
[ L
~3c3ψs

]
= (Energie ·Volumen)(s−4)/2 . (19.3)

Für s = 4 ist sie dimensionslos, für s = 3 hat sie die Dimension (Energie ·
Volumen)-1/2. Die Gleichung des Feldes mit ψs-Wechselwirkung ist

~2c2dµdµψ +m2c4ψ + sλ~3c3ψs−1 (3.37)= 0 . (19.4)

Eine geschlossene Lösung dieser Gleichung ist im Allgemeinen nicht möglich.
Stattdessen versucht man mithilfe störungstheoretischer Methoden, sich
schrittweise der Lösung anzunähern.



19.1 Störungsrechnung 389
Die konjugierte Impulsdichte

π(x) (3.57)= ∂L
∂ψ̇(x)

= c~2d0ψ(x) (19.5)

ist für das freie Feld und für das Feld mit ψs-Wechselwirkung identisch. Aus
(19.2) folgt die Hamiltondichte

H =(4.35) πψ − L =

= c~2d0ψ − ~
2c2

2 (dµψ)dµψ + 1
2 m

2c4ψψ︸                                                   ︷︷                                                   ︸
H(0)

+λ~3c3ψs︸       ︷︷       ︸
H(I)

(19.6)

H(0) ist die Hamiltondichte des freien Feldes ohne Wechselwirkung. H(I)
(der Index I bedeutet Interaction) ist der Teil der Hamiltondichte, der durch
die Wechselwirkung hinzukommt. Es ist

H =
∫
Ω

d3xH , H(0) =
∫
Ω

d3xH(0) , H(I) =
∫
Ω

d3xH(I) .

Die ψs-Theorie ist das wohl einfachste Beispiel einer Quantenfeldtheorie
mit Wechselwirkung. Wir stellen sie an den Anfang des dritten Teils dieses
Buches, weil sie hervorragend dazu geeignet ist, die Berechnungsmethoden
der Quantenfeldtheorien mit Wechselwirkungen kennen zu lernen. Eine
praktische Anwendung hat die ψ4-Theorie bei der Beschreibung von Higgs-
Feldern1 gefunden.

19.1 Störungsrechnung

Bei der Berechnung wechselwirkender Felder werden Matrixelemente von
zeitgeordneten Operatorprodukten der Art

〈0|Tψ(x1) . . . ψ(xn) |0〉 (19.7)

1 benannt nach Peter Higgs (∗ 1929), einem von etwa einem halben Dutzend Forschern,
die 1964 gleichzeitig und unabhängig voneinander diese Felder erfanden.
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auftauchen. Mit |0〉 ist ab sofort immer der Vakuum-Zustand des Feldes mit
Wechselwirkung gemeint. Wir werden sehen, dass dies Vakuum – anders als
das Vakuum des freien Feldes – nicht einfach leer ist, sondern eine unendliche
Vielzahl von „Vakuumblasen“ enthält. (Puristen verwenden deshalb für die
beiden Vakua unterschiedliche Schreibweisen.) T ist der in (15.44) definierte
Zeitordnungsoperator.

Die Feldoperatoren ψ im Matrixelement (19.7) sind Lösungen der Feldglei-
chung (19.4). Meist kennt man sie zwar nicht für beliebige Zeiten, aber oft
kann man sie für einzelne Zeitpunkte relativ leicht berechnen oder erraten.
Sobald man den Feldoperator für einen Zeitpunkt t0 kennt, kann man ihn
für jeden beliebigen Zeitpunkt t mithilfe des Zeitentwicklungsoperators, der
in Abschnitt 14.1.3 eingeführt wurde, berechnen:

ψ(t,x) = U -1(t, t0)ψ(t0,x)U(t, t0) (19.8)

ψ(t0,x) ist ein zeitunabhängiger Operator im Schrödinger-Bild. Er kann
nach den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a†k und ak des freien
Feldes entwickelt werden:

ψ(t0,x) (15.15a)=
∑
k

√
1

2~ωkΩ
(
ak exp{+ikx}+ a†k exp{−ikx}

)
(19.9)

Es wird sich als sehr nützlich erweisen, dass die Operatoren a†k und ak
explizit im Ausdruck für ψ(t,x) sichtbar sind. Allerdings ist U(t, t0) für
das Feld mit Selbstwechselwirkung unbekannt, so dass wir an dieser Stelle
nicht unmittelbar weiter kommen. Ein erster Versuch der Näherung könnte
darin bestehen, dass man den unbekannten Operator U(t, t0) durch den
bekannten Operator U(0)(t, t0) des freien Feldes ersetzt. Mit dieser Näherung
gelangt man zum Feldoperator im Wechselwirkungs-Bild:

ψ(I)(t,x) ≡ U -1
(0)(t, t0)ψ(t0,x)U(0)(t, t0) (19.10)

(15.15a)=
∑
k

√
1

2~ωkΩ
(
ak exp{−ikx} + a†k exp{+ikx}

)
(19.11)

Dies ist eine allzu grobe Näherung. Deshalb kehren wir zum exakten Aus-



19.1 Störungsrechnung 391
druck (19.8) zurück, und untersuche die Zeitentwicklung des Feldoperators
genauer. Dabei schieben wir zweimal den Faktor 1 ein:

ψ(t,x) = U -1(t, t0)ψ(t0,x)U(t, t0)
= U -1(t, t0)U(0)(t, t0)U -1

(0)(t, t0)︸                       ︷︷                       ︸
1

ψ(t0,x) ·

· U(0)(t, t0)U -1
(0)(t, t0)︸                       ︷︷                       ︸

1

U(t, t0)

= U -1(t, t0)U(0)(t, t0)︸                      ︷︷                      ︸
U-1

(I)(t,t0)

U -1
(0)(t, t0)ψ(t0,x)U(0)(t, t0)︸                                   ︷︷                                   ︸

ψ(I)(t,x)

·

· U -1
(0)(t, t0)U(t, t0)︸                    ︷︷                    ︸

U(I)(t,t0)

(19.12)

Hier wurde der Zeitentwicklungsoperator

U(I)(t, t0) ≡ U -1
(0)(t, t0)U(t, t0) (19.13)

im Wechselwirkungsbild definiert. Wir bilden die Zeitableitung

dU(I)(t, t0)
dt =

dU -1
(0)(t, t0)
dt U(t, t0) + U -1

(0)(t, t0) dU(t, t0)
dt

=(14.43)
U -1

(0)(t, t0) i
~

(H(0) −H︸        ︷︷        ︸
−H(I)

)U(t, t0)

dU(I)(t, t0)
dt = −i

~
U -1

(0)(t, t0)H(I) U(0)(t, t0)︸                               ︷︷                               ︸
H(I)(t)

U -1
(0)(t, t0)U(t, t0)︸                    ︷︷                    ︸

U(I)(t,t0)

(19.14)

Der Zeitentwicklungsoperator U(I)(t, t0) im Wechselwirkungsbild erfüllt eine
Schrödingergleichung der Form (14.27) mit dem zeitabhängigen Hamilton-
operator H(I)(t).
Wir nehmen t1 < t2 < . . . < tn an, und benutzen den Zeitentwicklungs-

operator U(I)(t, t0) im Wechselwirkungsbild, um das Matrixelement (19.7)
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umzuformen:

〈0|ψ(xn) . . . ψ(x1) |0〉 (19.12)=
= 〈0|U -1

(I)(tn, t0)ψ(I)(xn)U(I)(tn, t0)U -1
(I)(tn−1, t0)︸                               ︷︷                               ︸

U(I)(tn,tn−1)

ψ(I)(xn−1) . . .

. . . ψ(I)(x2)U(I)(t2, t0)U -1
(I)(t1, t0)︸                          ︷︷                          ︸

U(I)(t2,t1)

ψ(I)(x1)U(I)(t1, t0) |0〉

Die durch Unterklammerung markierten Umformungen folgen aus (14.29).
Auch die beiden äußeren Zeitentwicklungsoperatoren, die nicht unterklam-
mert sind, werden mithilfe zweier neuer Zeitparameter te < t1 und ta > tn
umgeformt. Der Zeitpunkt t0 ist frei wählbar. Wir wählen ihn als t0 = te:

U(I)(t1, t0) = U(I)(t1, te)U(I)(te, t0) t0=te= U(I)(t1, te)

U -1
(I)(tn, t0) =

(
U(I)(tn, ta)U(I)(ta, t0)

)-1 t0=te=

= U -1
(I)(ta, te)U

-1
(I)(tn, ta)

(14.29d)= U -1
(I)(ta, te)U(I)(ta, tn)

=⇒ 〈0|ψ(xn) . . . ψ(x1) |0〉 =
= 〈0|U -1

(I)(ta, te)U(I)(ta, tn)ψ(I)(xn)U(I)(tn, tn−1)ψ(I)(xn−1) . . .
. . . ψ(I)(x2)U(I)(t2, t1)ψ(I)(x1)U(I)(t1, te) |0〉 (19.15)

Der Zeitentwicklungsoperator im Produkt ganz links wirkt auf den Vaku-
umzustand 〈0|. Was ist der Effekt? Sicherlich bleibt der Vakuum-Zustand
ein Vakuum-Zustand, aber seine Phase könnte sich ändern:

〈0|U -1
(I)(ta, te) =

(
U(I)(ta, te) |0〉

)†
=
(
|0〉 eiϕ

)†
= e−iϕ 〈0|

mit ϕ ∈ R

Indem man den Phasenfaktor als

e−iϕ =
(
〈0|0〉eiϕ

)-1
=
(
〈0|U(I)(ta, te) |0〉

)-1
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schreibt, kann das Matrixelement in der Form(

〈0|U(I)(ta, te) |0〉
)-1
·

· 〈0|U(I)(ta, tn)ψ(I)(xn)U(I)(tn, tn−1)ψ(I)(xn−1) . . .
. . . ψ(I)(x2)U(I)(t2, t1)ψ(I)(x1)U(t1, te) |0〉 (19.16)

geschrieben werden. Die Operatoren in dieser Funktion sind zeitgeordnet.
Man darf ihre Reihenfolge ändern, wenn man zum Ausgleich den Zeitord-
nungsoperator wieder einfügt:(

〈0|U(I)(ta, te) |0〉
)-1
·

· 〈0|Tψ(I)(xn)ψ(I)(xn−1) . . . ψ(I)(x2)ψ(I)(x1) ·
· U(I)(ta, tn)U(I)(tn, tn−1) . . . U(I)(t2, t1)U(I)(t1, te)︸                                                                    ︷︷                                                                    ︸

U(I)(ta,te)

|0〉 =

=
〈0|Tψ(I)(xn)ψ(I)(xn−1) . . . ψ(I)(x2)ψ(I)(x1)U(I)(ta, te) |0〉

〈0|U(I)(ta, te) |0〉
(19.17)

In (19.14) haben wir uns davon überzeugt, dass der Zeitentwicklungsoperator
U(I)(ta, tn) eine Schrödingergleichung mit dem zeitabhängigen Hamiltonope-
rator H(I)(t) erfüllt. Die Lösung dieser Gleichung wurde bereits in Abschnitt
14.1.3 angegeben:

U(I)(ta, te) =(14.28b) T exp
{
− i

~

ta∫
te

dτ H(I)(τ)
}

= T
∞∑
n=0

1
n!
(
− i

~

ta∫
te

dτ H(I)(τ)
)n

(19.18)

Die Operatoren H(I)(τ) und ψ(I)(tk,xk) werden durch den Zeitordnungs-
operator im Zähler von (19.17) durchmischt. Deshalb können die Terme
U(I)(ta, te) |0〉 im Zähler und Nenner von (19.17) nicht gekürzt werden.
Insgesamt haben wir folgende Umformung des Matrixelements erreicht:
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〈0|Tψ(xn) . . . ψ(x1) |0〉 =
∞∑
j=0

1
j! ·

·

〈0|Tψ(I)(xn) . . . ψ(I)(x1)
(
− i

~

ta∫
te

dτ H(I)(τ)
)j
|0〉

〈0|T
∞∑
m=0

1
m!
(
− i

~

ta∫
te

dτ H(I)(τ)
)m
|0〉

(19.19)

Dieser Ausdruck ist exakt, wir haben bisher keinerlei Näherungen gemacht.
Die Umformung erleichtert die Berechnung des Matrixelements in doppelter
Weise. Erstens werden jetzt die Feldoperatoren ψ(I)(x) im Wechselwirkungs-
bild verwendet, die man wesentlich leichter findet als die Operatoren ψ(x).
Zweitens enthält das umgeformte Matrixelement den zeitabhängigen Hamil-
tonoperator im Wechselwirkungsbild

H(I)(t)
(19.14)= U -1

(0)(t, t0)H(I) U(0)(t, t0) (19.20)

mit H(I)
(19.6)= H −H(0)

in Form einer unendlichen Reihe. Man kann den Zähler Schritt für Schritt
in immer höherer Ordnung von j berechnen, und muss nicht das gesamte
Problem auf einmal bewältigen. In günstigen Fällen (nämlich wenn die
Kopplungskonstante λ in (19.6) klein gegen 1 ist) reichen schon ein bis zwei
Schritte für eine gute Approximation aus. Man könnte vermuten, dass diese
schrittweise Berechnung daran scheitert, dass man doch den Nenner von
(19.19) komplett berechnet haben muss, bevor man irgend einen Nutzen
aus dieser Formel ziehen kann. Wir werden aber sehen, dass das nicht der
Fall ist, sondern dass der Nenner auf verblüffend einfache Weise aus den
Rechnungen gekürzt werden kann.
Wir haben also gute Gründe, in den folgenden Berechnungen die Opera-

toren im Wechselwirkungsbild zu verwenden. Es wäre lästig, dabei stets den
Index (I) mitschleppen zu müssen. Deshalb verabreden wir für die Zukunft
die Umbenennungen
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ψ(x) −→ ψ(W )(x) ψ(I)(x) −→ ψ(x)

U(t, t0) −→ U(W )(t, t0) U(I)(t, t0) −→ U(t, t0)
H −→ H(W ) H(I) −→ H ,

(19.21)

wobei man den Index (W ) als „wechselwirkendes Gesamtsystem“ lesen kann.

19.2 Wick’s Theorem

Wenn man ein Matrixelement der Art 〈0|Tψ(xn) . . . ψ(x1) |0〉 zu berechnen
hat, wobei es sich bei den ψ(xj) gemäß (19.21) um Feldoperatoren im
Wechselwirkungsbild handelt, dann erweist es sich als überaus hilfreich,
dass man Operatoren im Wechselwirkungsbild nach den Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren entwickeln kann:

ψ(x) (19.11)=
∑
k

√
1

2~ωkΩ
(
ak exp{−ikx} + a†k exp{+ikx}

)
(19.22)

Denn wegen ak|0〉 = 0 und 〈0|a†k = 0 ist der Vakuum-Erwartungswert eines
Operatorprodukts auf jeden Fall Null, wenn ganz rechts ein Vernichtungs-
operator und/oder ganz links ein Erzeugungsoperator steht. Im Folgenden
wird ein sehr nützliches Verfahren beschrieben, mit dem derartige Produkte
systematisch analysiert und wesentlich vereinfacht werden können.

19.2.1 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Der Feldoperator des ungeladenen Klein-Gordon-Feldes im Wechselwirkungs-
bild wird folgendermaßen zerlegt:

ψ(x) = ψV(x) + ψE(x) , ψE(x) =
(
ψV(x)

)†
(19.23a)

ψV(x) =(15.15)∑
k

√
1

2~ωkΩ ak exp{−ikx} (19.23b)

Damit die folgenden Formeln lesbar bleiben, führen wir die vereinfachte
Schreibweise
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ψV
x ≡ ψV(x) ψE

x ≡ ψE(x) (19.23c)

ein. Als Beispiel betrachten wir ein Produkt von sechs Operatoren:

〈0|TψV
u ψ

E
v ψ

V
w ψ

E
x ψ

V
y ψ

E
z |0〉 mit u0 > v0 > w0 > x0 > y0 > z0

Stände ganz rechts ψV
z oder ganz links ψE

u, dann wäre der Erwartungswert of-
fensichtlich Null. Weil das nicht der Fall ist, formen wir das Operatorprodukt
um:

ψV
u ψ

E
v ψ

V
w ψ

E
x ψ

V
y ψ

E
z =

= ψV
u ψ

E
v ψ

V
w ψ

E
x [ψV

y , ψ
E
z ] + ψV

u ψ
E
v ψ

V
w ψ

E
x ψ

E
z ψ

V
y (19.24)

Der Vakuum-Erwartungswert des zweiten Summanden ist Null, weil ganz
rechts ein Vernichtungsoperator steht. In diesem Summanden sind die Opera-
toren nicht mehr zeitgeordnet. Das ist kein Fehler. Der Zeitordnungsoperator
verlangt nur, dass die Operatoren beim Beginn der Rechnung in der richtigen
Reihenfolge angeordnet werden müssen, so wie das in der ersten Zeile der
letzten Gleichung geschehen ist.
Weil der Kommutator eine Zahl ist, gilt

〈0|ψV
u ψ

E
v ψ

V
w ψ

E
x [ψV

y , ψ
E
z ] |0〉 = 〈0|ψV

u ψ
E
v ψ

V
w ψ

E
x |0〉 [ψV

y , ψ
E
z ] .

Wenn rechts im Matrixelement ψV
x statt ψE

x stände, dann wäre der Erwar-
tungswert offensichtlich Null. Weil das nicht der Fall ist, formen wir das
Operatorprodukt nochmals in der gleichen Weise um:

〈0|ψV
u ψ

E
v ψ

V
w ψ

E
x |0〉 = 〈0|ψV

u ψ
E
v |0〉[ψV

w , ψ
E
x ] + 〈0|ψV

u ψ
E
v ψ

E
x ψ

V
w |0〉

Wieder ist der rechte Summand Null, weil rechts im Operatorprodukt ein
Vernichtungsoperator steht. Das verbliebene Matrixelement wird nochmals
in gewohnter Weise umgeformt, so dass man insgesamt das Ergebnis

〈0|TψV
u ψ

E
v ψ

V
w ψ

E
x ψ

V
y ψ

E
z |0〉 = [ψV

u , ψ
E
v ] [ψV

w , ψ
E
x ] [ψV

y , ψ
E
z ] (19.25)

erhält.
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Der Vakuum-Erwartungswert einer ungeraden Anzahl n von Erzeugungs-

und Vernichtungsoperatoren ist auf jeden Fall Null. Denn er ist das Pro-
dukt von (n − 1)/2 Kommutatoren mit einem Faktor 〈0|ψ |0〉 = 0, der
auf jeden Fall Null ist, egal ob es sich bei ψ um einen Erzeugungs- oder
Vernichtungsoperator handelt.

Der Vakuum-Erwartungswert ist ebenfalls auf jeden Fall Null, wenn die
Anzahl der Operatoren zwar gerade, die Anzahl der Erzeugungsoperatoren
aber nicht gleich der Anzahl der Vernichtungsoperatoren ist. Denn dann
bleiben mehrere Operatoren einer Sorte übrig, und der Erwartungswert hat
die Form

〈0|ψV . . . ψV |0〉 ·Kommutatoren = 0
oder 〈0|ψE . . . ψE |0〉 ·Kommutatoren = 0 . (19.26)

Der Erwartungswert eines Produkts von sechs Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren kann also nur von Null verschieden sein, wenn es drei
Erzeugungs- und drei Vernichtungsoperatoren enthält. Dabei ist die Reihen-
folge der Operatoren wichtig. Mit der Methode, mit der (19.25) hergeleitet
wurde, findet man auch

〈0|TψV
u ψ

V
v ψ

E
w ψ

V
x ψ

E
y ψ

E
z |0〉 = [ψV

u , ψ
E
w ] [ψV

v , ψ
E
y ] [ψV

x , ψ
E
z ] +

+ [ψV
u , ψ

E
y ] [ψV

v , ψ
E
w ] [ψV

x , ψ
E
z ] + [ψV

u , ψ
E
w ] [ψV

v , ψ
E
z ] [ψV

x , ψ
E
y ] +

+ [ψV
u , ψ

E
z ] [ψV

v , ψ
E
w ] [ψV

x , ψ
E
y ] . (19.27)

In diesem Fall gibt es vier Summanden. Es handelt sich um sämtliche
verschiedenen Möglichkeiten, die Operatoren zu nichtverschwindenden Kom-
mutatoren zu kontrahieren, in denen der Erzeugungsoperator früher ist
als der Vernichtungsoperator. Wenn alle drei Erzeugungsoperatoren früher
sind als die drei Vernichtungsoperatoren, dann ergibt die Berechnung des
Vakuum-Erwartungswerts sogar sechs Summanden, weil sechs verschiedene
nicht verschwindende Kontraktionen möglich sind.

Im Folgenden werden Kontraktionen durch waagerechte eckige Klammern
angedeutet. Das zeitgeordnete Operatorprodukt ψV

u ψ
E
v ψ

V
w ψ

E
x ψ

V
y ψ

E
z hat eine

nicht verschwindende Kontraktion, die mit (19.25) verglichen werden sollte:
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ψV
u ψ

E
v ψ

V
w ψ

E
x ψ

V
y ψ

E
z

Das zeitgeordnete Operatorprodukt ψV
u ψ

V
v ψ

E
w ψ

V
x ψ

E
y ψ

E
z hat vier nicht ver-

schwindende Kontraktionen, die mit (19.27) verglichen werden sollten:

ψV
u ψ

V
v ψ

E
w ψ

V
x ψ

E
y ψ

E
z ψV

u ψ
V
v ψ

E
w ψ

V
x ψ

E
y ψ

E
z

ψV
u ψ

V
v ψ

E
w ψ

V
x ψ

E
y ψ

E
z ψV

u ψ
V
v ψ

E
w ψ

V
x ψ

E
y ψ

E
z

Das zeitgeordnete Operatorprodukt ψV
u ψ

V
v ψ

V
w ψ

E
x ψ

E
y ψ

E
z hat sechs nicht

verschwindende Kontraktionen:

ψV
u ψ

V
v ψ

V
w ψ

E
x ψ

E
y ψ

E
z ψV

u ψ
V
v ψ

V
w ψ

E
x ψ

E
y ψ

E
z ψV

u ψ
V
v ψ

V
w ψ

E
x ψ

E
y ψ

E
z

ψV
u ψ

V
v ψ

V
w ψ

E
x ψ

E
y ψ

E
z ψV

u ψ
V
v ψ

V
w ψ

E
x ψ

E
y ψ

E
z ψV

u ψ
V
v ψ

V
w ψ

E
x ψ

E
y ψ

E
z

Das zeitgeordnete Operatorprodukt ψV
u ψ

E
v ψ

E
w ψ

V
x ψ

V
y ψ

E
z hat keine nicht

verschwindende Kontraktion, deshalb ist sein Vakuum-Erwartungswert Null.

Satz: Der Vakuum-Erwartungswert eines zeitgeordneten Pro-
dukts von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ist gleich
der Summe der Kommutator-Produkte, die aus sämtlichen nicht
verschwindende Kontraktionen des Operatorprodukts gebildet
werden können.

(19.28)

19.2.2 Feldoperatoren

Üblicherweise haben wir es nicht mit den einzelnen Operatoren ψV
x und

ψE
x zu tun, sondern mit dem kompletten Feldoperator ψx ≡ ψV

x + ψE
x. Die

Ausweitung unserer Ergebnisse auf die kompletten Operatoren macht die
Formeln lediglich länglicher, bringt aber keine neuartigen Probleme mit
sich.

Das zeitgeordnete Produkt zweier Feldoperatoren (19.23) des ungeladenen
Klein-Gordon-Feldes ist

Tψxψy = θ(x0 − y0) (ψV
x ψ

V
y + ψV

x ψ
E
y + ψE

x ψ
V
y + ψE

x ψ
E
y) +

+ θ(y0 − x0) (ψV
y ψ

V
x + ψV

y ψ
E
x + ψE

y ψ
V
x + ψE

y ψ
E
x) . (19.29)
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Im Vakuum-Erwartungswert überlebt jeweils nur der eine Summand, in dem
rechts ein Erzeugungsoperator und links ein Vernichtungsoperator steht:

〈0|Tψxψy |0〉 = θ(x0 − y0)〈0|ψV
x ψ

E
y |0〉+ θ(y0 − x0)〈0|ψV

y ψ
E
x |0〉 (19.30a)

Wendet man stattdessen Satz (19.28) an, erhält man

〈0|Tψxψy |0〉 = θ(x0 − y0) [ψV
x , ψ

E
y ] + θ(y0 − x0) [ψV

y , ψ
E
x ] . (19.30b)

Hier besteht kein Widerspruch, denn es ist

〈0|ψV
x ψ

E
y |0〉 − 〈0|ψE

y ψ
V
x |0〉︸            ︷︷            ︸

0

= 〈0| [ψV
x , ψ

E
y ] |0〉 = 〈0|0〉︸  ︷︷  ︸

1

[ψV
x , ψ

E
y ] . (19.31)

Beim Vakuum-Erwartungswert (19.30) handelt es sich um den Feynman-
Propagator des ungeladenen Klein-Gordon-Feldes, den wir in Abschnitt 15.5
definiert haben. Jetzt erweitern wir die Betrachtung auf ein geladenes Klein-
Gordon-Feld, und zerlegen es in Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren:

ψx = ψVa
x + ψEb

x , ψ†x = ψEa
x + ψVb

x

ψVa
x =(15.15)

∑
k

√
1

2~ωkΩ ak exp{−ikx}

ψEb
x =(15.15)

∑
f

√
1

2~ωfΩ b†f exp{+ifx}

ψEa
x =

(
ψVa
x

)†
, ψVb

x =
(
ψEb
x

)†
(19.32)

Im Vakuum-Erwartungswert des Operatorprodukts

Tψxψ
†
y = θ(x0 − y0) (ψVa

x ψ
Ea
y + ψVa

x ψ
Vb
y + ψEb

x ψ
Ea
y + ψEb

x ψ
Vb
y ) +

+ θ(y0 − x0) (ψVa
y ψ

Ea
x + ψVa

y ψ
Vb
x + ψEb

y ψ
Ea
x + ψEb

y ψ
Vb
x )

überleben nur diejenigen Summanden, in denen rechts ein Erzeugungs- und
links ein Vernichtungsoperator steht:
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〈0|Tψxψ†y|0〉 = θ(x0 − y0) 〈0|ψVa
x ψ

Ea
y |0〉+ θ(y0 − x0) 〈0|ψVa

y ψ
Ea
x |0〉
(19.33a)

Im Vakuum-Erwartungswert des Operatorprodukts

Tψ†xψy = θ(x0 − y0) (ψEa
x ψ

Va
y + ψEa

x ψ
Eb
y + ψVb

x ψ
Va
y + ψVb

x ψ
Eb
y ) +

+ θ(y0 − x0) (ψEa
y ψ

Va
x + ψEa

y ψ
Eb
x + ψVb

y ψ
Va
x + ψVb

y ψ
Eb
x )

überleben ebenfalls nur zwei Summanden:

〈0|Tψ†xψy|0〉 = θ(x0 − y0) 〈0|ψVb
x ψ

Eb
y |0〉+ θ(y0 − x0) 〈0|ψVb

y ψ
Eb
x |0〉
(19.33b)

Dies Ergebnis ist identisch mit dem Vakuum-Erwartungswert des Feynman-
Propagators des geladenen Klein-Gordon-Feldes:

〈0|G(x− y) |0〉 = G(x− y) =

=(15.43) θ(x0 − y0)〈0|ψxψ†y|0〉+ θ(y0 − x0)〈0|ψ†yψx|0〉

=(19.33) θ(x0 − y0) 〈0|ψVa
x ψ

Ea
y |0〉+ θ(y0 − x0)〈0|ψVb

y ψ
Eb
x |0〉

=(12.14)
θ(x0 − y0)Ga(x− y) + θ(y0 − x0)Gb(y − x) (19.34)

Es sei

〈0|Tψwψxψyψz|0〉 mit w0 > x0 > y0 > z0 (19.35)

der Vakuum-Erwartungswert eines zeitgeordneten Produkts von Feldopera-
toren eines ungeladenen Klein-Gordon-Feldes. Mit der Nomenklatur (19.23)
lautet das Matrixelement:

〈0|+ ψV
w ψ

V
x ψ

V
y ψ

V
z + ψV

w ψ
E
x ψ

V
y ψ

V
z + ψE

w ψ
V
x ψ

V
y ψ

V
z + ψE

w ψ
E
x ψ

V
y ψ

V
z +

+ ψV
w ψ

V
x ψ

E
y ψ

V
z + ψV

w ψ
E
x ψ

E
y ψ

V
z + ψE

w ψ
V
x ψ

E
y ψ

V
z + ψE

w ψ
E
x ψ

E
y ψ

V
z +

+ ψV
w ψ

V
x ψ

V
y ψ

E
z + ψV

w ψ
E
x ψ

V
y ψ

E
z + ψE

w ψ
V
x ψ

V
y ψ

E
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Der 10. Summand hat eine nicht verschwindende Kontraktion, der 13.
Summand hat zwei nicht verschwindende Kontraktionen. Alle anderen
Summanden haben keine nicht verschwindende Kontraktion. Also ist nach
Satz (19.28)

〈0|Tψwψxψyψz|0〉 =
= [ψV

w , ψ
E
x] [ψV

y , ψ
E
z] + [ψV

w , ψ
E
y] [ψV

x , ψ
E
z] + [ψV

w , ψ
E
z] [ψV

x , ψ
E
y]

=(19.31) 〈0|ψV
w ψ

E
x|0〉〈0|ψV

y ψ
E
z|0〉+ 〈0|ψV

w ψ
E
y|0〉〈0|ψV

x ψ
E
z|0〉+

+ 〈0|ψV
w ψ

E
z|0〉〈0|ψV

x ψ
E
y|0〉

=(19.34)
Ga(w − x) ·Ga(y − z) +Ga(w − y) ·Ga(x− z) +
+Ga(w − z) ·Ga(x− y) . (19.37)

Mit w0 > x0 > y0 > z0 haben wir in (19.35) eine bestimmte Zeitordnung vor-
gegeben. Ohne diese Vorgabe hätten wir mithilfe von Fallunterscheidungen
die 4! = 24 verschiedenen Möglichkeiten der Zeitordnung von w0, x0, y0, z0

berücksichtigen müssen. Dabei hätten wir z.B. statt des ersten Summanden
in (19.37) die vier Möglichkeiten

Ga(w − x) ·Ga(y − z) −→

−→
(
θ(w0 − x0)Ga(w − x) + θ(x0 − w0)Ga(x− w)

)
·

·
(
θ(y0 − z0)Ga(y − z) + θ(z0 − y0)Ga(z − y)

)
(19.38)

gefunden. Diese Produkte von Stufenfunktionen und Propagatoren Ga sind
gerade die Feynman-Propagatoren

G(x− y) =(12.14) θ(x0 − y0)Ga(x− y) + θ(y0 − x0)Ga(y − x)

des ungeladenen Klein-Gordon-Feldes. Also gilt für beliebige Zeitordnung

〈0|Tψwψxψyψz|0〉 = G(w − x) ·G(y − z) + G(w − y) ·G(x− z) +
+G(w − z) ·G(x− y) . (19.39)
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Beim Vakuum-Erwartungswert 〈0|Tψxψyψz|0〉 erhält man eine (19.36)
entsprechende Formel, in der jeder Summand drei Erzeugungs- oder Vernich-
tungsoperatoren enthält, so dass es überhaupt keine nicht verschwindende
Kontraktion gibt. Das gleiche gilt bei einer beliebigen ungeraden Anzahl
von Feldoperatoren. Der Vakuum-Erwartungswert eines Produkts von n
Feldoperatoren des ungeladenen Klein-Gordon-Feldes kann nur dann von
Null verschieden sein, wenn n eine gerade Zahl ist.
Die Ergebnisse dieses Abschnitts machen den folgenden Satz plausibel,

dessen strengen Beweis wir uns ersparen:

Satz: Der Vakuum-Erwartungswert eines zeitgeordneten Pro-
dukts von n Feldoperatoren des ungeladenen Klein-Gordon-
Feldes im Wechselwirkungsbild ist
∗ Null, wenn n ungerade ist.
∗ bei geradem n gleich der Summe der

(n− 1) · (n− 3) · (n− 5) · . . . · 1
unterschiedlichen Produkte von (n/2) Feynman-Propagato-
ren, zu denen die n Operatoren kombiniert werden können.

(19.40a)

Wenn es sich um ein geladenes Klein-Gordon-Feld handelt, dann enthält
im Wechselwirkungsbild der Feldoperator ψ die Fourier-Operatoren a und
b†. Der adjungierte Feldoperator ψ† enthält die Fourier-Operatoren a† und
b. Die Erweiterung des Satzes auf geladene Felder ist wegen [a, b†] = [a, b] =
[a†, b†] = [a†, b] = 0 nicht schwierig:

Satz: Der Vakuum-Erwartungswert eines zeitgeordneten Pro-
dukts von n Feldoperatoren ψ(x) und m Feldoperatoren ψ†(x)
des geladenen Klein-Gordon-Feldes im Wechselwirkungsbild ist
∗ Null, wenn n , m ist.
∗ im Fall n = m gleich der Summe der

(2n− 1) · (2n− 3) · (2n− 5) · . . . · 1
unterschiedlichen Produkte der n Feynman-Propagatoren,
zu denen die n + m = 2n Operatoren kombiniert werden
können.

(19.40b)
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Das Verfahren der Vereinfachung von Matrixelementen durch Kontraktion

und Normalordnung der Operatoren, das in diesem Abschnitt beschrieben
wurde, ist unter dem Namen „Wick’s Theorem“ bekannt. Erfunden wurde
es von Houriet und Kind [45] im Jahr 1949. Als Wick2 im folgenden Jahr
das Verfahren aufgriff und auf fermionische Felder erweiterte, wies er in
seinem Artikel [46] deutlich auf die Erfinder des Verfahrens hin, und zitierte
ihre Arbeit korrekt. Houriet und Kind hatten sogar schon die Kontrakti-
onsklammern verwendet die auch in diesem Buch benutzt werden, während
Wick sich damit behelfen musste, zu kontrahierende Operatoren mit Pünkt-
chen zu markieren (vermutlich weil die Druckerei von Physical Review mit
Klammern überfordert gewesen wäre). Heute kennt jeder Feldtheoretiker
das Wick-Theorem mit den Wick-Klammern, während sich nur noch weni-
gen Spezialisten an die Namen Houriet und Kind erinnern. Warum? Ganz
einfach: Houriet und Kind schrieben ihre Veröffentlichung in französischer
Sprache, während Wick auf englisch publizierte.

19.3 S-Matrix und LSZ-Formel

In Abschnitt 15.1 haben wir Zustandsfunktionen des Klein-Gordon-Fel-
des mit scharf definierter Wellenzahl in der Form |nbkmaf lag〉 definiert.
Beispielsweise gilt die Eigenwertgleichung des Impulsoperators

P |3bk5af 〉
(15.34)= (3~k + 5~f) |3bk5af 〉 (19.41)

für einen Zustand, in dem 3 Antiteilchen mit Wellenzahl k und 5 Teilchen
mit Wellenzahl f angeregt sind. Weil wir uns im Folgenden wieder auf die
ψs-Wechselwirkung eines ungeladenen Klein-Gordon-Feldes konzentrieren,
können wir die Flut der Indizes durch folgende Definition etwas eindämmen:

|f1f2f2f2f3 . . .〉 ≡ |1f13f21f3 . . .〉 ≡ |1af13af21af3 . . .〉

Darüber hinaus werden wir zuweilen

a†k|0〉 = |k〉 ≡ a†k1
. . . a†kn |0〉 = |k1 . . .kn〉

2 Gian Carlo Wick (1909 - 1992)
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als Kurzschreibweise für einen Zustand von n Teilchen mit (unterschiedlichen
oder gleichen) Wellenzahlen kj verwenden.
Die Matrixelemente des Impulsoperators P sind

〈k|P |f〉 = 〈k|U(t, 0)︸          ︷︷          ︸
〈tf |

U -1(t, 0)P U(t, 0)︸                     ︷︷                     ︸
P (t)

U -1(t, 0) |f〉︸            ︷︷            ︸
|tf〉

(15.37b)= ~f δkf .

(19.42)

Wir interpretieren die Eigenfunktion |tf〉 des zeitabhängigen Impulsopera-
tors P (t) im Heisenberg-Bild als Zustandsfunktion eines Teilchens, das zur
Zeit t den Impuls f hat.

Man definiert die Streumatrix, auch kurz als S-Matrix bezeichnet, durch3

Sfk ≡ 〈taf |tek〉 = 〈f |U(ta, 0)U -1(te, 0) |k〉 = 〈f |U(ta, te) |k〉 = 〈f |S |k〉 .
(19.43a)

Hierbei ist

〈f |S |k〉 ≡ 〈f1f2 . . .fn|S |k1k2 . . .km〉 (19.43b)

die abkürzende Schreibweise für ein Streuereignis mit m einlaufenden und n
auslaufenden Teilchen. Die Indizes e und a bedeuten ein und aus. Die Zeiten
te und ta sind folgendermaßen zu verstehen: Zur Zeit t ≤ te bewegen sich
die einlaufenden Teilchen mit Impulsen ki auf einen endlichen Raumbereich
zu, in dem sie dann während einer endlichen Zeit te < t < ta miteinander
wechselwirken. Schließlich entfernen sich zur Zeit t ≥ ta die auslaufenden
Teilchen mit Impulsen f j vom Wechselwirkungsbereich. Folglich ist

3 Viele Autoren ziehen es vor, anstelle der S-Matrix die T -Matrix zu diskutieren. Die
beiden Matrizen hängen folgendermaßen zusammen:

〈f |S |k〉 = 〈f | 1− iT |k〉 = 〈f |k〉 − 〈f | iT |k〉

Die beiden Matrizen unterscheiden sich also im Wesentlichen durch den trivialen Term
〈f |k〉, der dann von Null verschieden ist wenn Teilchen den Wechselwirkungsbereich ohne
Streuung durchlaufen. Achtung: Dieser Operator T darf nicht mit dem Zeitordnungs-
Operator verwechselt werden.
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S ≡ U(ta, te) , falls Wechselwirkungen nur im

Zeitintervall te < t < ta möglich sind. (19.43c)

Die Impulse können nicht scharf definiert sein, denn sonst wären die
einlaufenden und auslaufenden Teilchen über das gesamte Normierungsvo-
lumen delokalisiert, und würden zu jeder Zeit miteinander wechselwirken.
Wir nehmen vielmehr an, dass die Teilchen eigentlich durch Wellenpakete
beschrieben werden müssten, deren Impulse „ziemlich eng“ um ~k bzw.
~f zentriert sind, und deren Orte entsprechend der Heisenberg’schen Un-
bestimmtheitsrelation über „ziemlich große“ Bereiche ∆x ≈ 1/∆k bzw.
∆y ≈ 1/∆f delokalisiert sind. Die Teilchen werden also durch „fast“ ebene
Wellen mit „fast“ scharf definierten Impulsen beschrieben, aber eben nur
fast. Die Wellenpakete haben endliche Ausdehnung, und ihre Amplituden
im Wechselwirkungsbereich sind nur im Zeitraum von te bis ta merklich von
Null verschieden. Ihre Amplituden am Rand des Normierungsvolumens Ω
sind Null, solange sie im Wechselwirkungsbereich von Null verschieden sind,
d. h. Ω ist viel größer als der Wechselwirkungsbereich. Um Schreibarbeit zu
sparen, behalten wir diese Definition zwar im Kopf, beschreiben die Teilchen
in den Formeln aber vereinfacht als ebene Wellen mit scharf definierten
Impulsen.

Laut (19.10) besteht die Verknüpfung zwischen den Feldoperatoren ψ(W )
und ψ darin4, dass in (mindestens) einem beliebig wählbaren Zeitpunkt
ψ(W )(t0,x) = ψ(t0,x) gilt. Um mit den Berechnungen weiterzukommen,
müssen wir für diesen Zeitpunkt den Feldoperator ψ(W )(t0,x) finden, entwe-
der durch Lösen der Feldgleichung (19.4) oder durch Raten. Auf den ersten
Blick scheint diese Aufgabe sehr einfach zu sein (und das ist natürlich auch
der Grund, warum wir – wie fast alle Lehrbücher der QFT – Streuereignisse
als unser Standardbeispiel wählen): Zu Zeiten t ≤ te, und zu Zeiten t ≥ ta,
ist der Wechselwirkungsterm in (19.4) Null, und wir erwarten dass ψ(W )(t,x)
zur Zeit t ≤ te bzw. t ≥ ta, zu der die Teilchen noch nicht bzw. nicht mehr
wechselwirken, gleich dem wohlbekannten Operator des freien Feldes ist.

Bei der genaueren Untersuchung taucht jedoch ein ernsthaftes Problem
auf. Wir werden in den folgenden Abschnitten Matrixelemente durch Feyn-

4 Wir erinnern an die Umbenennung (19.21) der Indizes!
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man-Graphen beschreiben, und dabei zum Beispiel den folgenden Graphen
begegnen:

x1

x

x

x

2

3 4

y
y

x
1

x
3

x
4x

2
z

(19.44)
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Den ersten Graphen kann man anschaulich so lesen, dass zwei Teilchen
von den Raumzeitpunkten x1 und x2 kommend nach y laufen und dort
wechselwirken. Dann laufen zwei Teilchen nach x3 und x4 aus. Beim zweiten
Graphen gibt es eine zusätzliche Wechselwirkung am Raumzeitpunkt z. In
beiden Fällen kann man davon ausgehen, dass zu den Zeiten te � y0, z0 und
ta � y0, z0 keine Wechselwirkung zwischen den Teilchen stattfindet. Bei den
beiden letzten Graphen ist das anders. Sie beschreiben den unanschaulichen
Vorgang, dass ein Teilchen auf seinem Weg von x1 nach x2 „an sich selbst
gestreut“ wird. Der Vergleich mit den Experimenten zeigt, dass derartige
Selbstwechselwirkungen eine wichtige Rolle spielen und keinesfalls einfach
aus der Theorie gestrichen werden dürfen.
Weil die Selbstwechselwirkung der Teilchen nicht auf einen Zeitraum

te < t < ta eingeschränkt werden kann sondern zu jeder Zeit möglich ist,
scheint es zunächst überhaupt keinen Zeitpunkt zu geben, in dem man den
Feldoperator ψ(W )(x) leicht erraten kann. Um die Lösung dieses Problems
zu erklären, müssen wir etwas vorgreifen. In Abschnitt 20.3 werden wir die
Selbstwechselwirkungs-Graphen berechnen und feststellen, dass sie divergie-
ren. Die Behandlung dieser Divergenzen ist das Thema von Kapitel 22. Wir
werden sehen dass die Selbstwechselwirkungs-Graphen sich in die harmlose
Propagator-Linie des dritten Graphen von (19.44) verwandeln, wenn ers-
tens der Masseparameter m des Feldes und zweitens die Amplitude ψ des
Feldoperators in einer geeigneten Weise, die als Renormierung bezeichnet
wird, neu definiert werden.

Die Selbstwechselwirkung verschwindet dabei nicht aus der Theorie, son-
dern sie wird durch die Renormierung der beiden Parameter so in den
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Formalismus eingebaut, dass sie quasi automatisch stets berücksichtigt wird
und nicht mehr in Selbstwechselwirkungs-Graphen explizit dokumentiert
und berechnet werden muss. Also ist ψ(W )(t,x) in den Zeitbereichen t ≤ te
und t ≥ ta formal identisch mit den bekannten Lösungen der freien Klein-
Gordon-Gleichung (19.1), sobald man nur die renormierte Masse m und
den renormierten Feldoperator ψ(x) einsetzt.

Wir werden außerdem in Abschnitt 20.3 feststellen, dass auch der zweite
Graph in (19.44) divergiert. Diese Divergenz werden wir in Kapitel 22
dadurch beheben, dass auch die Kopplungskonstante λ renormiert wird. Im
Vorgriff darauf werden wir ab sofort in sämtlichen Rechnungen, falls nicht
ausdrücklich etwas anderes gesagt wird, die renormierten Faktoren m, ψ(x),
und λ verwenden.

Wir wollen jetzt Sfk als Funktion der Feldoperatoren ψ(W )(x) darstellen.
In Anhang A.26 wird auf einem ziemlich länglichen, und trotzdem nicht
mathematisch strengen Weg folgendes Resultat hergeleitet:

Sf1...fnk1...km = 〈f1 . . .fn|S |k1 . . .km〉
(A.202)=

=
n∏
j=1

G̃-1(fj)√
2~ωfjΩ

ta∫
te

∫
Ω

d4yj exp{+ifjyj} ·

·
m∏
l=1

G̃-1(kl)√
2~ωklΩ

ta∫
te

∫
Ω

d4xl exp{−iklxl} ·

· 〈0|Tψ(W )(y1) . . . ψ(W )(yn)ψ(W )(x1) . . . ψ(W )(xm) |0〉 (19.45)

Man beachte, dass die Integrale über x und y sich auch auf das Matrixelement
in der letzten Zeile erstrecken.

G̃-1(k) (12.7)= −i~c
(
k2 −m2 c

2

~2
+ iε′

)
(19.46)

ist das inverse der Fourier-transformierten Greensfunktion. Wir überprüfen
die Dimensionen: Jedes ein- oder auslaufende Teilchen trägt zu (19.45) die
Dimension
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[
G̃-1√
~ωkΩ

· d4xψ(W )(x)
]

= (19.47)

= Energie
Länge

√
Energie ·Volumen

· Länge4
√

Energie ·Volumen
= 1

bei. Also ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude dimensionslos, wie es sein
muss.
Es wird sich in den folgenden Abschnitten als nützlich erweisen und

viele Formeln vereinfachen, wenn man die Zeitpunkte te und ta formal ins
Unendliche schiebt:

te → −∞ , ta → +∞ =⇒
ta∫
te

dt ≈
+∞∫
−∞

dt (19.48)

Auch diese Festlegung ist natürlich nicht wörtlich zu verstehen. Denn wir ha-
ben ja gerade angenommen dass die Amplituden der Wellenpakete am Rand
des Normierungsvolumens Null sind, solange Wechselwirkungen zwischen
den Teilchen vorkommen können. Für t→ ±∞ würde das nicht einmal bei
unendlich großem Normierungsvolumen der Fall sein. Gemeint ist vielmehr,
dass te und ta zwar endlich sind und bleiben, aber so groß gegenüber allen
anderen in den Formeln auftretenden Zeitpunkten gewählt werden, dass
(19.48) eine gute Näherung darstellt.

Indem man außerdem (19.19) in (19.45) einsetzt, gelangt man zur LSZ-
Reduktionsformel5. Sie verknüpft die S-Matrix mit dem Vakuum-Erwar-
tungswert der Feldamplituden im Wechselwirkungsbild:

5 benannt nach ihren Entdeckern Harry Lehmann (1924 – 1998), Kurt Symanzik (1923 –
1983), und Wolfhart Zimmermann (1928 – 2016)
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Sf1...fnk1...km = 〈f1 . . .fn|S |k1 . . .km〉 =

=
n∏
j=1

G̃-1(fj)√
2~ωfjΩ

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4yj exp{+ifjyj}·

·
m∏
l=1

G̃-1(kl)√
2~ωklΩ

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4xl exp{−iklxl}
∞∑
j=0

1
j! ·

·

〈0|Tψ(y1) . . . ψ(yn)ψ(x1) . . . ψ(xm)
(
− i

~

+∞∫
−∞

dτ H(τ)
)j
|0〉

〈0|T
∞∑
r=0

1
r!
(
− i

~

+∞∫
−∞

dτ H(τ)
)r
|0〉

(19.49)

Achtung: Die Integrale über xl und yj erstrecken sich auch über das Matrix-
element im Zähler der letzten Zeile. Auf der Masseschale ist G̃-1(k) = (19.46)
Null. Wieso kann es unter diesen Umständen überhaupt von Null ver-
schiedene S-Matrix-Elemente geben? Wir werden feststellen, dass bei der
Berechnung der Matrixelemente 〈0|Tψ(y1) . . . |0〉 fouriertransformierte Pro-
pagatoren der Form (12.7) auftauchen.6 Genau dann, wenn die Polstellen
dieser Propagatoren die Nullfaktoren der LSZ-Reduktionsformel kompen-
sieren, gibt es einen von Null verschiedenen Beitrag zur S-Matrix. Die
delikate Balance von Polstellen und Nullfaktoren ist der Grund, warum die
mathematisch strenge Herleitung der LSZ-Formel so schwierig ist, und das
technische Niveau dieses Lehrbuchs deutlich übersteigt.

Obwohl die LSZ-Formel (19.49) ziemlich kompliziert und einschüchternd
wirkt, wird sie sich im Folgenden als leicht zu handhaben und extrem
nützlich erweisen.

6 Tatsächlich haben wir bereits Produkte von Feynman-Propagatoren in den Matrixele-
menten von Feldoperator im Wechselwirkungsbild entdeckt, siehe z. B. (19.39).
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20 Feynman-Graphen der ψs-Theorie

Feynman hat eine graphische Darstellung für Matrixelemente der Quan-
tenfeldtheorie eingeführt, die sich als überaus nützlich erwiesen hat. Das
Verfahren wird im ersten Abschnitt dieses Kapitels anhand einfacher Baum-
graphen dargestellt. Im darauf folgenden Abschnitt beschäftigen wir uns
mit Graphen, die Schleifen enthalten. Wir werden sehen, dass bei der Be-
rechnung solcher Graphen Divergenzen auftreten. In Kapitel 22 werden wir
klären, wie die Divergenzen durch Renormierung beseitigt werden können.

20.1 Baum-Graphen

Wir betrachten ein Streuereignis, bei dem zwei Teilchen mit Wellenzahl k1
und k2 einlaufen, und zwei Teilchen mit Wellenzahl k3 und k4 auslaufen.
Wir wollen die Ordnungen S(0), S(1), S(2), . . . der Streuamplitude

∞∑
n=0

S(n) ≡ Sk4k3k2k1 = 〈k3k4|S |k1k2〉 (20.1)

Schritt für Schritt berechnen. Dazu wird der Wechselwirkungsterm

− i

~

+∞∫
−∞

dτ H(τ) (19.6)= (−iλ ~2c2)
+∞∫
−∞

cdτ
∫
Ω

d3y ψs(τ,y) (20.2)

mit s = 3 oder s = 4

in die LSZ-Reduktionsformel eingesetzt:



20.1 Baum-Graphen 411

S(n) (19.49)= 1
M

4∏
j=1

G̃-1(kj)
Nj

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4xj ·

· exp{−i(k1x1 + k2x2 − k3x3 − k4x4}
(−iλ ~2c2)n

n! ·

· 〈0|Tψ(x1)ψ(x2)ψ(x3)ψ(x4)
( +∞∫
−∞

∫
Ω

d4y ψs(y)
)n
|0〉 (20.3)

Dabei ist

M ≡ 〈0|T
∞∑
r=0

1
r!
(
(−iλ ~2c2)

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4wψs(w)
)r
|0〉 (20.4)

der Nenner der LSZ-Formel (19.49), und

Nj ≡
√

2~ωkjΩ (20.5)

ist eine Kurzschreibweise für den Normierungsfaktor. Wenn der Zahlenwert
der Kopplungskonstanten so klein ist, dass

|λ ~2c2|(n+1)

(n+ 1)! � |λ ~
2c2|n

n!

gilt, wird die Reihenentwicklung der S-Matrix schnell konvergieren.
Nullte Ordnung: n = 0. Es ist von vornherein klar, dass S(0) = 0 ist.

Denn bei n = 0 sind alle Faktoren in (20.3), die irgendetwas mit einer
Wechselwirkung zu tun haben, gleich Eins. Also werden die Teilchen durch
den Wechselwirkungsbereich laufen, ohne irgend etwas voneinander zu
spüren. Wir werden die Berechnung von S(0) trotzdem durchführen, weil
sie einen lehrreichen Einstieg in die Anwendung der LSZ-Formel bietet.
M = (20.4) ist von Null verschieden. Das Matrixelement in der letzten Zeile
von (20.3) (mit dem Wechselwirkungsterm gleich Eins) kennen wir bereits:
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〈0|Tψ(x1)ψ(x2)ψ(x3)ψ(x4) |0〉 (19.39)= G(x1 − x2) ·G(x3 − x4) +
+ G(x1 − x3) ·G(x2 − x4) +G(x1 − x4) ·G(x2 − x3) (20.6)

Für jeden der vier Raum-Zeit-Punkte x1, x2, x3, x4, an dem die vier Feld-
operatoren definiert sind, zeichnen wir einen Punkt. Für jeden Propagator,
der die Punkte verbindet, zeichnen wir eine Linie. Damit kann der Zähler
der Streumatrix in nullter Ordnung folgendermaßen symbolisiert werden:

S̃(0) ≡M · S(0) (20.3)=
4∏
j=1

G̃ -1(kj)
Nj

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4xj ·

· exp{−i(k1x1 + k2x2 − k3x3 − k4x4)} ·
· 〈0|Tψ(x1)ψ(x2)ψ(x3)ψ(x4) |0〉 =̂

=̂
x1

x

x

x

2

3 4

+
x1

x

x

x

2

3 4

+
x1

x

x

x

2

3 4

=

= 2 ·
x1

x

x

x

2

3 4︸                  ︷︷                  ︸
S̃(0)
a

+
x1

x

x

x

2

3 4︸              ︷︷              ︸
S̃

(0)
b

(20.7)

Weil zwei der drei Summanden offensichtlich das numerisch gleiche Ergebnis
liefern ist es üblich, nur einen von ihnen zu zeichnen und mit dem Symmetrie-
faktor (in diesem Fall 2) zu multiplizieren. Die Graphen wurden mit einem
„entspricht“ -Zeichen angefügt, nicht mit einem Gleichheitszeichen. Denn
die selben Graphen werden auch dann verwendet, wenn das Matrixelement
〈0|T . . . |0〉 in einer anderen Gleichung als der LSZ-Formel (20.7) auftau-
chen. Auch wenn eine Gleichung das Betragsquadrat dieses Matrixelements
enthält, wird es durch die gleichen, unveränderten Graphen repräsentiert.

Der letzte Graph repräsentiert das Propagatorproduct G(x1−x2) ·G(x3−
x4), das in (20.6) als eine von drei möglichen Kontraktionen des Matrixele-
ments auftaucht. Dieser Graph passt nicht zur anschaulichen Interpretation
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der Graphen, mit zwei einlaufenden Teilchen ψ(x1) und ψ(x2), und zwei
auslaufenden Teilchen ψ(x3) und ψ(x4). Trotzdem ist dies eine vollwertige
Kontraktion des Matrixelements. Folglich darf dieser Graph nicht gestrichen
werden, es sei denn wir können beweisen dass er Null ergibt.

Außerdem wurde das Zeichen

S̃(n) ≡M · S(n) (20.8)

für den Zähler der LSZ-Formel (20.3) definiert. Mit dem Nenner M werden
wir uns in (20.20)ff beschäftigen. Zunächst berechnen wir

S̃(0)
a = 2

4∏
j=1

G̃ -1(kj)
Nj

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4xj G(x3 − x1)G(x4 − x2) ·

· exp{−i(k1x1 + k2x2 − k3x3 − k4x4)} . (20.9)

Offensichtlich kann S̃(0)
a ≡ S̃(0)

a31 · S̃
(0)
a42 zerlegt werden in den Faktor

S̃
(0)
a31√

2
=

∏
j=3,1

G̃ -1(kj)
Nj

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4xj G(x3 − x1) e−i(k1x1−k3x3) ,

und einen Faktor S̃(0)
a42, der sich von S̃(0)

a31 nur dadurch unterscheidet, dass die
Indizes 3 durch 4 und 1 durch 2 ersetzt sind. Mit der Fourier-Transformation

G(x3 − x1) (7.15)= 1
Ω
∑
f

+∞∫
−∞

df0

2π G̃(f) exp{−if(x3 − x1)} (20.10)

erhält man

S̃
(0)
a31 =

√
2

Ω
∑
f

+∞∫
−∞

df0

2π
∏
j=3,1

G̃ -1(kj)
Nj

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4xj ·

· exp{−i(f − k3)x3 − i(k1 − f)x1)} G̃(f) . (20.11)

Durch Einsetzen von
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+∞∫
−∞

∫
Ω

d4x1 exp{−i(k1 − f)x1)} (7.16b)= 2πΩ δ(f0 − k0
1) δfk1 (20.12)

ist die Summe über f und das Integral über f0 leicht ausführbar mit dem
Ergebnis

S̃
(0)
a31 =

√
2

Ω2π · 2πΩ
∏
j=3,1

G̃ -1(kj)
Nj

· G̃(k1) ·

·
+∞∫
−∞

∫
Ω

d4x3 exp{−i(k1 − k3)x3} . (20.13)

Das Integral über x3 ergibt die Deltafunktion und das Kronecker-Symbol
(20.12), welche die Erhaltung von Energie und Impuls des Teilchens sicher-
stellt, das bei x1 einläuft und bei x3 ausläuft. Die Fouriertransformierte
Greensfunktion wird gekürzt:

S̃
(0)
a31 =

√
2 G̃ -1(k3)

N1N3
2πΩ δ(k0

3 − k0
1) δk3k1

S̃(0)
a = 2 G̃ -1(k3) G̃ -1(k4)

N1N2N3N4
2πΩ δ(k0

3 − k0
1) δk3k1 ·

· 2πΩ δ(k0
4 − k0

2) δk4k2 = 0 (20.14)

Weil die Graphen (20.7) nur jeweils zwei Propagatoren enthalten, konnten
nur zwei der vier Nullfaktoren G̃ -1 gekürzt werden. Deshalb ist S̃(0)

a = 0.
Es wären vier Propagatoren erforderlich, um die vier Null-Faktoren G̃ -1 im
Zähler zu kompensieren. Aus dem gleichen Grund ist offensichtlich auch
S̃

(0)
b = 0, so dass insgesamt S̃(0) = 0 ist. Überraschend ist dies Ergebnis

nicht. In nullter Ordnung ist der Wechselwirkungsfaktor in (20.3) gleich
∼
(
λψs(y)

)0. Also spürt das eine Teilchen nichts vom anderen, und folglich
gibt es auch keine Streuung zwischen den Teilchen.

Es gibt einen weiteren, allgemein gültigen Grund, warum Diagramme wie
das in (20.7) abgebildete S̃(0)

b immer Null ergeben: Wenn man sie berechnet,
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dann findet man ein Resultat mit der Randbedingung δ(k0

1 − k0
2) δk1k2 .

Folglich muss k2 = k1 sein. Es kann aber kein Streuereignis geben, wenn die
zwei einlaufenden Teilchen den Relativ-Impuls Null haben. Also können wir
in Zukunft beruhigt alle Diagramme streichen, in denen die Feldoperatoren
ψ(x1) und ψ(x2) der beiden einlaufenden Teilchen zum PropagatorG(x2−x1)
kontrahiert sind.

Berechnung von S̃(1): Bei der nullten Ordnung haben wir bereits gesehen,
dass mindestens vier Propagatoren zur Kompensation der Nullfaktoren im
Zähler der LSZ-Formel erforderlich sind. Um vier Propagatoren zu bilden,
braucht man acht Feldoperatoren. Die beiden einlaufenden und die beiden
auslaufenden Teilchen liefern zusammen vier Feldoperatoren. Die fehlenden
vier müssen vomWechselwirkungsterm kommen. Es wäre Zeitverschwendung,
in erster Ordnung die Wechselwirkung (20.2) mit s = 3 zu betrachten, weil
sie nur drei Operatoren liefert. Wir untersuchen deshalb die Streuung in
erster Ordnung der ψ4-Theorie, d. h. wir setzen

O(λ1) =⇒ T
1
1!
(
(−iλ ~2c2)

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4y ψ4(y)
)1

(20.15)

als Wechselwirkungsterm in die LSZ-Formel ein:

24 ·
x1

x

x

x

2

3 4

y =̂ S̃(1) = M · S(1) (20.3)=
4∏
j=1

G̃ -1(kj)
Nj

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4xj ·

· exp{−i(k1x1 + k2x2 − k3x3 − k4x4)} (−iλ ~2c2)
+∞∫
−∞

∫
Ω

d4y

· 〈0|Tψ(x1)ψ(x2)ψ(x3)ψ(x4)ψ(y)ψ(y)ψ(y)ψ(y) |0〉 =

= S̃(1) =
4∏
j=1

G̃ -1(kj)
Nj

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4xj (−iλ ~2c2)
+∞∫
−∞

∫
Ω

d4y

· exp{−i(k1x1 + k2x2 − k3x3 − k4x4)}

· 4!
(
G(x1 − y)G(x2 − y)G(x3 − y)G(x4 − y)

)
(20.16)
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Der Vakuum-Erwartungswert des zeitgeordneten Operatorprodukts ist nach
Satz (19.40a) gleich der Summe der 105 Produkte von je 4 Feynman-Pro-
pagatoren, die aus den acht Feldoperatoren gebildet werden können. Wenn
zwei der Operatoren ψ(y) zum Propagator G(y− y) = 1 kombiniert werden,
dann ergeben sie keinen Beitrag zur Kompensation der vier Nullfaktoren
G̃ -1(kj). Nur wenn jeder der Operatoren ψ(x1) . . . ψ(x4) mit je einem der
Operatoren ψ(y) zu einem Propagator kombiniert wird, kann es einen von
Null verschiedenen Beitrag zur S-Matrix geben. Nur solche Summanden
wurden in (20.16) eingetragen, alle 81 anderen Summanden wurden von
vornherein gestrichen. Es gibt 4 Möglichkeiten, den Operator ψ(x1) mit
einem der Operatoren ψ(y) zu kombinieren, 3 Möglichkeiten um ψ(x2) mit
einem der verbleibenden Operatoren ψ(y) zu kombinieren, usw., also insge-
samt 4! mögliche Kombinationen. Deshalb besteht S̃(1) aus 4! Summanden.
Weil jeder dieser Summanden offenbar gleich groß ist, wird nur ein Graph
berechnet und mit dem Symmetriefaktor 4! = 24 multipliziert.
Anmerkung: Der Symmetriefaktor 4! = 24 wird uns in der ψ4-Theorie

sehr häufig begegnen, ebenso der Symmetriefaktor 3! = 9 in der ψ3-Theorie.
Um Schreibarbeit zu sparen, definieren deshalb viele Autoren die Kopp-
lungskonstante λ/s!, die wir als λ definiert haben. Der didaktische Vorteil,
dass die Symmetriefaktoren jederzeit explizit sichtbar und erkennbar sind,
rechtfertigt jedoch nach Ansicht des Autors die geringfügige zusätzliche
Schreibarbeit.
Im Feynman-Diagramm (20.16) laufen im Raum-Zeit-Punkt y mehrere

Propagator-Linien zusammen. Ein derartiger innerer Punkt wird als Vertex
(lateinisch Drehpunkt, Plural: Vertizes) bezeichnet. Für die äußeren Punkte,
die nur die Endpunkte von jeweils einem Propagator sind, ist diese Bezeich-
nung nicht üblich. Einsetzen der Fourier-Transformation (20.10) und der
Definition

yj ≡ xj − y =⇒ d4xj = d4yj (20.17)
xj = yj + y

ergibt
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S̃(1) = 24 · (−iλ ~2c2)
+∞∫
−∞

∫
Ω

d4y exp{−i(k1 + k2 − k3 − k4)y}

·
2∏
j=1

G̃ -1(kj)
Nj Ω

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4yj
∑
fj

+∞∫
−∞

df0
j

2π G̃(fj) exp{−i(fj + kj)yj}

·
4∏
l=3

G̃ -1(kl)
Nl Ω

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4yl
∑
f l

+∞∫
−∞

df0
l

2π G̃(fl) exp{−i(fl − kl)yl}

= 24 · (−iλ ~2c2)
+∞∫
−∞

∫
Ω

d4y exp{−i(k1 + k2 − k3 − k4)y}

·
4∏
j=1

G̃ -1(kj)
Nj

G̃(−k1) G̃(−k2) G̃(k3) G̃(k4) , (20.18)

wobei (20.12) benutzt wurde. Wegen G̃(k)(12.7)= G̃(−k) können die vier Null-
faktoren gekürzt werden. Außerdem ergibt das Integral über y wieder eine
Deltafunktion und ein Kronecker-Symbol, welche die Erhaltung von Energie
und Impuls garantieren:

S̃(1) = 24 · (−iλ ~2c2)
4∏
j=1

√
1

2~ωkjΩ
·

· 2πΩ δ(k0
1 + k0

2 − k0
3 − k0

4) δ(k1+k2),(k3+k4) . (20.19)

Nun müssen wir den Nenner

M
(20.4)= 〈0|T

∞∑
r=0

1
r!
(
− iλ ~2c2

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4y ψ4(y)
)r
|0〉 (20.20)

der LSZ-Reduktionsformel untersuchen. Der Summand nullter Ordnung ist

M (0) = 〈0|0〉 = 1 . (20.21)

Der Summand erster Ordnung
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M (1) = −iλ ~2c2
+∞∫
−∞

∫
Ω

d4y 〈0|ψ4(y) |0〉 =̂ 3 ·
y

(20.22)

kann durch einen Feynman-Graphen repräsentiert werden, in dem zwei
Propagatoren am gleichen Vertex y beginnen und enden. Es gibt drei ver-
schiedene Möglichkeiten, die vier Feldoperatoren ψ(y) paarweise zu diesem
Graph zu kombinieren, deshalb taucht der Symmetriefaktor 3 auf.
Das Matrixelement zweiter Ordnung

M (2) = (−iλ ~2c2)2

2!

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4y

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4z 〈0|T ψ4(y)ψ4(z) |0〉 =̂

=̂ 9 · z

y

+ 72 ·
z

y
+ 24 ·

z

y

(20.23)

wird durch die Summe dreier Graphen repräsentiert. Insgesamt gibt es
entsprechend Satz (19.40a) 7 ·5 ·3 = 105 Möglichkeiten, die 8 Feldoperatoren
ψ zu 4 Propagatoren zu kombinieren. Der obere Teil des ersten Graphen kann
– genau wie (20.22) – auf 3 unterschiedliche Weisen realisiert werden, der
untere Teil ebenso. Also gibt es insgesamt 9 verschiedene Möglichkeiten, die
4 + 4 Feldoperatoren zum ersten Graphen zu kombinieren. Um beim zweiten
Summanden aus vier ψ(y) und vier ψ(z) die mittlere Schleife zu bilden, gibt
es 4 · 4 · 3 · 3/2! = 72 verschiedene Möglichkeiten. Für die Erzeugung der
oberen und der unteren Schleife bleibt danach nur noch 1 Möglichkeit. Um
beim dritten Graphen aus den vier ψ(y) und vier ψ(z) die vier Propagatoren
G(y−z) zu bilden, gibt es 4 ·4 ·3 ·3 ·2 ·2/4! = 24 verschiedene Möglichkeiten.
Man beachte, dass eine Vertauschung der Vertizes y ↔ z nur eine Drehung
der Graphen um 180 Grad bedeuten aber nicht ihre Topologie verändern
würde, und deshalb keine neue Variante darstellt. Für die Topologie eines
Graphen ist allein entscheidend, welcher der acht Operatoren ψ(y) bzw. ψ(z)
mit welchem der sieben anderen Operatoren ψ(y) bzw. ψ(z) zum Propagator
kombiniert ist, aber nicht, ob eine Vakuum-Blase oben oder unten gemalt
wird.
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Das Matrixelement ditter Ordnung ist

M (3) = (−iλ ~2c2)3

3!

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4y

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4z

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4w

· 〈0|T ψ4(y)ψ4(z)ψ4(w) |0〉 =̂

=̂ 3 · 72 · 3︸       ︷︷       ︸
648

·
z

y w
+ . . . . (20.24)

Wir betrachten nur einen der zahlreichen Graphen dieses Matrixelements.
Der Symmetriefaktor der linken Struktur ist 72, siehe (20.23). Der Symme-
triefaktor der rechten Struktur ist 3, siehe (20.22). Einen zusätzlichen Faktor
3 gibt es, weil es einen topologischen Unterschied macht, ob sich der Vertex
y, z, oder w in der rechten Struktur befindet. Also ist der Symmetriefaktor
insgesamt 72 · 3 · 3 = 648.
Wir werden weder die bisher angegebenen Ordnungen M (n) explizit be-

rechnen, noch die unendlich vielen Beiträge M (n) höherer Ordnung. Denn
es gibt eine elegante Möglichkeit, M gegen eine identische Summe im Zäh-
ler der LSZ-Formel zu kürzen. Was wir letztlich berechnen wollen ist die
Streuamplitude

S =
∞∑
n=0

S(n) =
∞∑
n=0

S̃(n)

M
=
∑∞
n=0 S̃

(n)∑∞
j=0M

(j) . (20.25)

Dazu kompilieren wir jetzt Ordnung für Ordnung eine systematische Liste
der Graphen und Symmetriefaktoren von M (n) und S̃(n).

M (0)=̂ m(0) · 1 (20.26a)

Natürlich kennen wir von (20.21) den Symmetriefaktor m(0) = 1. Und 1
ist eigentlich kein Feynman-Graph, sondern lediglich der numerische Wert
des Matrixelements 〈0|0〉. Aber wir wollen eine systematische Beschreibung
zusammenstellen, bei der nicht alle Symmetriefaktoren explizit berechnet
zu werden brauchen, und bei der jeder Eintrag einen oder mehrere Graphen
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(oder wenigstens die 1 als Ersatz für einen Graphen) enthält. In erster
Ordnung finden wir

M (1) =̂ m(1) ·
y

. (20.26b)

Die Terme zweiter Ordnung sind

M (2)=̂ m(2)
a · z

y

+ m
(2)
b · z

y
+ m(2)

c ·
z

y

. (20.26c)

In dritter Ordnung findet man

M (3)=̂ 3 ·m(1)m(2)
a ·

z

y w
+ . . . (20.26d)

und viele weitere Graphen Wir werden nicht die Terme höherer Ordnung
M (n) auflisten. Stattdessen kompilieren wir die ersten Terme von S̃(n):

S̃(0) =̂ s(0)
a m(0) ·

x1

x

x

x

2

3 4

+ s
(0)
b m(0) ·

x1

x

x

x

2

3 4

(20.27a)

S̃(1) =̂ s(0)m(1) ·
x1

x

x

x

2

3 4

y
+

+ s(1)m(0) ·
x1

x

x

x

2

3 4

y (20.27b)

In (20.16) hatten wir das erste Diagramm von S̃(1) gestrichen, weil wir von
vornherein wussten dass die vier Null-Faktoren der LSZ-Formel nicht durch
die Propagatoren
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s(0)m(1) ·G(x2 − x1)G(x4 − x3) G(y − y)G(y − y)︸                      ︷︷                      ︸

1

dieses Graphen kompensiert werden können, so dass dieser Graph nicht
zur Streuamplitude beitragen würde. Aber für die Vollständigkeit unserer
systematischen Auflistung der Graphen ist dieser Term erforderlich. Es gibt
außer den beiden Diagrammen (20.27b) keine weiteren1 Möglichkeiten, die
vier Feldoperatoren ψ(xj) (die zu den vier ein- und auslaufenden Teilchen
gehören) und die vier Feldoperatoren ψ(y) (die zum Vertex der ψ4-Theorie
gehören) zu Propagatoren zu kontrahieren.
Die Graphen zweiter Ordnung sind

S̃(2)=̂ s(0)
(
m(2)
a ·

x1

x

x

x

2

3 4

z

y

+m
(2)
b ·

x1

x

x

x

2

3 4

z

y

+ m(2)
c ·

x1

x

x

x

2

3 4
z

y )

+ 2 · s(1)m(1) ·
x1

x

x

x

2

3 4

y
z

+ s(2)
a m(0) · . . .+ s

(2)
b m(0) · . . .+ . . . (20.27c)

Man beachte den zusätzlichen Symmetriefaktor 2 in der vorletzten Zeile,
der durch den Austausch der Vertizes y und z zustande kommt! Wir werden
diesen wichtigen Faktor gleich diskutieren.

Wir kennen die Graphen mit den Symmetriefaktoren s(2)
j noch nicht, und

auch nicht die Terme S̃(n) mit n > 2. Aber unsere Auflistung reicht aus, um
eine Regelmäßigkeit zu erkennen. Für eine geeignete Beschreibung dieser

1 Wir erinnern daran, dass wir renormierte Masse-Parameter m und renormierte Feld-
operatoren ψ verwenden. Deshalb sind Graphen wie der vierte in (19.44) unterdrückt.
Siehe die Diskussion im Anschluss an (19.44).
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Regelmäßigkeit brauchen wir die

Definition: Ein Graph heißt verbunden, wenn jede seiner
Strukturen direkt oder indirekt mit mindestens einem ein-
oder auslaufenden Teilchen verbunden ist. Andernfalls heißt
der Graph unverbunden.

(20.28)

Beispielsweise sind die Graphen (20.27a) und der zweite Graph in (20.27b)
verbunden, während der erste Graph in (20.27b) unverbunden ist (da die
Struktur nicht mit irgend einem ein- oder auslaufenden Teilchen verbun-
den ist). Alle in (20.27c) explizit gezeichneten Graphen sind unverbunden.
Wir nutzen (20.28), um

S
(n) ≡ S̃(n) − (unverbundene Graphen) (20.29)

als die Untermenge der verbundenen Graphen von S̃(n) zu definieren.
Jetzt müssen wir den zusätzlichen Symmetriefaktor 2 in der vorletzten

Zeile von (20.27c) diskutieren. Die allgemeine Regel ist: Wenn ein (verbun-
dener oder unverbundener) Graph der Ordnung j und ein (verbundener
oder unverbundener) Graph der Ordnung (n− j) zu einem unverbundenen
Graph der Ordnung n kombiniert werden, dann gibt es – durch Permutation
der Vertizes – einen zusätzlichen Symmetriefaktor(

n
j

)
=
(

n
n− j

)
= n!
j! (n− j)! . (20.30)

In (20.24) sind wir bereits auf ein anderes Beispiel dafür gestoßen, mit dem
zusätzlichen Symmetriefaktor ( 3

2 ) = 3. Die zusätzlichen Symmetriefaktoren
sind sehr wirchtig, weil wir im Folgenden die Streuamplitude der Ordnung
n in der Form

S̃(n) = S
(0)
M (n) + S

(1)
M (n−1) + . . .+ S

(n)
M (0)

konstruieren wollen. Jetzt erinnern wir uns daran, dass in der LSZ-Formel
(20.3) von S̃(n) ein Faktor 1/n! enthalten ist. Der zusätzliche Symmetriefak-
tor (20.30) bewirkt, dass der Faktor 1/n! gekürzt und durch das Produkt der
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entsprechenden Faktoren 1/j! von S(j) und 1/(n− j)! von M (n−j) ersetzt
wird.

Also kann man dank der zusätzlichen Symmetriefaktoren (20.30) tatsäch-
lich (20.27) in folgender Form darstellen:

S̃(0) =S
(0)
M (0)

S̃(1) =S
(0)
M (1) +S

(1)
M (0)

S̃(2) =S
(0)
M (2) +S

(1)
M (1) +S

(2)
M (0)

...
...

...
...

S̃(n) =S
(0)
M (n) +S

(1)
M (n−1) +S

(2)
M (n−2) + . . .

. . .+ S
(n−1)

M (1) +S(n)
M (0)

S̃(n+1) =S
(0)
M (n+1) +S

(1)
M (n) +S

(2)
M (n−1) + . . .

. . .+ S
(n−1)

M (2) +S(n)
M (1) +S(n+1)

M (0)

...

Dieses unendliche Gleichungssystem wird spaltenweise addiert:
∞∑
n=0

S̃(n) = S
(0)
∞∑
j=0

M (j) + S
(1)
∞∑
j=0

M (j) + S
(2)
∞∑
j=0

M (j) + . . .

= M
∞∑
n=0

S
(n) (20.31)

Insgesamt ist die S-Matrix also gleich

S =
∞∑
n=0

S(n) (20.8)= 1
M

∞∑
n=0

S̃(n) (20.31)=
∞∑
n=0

S
(n)

. (20.32)

Man braucht weder den Nenner M noch die unverbundenen Diagramme
des Zählers S̃ der LSZ-Formel zu berechnen, weil sie gegeneinander gekürzt
werden können! Von nun an werden wir nur die verbundenen Diagramme
S

(n) = (20.29) berechnen. Denn das genügt, um die Streuamplitude S zu
finden.
Man beachte, dass nur die unendlichen Summen (20.32) gleich sind,
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während sich die einzelnen Summanden S(j)
, S̃(j)/M unterscheiden. Wenn

man die Streuamplitude nach den Termen S
(j) statt nach den Termen

S̃(j)/M entwickelt, dann verändert man den Algorithmus der Näherung. Die
Störungsrechnung führt unverändert zum Grenzwert S, aber man nähert
sich diesem Grenzwert mit einer veränderten Schrittweite.

Auch weiterhin wollen wir alle Aspekte der Störungsrechnung an möglichst
einfachen Beispielen untersuchen. Deshalb berechnen wir als Nächstes nicht
den Term S

(2) der Streumatrix mit ψ4-Wechselwirkung, sondern untersuchen
die Streumatrix mit ψ3-Wechselwirkung. In nullter Ordnung erhält man
das gleiche Ergebnis (nämlich Null) wie mit ψ4-Wechselwirkung, weil der
Wechselwirkungsterm in beiden Fällen

1
n!
(
− iλ ~2c2

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4y ψs(y)
)n (20.2)= 1 für n = 0 (20.33)

ist.
S

(1) enthält bei ψ3-Wechselwirkung die vier Operatoren ψ(xj) und drei
Wechselwirkungsoperatoren ψ(y), also insgesamt 7 Operatoren. Deshalb ist
S

(1) zufolge Satz (19.40a) gleich Null.
Der führende von Null verschiedene Term in der Reihenentwicklung der

S-Matrix ist in der ψ3-Theorie

S
(2) =

4∏
j=1

G̃ -1(kj)
Nj

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4xj
(−iλ ~2c2)2

2! ·

· exp{−i(k1x1 + k2x2 − k3x3 − k4x4)}
+∞∫
−∞

∫
Ω

d4y

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4z·

· 〈0|Tψ(x1)ψ(x2)ψ(x3)ψ(x4)ψ3(y)ψ3(z) |0〉c . (20.34)

Der Index c (für „connected“) am Matrixelement erinnert daran, das jetzt
alle unverbundenen Graphen sofort zu streichen sind, weil wir nicht S̃(2)

sondern S(2) berechnen. Um die vier Nullfaktoren G̃ -1(kj) zu kompensieren,
brauchen wir vier fouriertransformierte Greensfunktionen G̃(kj), die wieder-
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um mithilfe der vier Exponentialfunktionen exp{±i(kjxj)} gebildet werden
müssen. Ein von Null verschiedenes Ergebnis kann es nur geben, wenn jeder
Operator ψ(xj) mit einem der sechs Wechselwirkungsoperatoren ψ(y), ψ(z),
jedoch nicht mit einem anderen ψ(xj), zum Propagator kombiniert wird.
Anders gesagt: Ein Graph kann nur dann einen Beitrag zur Amplitude
leisten, wenn jeder externe Punkt mit einem Vertex, jedoch nicht mit einem
anderen externen Punkt, direkt verbunden ist.

Deshalb sind von vornherein nur zwei Arten von Graphen zu berücksich-
tigen, nämlich

x1

x

x

x

3

2 4

y z und
x1

x
x

x

2

3

4
y z . (20.35)

Man macht sich aber schnell klar, dass der zweite Graph zu einem Null-
Ergebnis führt. Denn wenn man in dem Summanden von S

(2), der dem
zweiten Graph entspricht, die (20.17) entsprechenden Substitutionen yj ≡
xj − y und z4 ≡ x4 − z durchführt und dann über die yj und z4 integriert,
enthält das Ergebnis – entsprechend (20.18) – die Faktoren

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4y exp{−i(k1 + k2 − k3)y}
+∞∫
−∞

∫
Ω

d4z exp{ik4z} =

(20.12)= (2πΩ)2 δ(k0
1 + k0

2 − k0
3) δ(k1k2),k3 δ(k

0
4) δk4,0 . (20.36)

Nur wenn das durch den Operator ψ(x4) beschriebene auslaufende Teilchen
die Energie Null und den Impuls Null hat, kann der rechte Graph in (20.35)
einen von Null verschieden Beitrag zur Streuamplitude leisten. Das ist
niemals der Fall, denn erstens hat – wegen m , 0 – kein Klein-Gordon-
Teilchen die Energie Null, und zweitens kann ein Teilchen mit Impuls Null
nicht aus dem Streubereich auslaufen. Aufgrund der Erhaltung von Energie
und Impuls kann man von vornherein jeden Graphen streichen, in dem nicht
jedes ein- oder auslaufende Teilchen direkt oder indirekt mit mindestens
einem anderen ein- oder auslaufenden Teilchen verbunden ist.
Es bleiben nur zwei Graphen der Art links in (20.35) zu berechnen,
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nämlich

S
(2)=̂ 72 ·

x1

x

x

x

3

2 4

y z

︸                          ︷︷                          ︸
S

(2)
eg

+ 144 ·
x1

x

x

x

2

3 4

y z

︸                           ︷︷                           ︸
S

(2)
ev

. (20.37)

Der Index eg bedeutet: Die beiden einlaufenden Teilchen koppeln am gleichen
Vertex. Der Index ev bedeutet: Die beiden einlaufenden Teilchen koppeln an
verschiedenen Vertizes. Wir überlegen den Symmetriefaktor für S(2)

eg : Bei drei
Operatoren ψ(y) und drei Operatoren ψ(z) gibt es 3 · 3 Möglichkeiten zur
Bildung des Propagators G(z−y). Anschließend gibt es noch 2 Möglichkeiten,
die Propagatoren G(y − x1) und G(y − x2) zu bilden, und 2 Möglichkeiten,
die Propagatoren G(x3 − z) und G(x4 − z) zu bilden. Die Vertauschung der
Vertizes y und z ergibt einen weiteren Faktor 2. Also ist der Symmetriefaktor
9 · 22 · 2 = 72. Bei S(2)

ev gibt es einen zusätzlichen Faktor 2 bei Vertauschung
von x3 und x4. Wir werden sehen, dass die beiden Graphen unterschiedliche
Ergebnisse liefern, und deshalb nicht zu einem Graphen zusammengefasst
werden können. Zunächst berechnen wir

S
(2)
eg

(20.34)= 72 ·
4∏
j=1

G̃ -1(kj)
Nj

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4xj
(−iλ ~2c2)2

2! ·

· exp{−i(k1x1 + k2x2 − k3x3 − k4x4)}
+∞∫
−∞

∫
Ω

d4y

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4z·

· G(y − x1)G(y − x2)G(z − y)G(x3 − z)G(x4 − z) . (20.38)

Hier wurde entsprechend Satz (19.40a) das Matrixelement in der letzten
Zeile von (20.34) durch das Produkt der Propagatoren ersetzt. Die allge-
meine Regel lautet: Für jede Linie eines Graphen wird der entsprechende
Propagator G als Faktor in die Streuamplitude eingetragen.

Außerdem enthält (20.38) den Faktor (−iλ ~2c2)2/2! . Die allgemeine Regel
lautet: Es gibt einen Faktor (−iλ ~2c2)n/n! für einen Graph mit n Vertizes.
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Die Regeln für die Konstruktion von Matrixelementen aus Feynman-Gra-

phen, die wir hier nach und nach kennenlernen, sammeln wir in Kasten 20.1
auf Seite 430. Denn wir wollen künftig die Reihenfolge unseres Vorgehens
umkehren. Bisher haben wir Streuamplituden algebraisch berechnet, und
dann die Ergebnisse durch Feynman-Graphen veranschaulicht. Ihren vollen
Nutzen entfalten die Graphen aber erst, wenn man sie als mnemotechnische
Hilfe verwendet um aus dem Stand heraus alle Möglichkeiten der Wech-
selwirkung in jeder Ordnung der Störungstheorie in Form von Graphen
aufzulisten, und dann im zweiten Schritt aus den Graphen die algebraischen
Formeln abzuleiten.
Indem man die Fourier-Transformation (20.10) und die Definitionen

yj ≡ xj − y =⇒ d4xj = d4yj , xj = yj + y (20.39a)
zl ≡ xl − z =⇒ d4xl = d4zl , xl = zl + z (20.39b)

einsetzt, erhält man

S
(2)
eg =(20.38) 72 · (−iλ ~2c2)2

2!

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4y

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4z ·

·
∏
j=1,2

G̃ -1(kj)
Nj

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4yj exp{−ikjy} ·

·
∏
l=3,4

G̃ -1(kl)
Nl

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4zl exp{+iklz} ·

· 1
Ω2π

∑
f1

+∞∫
−∞

df0
1 G̃(f1) exp{−i(f1 + k1)y1} ·

· 1
Ω2π

∑
f2

+∞∫
−∞

df0
2 G̃(f2) exp{−i(f2 + k2)y2} ·

Formel geht weiter !

· 1
Ω2π

∑
f

+∞∫
−∞

df0 G̃(f) exp{−if(z − y)} ·
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· 1
Ω2π

∑
f3

+∞∫
−∞

df0
3 G̃(f3) exp{−i(f3 − k3)z3} ·

· 1
Ω2π

∑
f4

+∞∫
−∞

df0
4 G̃(f4) exp{−i(f4 − k4)z4} ,

und mit der Deltafunktion (20.12) folgt

S
(2)
eg = 72 ·

4∏
j=1

G̃ -1(kj)
Nj

G̃(−k1) G̃(−k2) G̃(k3) G̃(k4)

· 1
Ω2π

∑
f

+∞∫
−∞

df0 G̃(f)
+∞∫
−∞

∫
Ω

d4y exp{−i(k1 + k2 − f)y)}

· (−iλ ~2c2)2

2!

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4z exp{+i(k3 + k4 − f)z} . (20.40)

Wegen G̃(kj)
(12.7)= G̃(−kj) kann man die vier Nullfaktoren kürzen. Das

Integral über y ergibt eine Deltafunktion, welche die Energie- und Impul-
serhaltung am Vertex y garantiert, und dementsprechend f festlegt. Das
Integral über z ergibt eine weitere Deltafunktion, welche die Energie- und
Impulserhaltung am Vertex z garantiert:

S
(2)
eg = 72 ·

( 4∏
j=1

√
1

2~ωkjΩN

) (−iλ ~2c2)2

2! G̃(k1 + k2) ·

· 2πΩ δ(k0
1 + k0

2 − k0
3 − k0

4) δ(k1+k2),(k3+k4) (20.41)

Das Teilchen, das zwischen den Vertizes propagiert, nimmt am Vertex
Energie und Impuls der äußeren Linien auf. Das lässt sich durch Feyn-
man-Diagramme im Wellenzahl-Raum (den wir wegen ~ck0 = Energie und
~k = Impuls oft auch als Energie-Impulsraum bezeichnen werden) veran-
schaulichen:
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S
(2) =̂ 72 ·

k
1

k

k

k

3

2 4

k1+k2 + 144 ·
k
1

k

k

k

2

3 4

k1 3
k-

(20.42)

Offenbar braucht man nur k2 und -k3 zu vertauschen, um

S
(2)
ev = 144 ·

( 4∏
j=1

√
1

2~ωkjΩN

) (−iλ ~2c2)2

2! G̃(k1 − k3) ·

· 2πΩ δ(k0
1 + k0

2 − k0
3 − k0

4) δ(k1+k2),(k3+k4) (20.43)

zu erhalten. Hier wurde

δ(k0
1 − k0

3 + k0
2 − k0

4) δ(k1−k3),(-k2+k4) =
= δ(k0

1 + k0
2 − k0

3 − k0
4) δ(k1+k2),(k3+k4)

benutzt. Man beachte dass S(2)
ev , 2S(2)

eg ist wegen G̃(k1−k3)
(12.7)
, G̃(k1+k2) .

Künftig wollen wir umgekehrt vorgehen, und aus Feynman-Diagrammen
im Energie-Impuls-Raum die algebraische Form der Streuamplitude ableiten.
Die Regeln können im Energie-Impuls-Raum wesentlich einfacher formuliert
werden als im Zeit-Orts-Raum, und sind in Kasten 20.2 auf Seite 431 auf-
gelistet. Denn offenbar werden immer die Null-Faktoren der LSZ-Formel
gegen die Fouriertransformierten Greensfunktionen der ein- und auslaufen-
den Teilchen gekürzt (vorausgesetzt dass jedes externe Teilchen mit einem
Vertex verbunden ist), so dass man sich die Arbeit sparen kann, beide
aufzuschreiben. Und immer stellt eine Deltafunktion die Erhaltung von
Energie und Impuls der ein- und auslaufenden Teilchen sicher. Also braucht
man etliche Integrale nicht bei jedem Graphen von neuem zu berechnen,
sondern kann sofort die Ergebnisse aufschreiben.
Was unter „nicht amputierbaren“ Graphen zu verstehen ist (Regel A in

Kasten 20.1), werden wir später um Gleichung (20.82) herum erklären.
Die Wellenzahlen innerer Linien müssen immer so gewählt werden, dass an

jedem Vertex Energie und Impuls erhalten werden. Es wird sich herausstellen,
dass diese Bedingung nicht ausreicht, um in Diagrammen mit Schleifen die
Wellenzahlen innerer Linien eindeutig festzulegen. Regel H berücksichtigt
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Kasten 20.1 : Feynman-Regeln im Zeit-Orts-Raum für die Berech-
nung der Komponente S(n) der Streuamplitude des ungeladenen Klein-
Gordon-Feldes mit ψs-Wechselwirkung
A S

(n) ist gleich der Summe sämtlicher verbundener, nicht amputierbarer
Graphen mit n Vertizes.

B Der Symmetriefaktor ist die Anzahl der Möglichkeiten, die Operatoren
ψ, aus denen der Graph aufgebaut ist, paarweise zu den Propagatoren
des Graphen zusammenzufassen. Nur einer der gleichwertigen Graphen
wird als Summand in die Streuamplitude eingetragen, und mit dem
Symmetriefaktor multipliziert.

C An jedem Vertex laufen s Linien zusammen. (Zwei Enden eines Loops
werden hier als 2 Linien gezählt.)

D Für die n Vertizes gibt es einen Faktor

1
n!
(
− iλ ~2c2

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4y
)n

,

wobei die Integrale sich über den gesamten Summanden erstrecken,
nicht nur über diesen Faktor.

E Für jede Linie wird der entsprechende Propagator G(y − x) als Faktor
in den Summanden eingetragen.

F Für jedes ein- oder auslaufende Teilchen mit Wellenzahl kj gibt es einen
Faktor √

1
2~ωkjΩ︸          ︷︷          ︸
1/Nj

~c

i

(
k2
j −

m2c2

~2
+ iε′

)
︸                          ︷︷                          ︸

G̃ -1(kj)

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4x exp{∓ikjx} ,

wobei die Integrale sich über den gesamten Summanden erstrecken, nicht
nur über diesen Faktor. Für einlaufende Teilchen steht im Exponenten
das Minuszeichen, für auslaufende Teilchen das Pluszeichen.
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diese Möglichkeit.
Graphen werden als Baumgraphen bezeichnet, wenn es erstens zwischen

zwei beliebigen Vertizes genau eine Verbindung gibt (die über dazwischen
liegende Vertizes verlaufen kann), aber niemals mehrere parallele Verbin-
dungen, und wenn es zweitens keine Linie gibt, die am gleichen Vertex

Kasten 20.2 : Feynman-Regeln im Energie-Impuls-Raum für die Be-
rechnung der Komponente S(n) der Streuamplitude des ungeladenen Klein-
Gordon-Feldes mit ψs-Wechselwirkung
A -C wie Kasten 20.1 auf der vorherigen Seite
D Für die n Vertizes gibt es einen Faktor

1
n! (−iλ ~

2c2)n .

E Für jede äußere Linie mit Wellenzahl kj wird ein Faktor
1
Nj

=
√

1
2~ωkjΩ

in den Summanden eingetragen.
F Für die ein- und auslaufenden Linien mit Vierer-Wellenzahlen kein und
kaus wird ein Faktor

2πΩ δ
(∑

ein
k0

ein −
∑
aus

k0
aus

)
δ∑einkein ,

∑
auskaus

in den Summanden eingetragen.
G Für jede innere Linie mit Wellenzahl k gibt es einen Faktor

G̃(k) = i

~c
(
k2 − m2c2

~2
+ iε′

) .
H Über die Wellenzahl k einer inneren Linie wird mit

1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π

summiert und integriert, falls k nicht durch Energie- und Impulserhal-
tung festgelegt ist.
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beginnt und endet. Diagramme, die eines oder beide dieser Kriterien nicht
erfüllen, werden Schleifen-Diagramme genannt. Mit ihnen befassen wir uns
in Abschnitt 20.3.

20.2 Die Massen virtueller Teilchen

Energie und Impuls der virtuellen Teilchen, die durch die inneren Linien
der beiden Diagramme

k
1

k

k

k

3

2 4

k1+k2 und
k
1

k

k

k

2

3 4

k1 3
k-

(20.44)

der ψ3-Theorie repräsentiert werden, sind durch die Deltafunktionen eindeu-
tig bestimmt. Das virtuelle Teilchen im ersten Graphen hat das invariante
Wellenzahlquadrat

(k0
1 + k0

2)2 − (k1 + k2)2 = 2m2c2/~2 + 2k0
1k

0
2 − 2k1k2 .

Das Wellenzahlquadrat heißt invariant, weil es in jedem Inertialsystem
gleich ist. Wir untersuchen es im Schwerpunktsystem k2 = −k1 der beiden
einlaufenden Teilchen:

2m2c2/~2 + 2k0
1k

0
2 + 2k2

1 = 2m2c2/~2 + 2
√

(k2
1 +m2c2/~2)2 + 2k2

1

= 4m2c2/~2 + 4k2
1 > 4m2c2/~2 . (20.45)

Das invariante Wellenzahlquadrat des virtuellen Teilchens ist im linken
Diagramm (20.44) mindestens vier mal so groß wie das invariante Wellen-
zahlquadrat eines beobachteten Teilchens. Abhängig von der Größe des
Impulses der einlaufenden Teilchen kann es noch wesentlich größer sein.
Das zweite Diagramm untersuchen wir im Schwerpunktsystem k3 =
−k1 des einlaufenden Teilchens k1 und des auslaufenden Teilchens k3. Das
virtuelle Teilchen hat das invariante Wellenzahlquadrat
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2m2c2/~2 − 2k0

1k
0
3 − 2k2

1 = 2m2c2/~2 − 2
√

(k2
1 +m2c2/~2)2 − 2k2

1

= −4k2
1 < 0 . (20.46)

Das invariante Wellenzahlquadrat des virtuellen Teilchens ist im rechten
Diagramm (20.44) stets kleiner als Null. Abhängig von der Größe des
Impulses der Teilchen k1 und k3 kann es beliebig negativ sein. Die Masse
des virtuellen Teilchens ist in diesem Diagramm also imaginär.
Es ist keine Besonderheit der ψ3-Theorie, sondern eine allgemeine Ei-

genschaft aller Quantenfeldtheorien, dass virtuelle Teilchen nicht „auf der
Masseschale“ liegen, d.h. dass sie eine andere Masse als beobachtete Teilchen
haben, möglicherweise sogar eine imaginäre Masse.

20.3 Graphen mit Schleifen

Wir untersuchen in der ψ4-Theorie, wie der Propagator eines Teilchens
zwischen den Raum-Zeit-Punkten x1 und x2 in den verschiedenen Ordnungen
der Störungsrechnung modifiziert wird:

G(W )(x2 − x1) =̂ x
1

x
2

+ 12 ·
yx

1
x
2

+

+ 288 ·
yx

1
x
2z

+ 288 ·
yx

1
x
2

z

+ 192 ·
y

x
1

x
2

z

+ 10 368 · yx
1

x
2

wz
+ 41 472 ·

yx
1

x
2

w

z
+ . . . (20.47)

Bei der Herleitung der LSZ-Formel in Abschnitt 19.3 war es eine essentielle
Voraussetzung, dass es außerhalb des Raum-Zeit-Bereichs te < t < ta, in
dem Wechselwirkung stattfindet, auch einen Raum-Zeit-Bereich gibt, in
dem keine Wechselwirkung stattfindet. Zwar haben wir te und ta schließlich
nach ±∞ geschoben, wir haben aber auch betont dass damit lediglich „ferne
Vergangenheit“ und „ferne Zukunft“ gemeint ist, und nicht wortwörtlich
„unendlich“. Weil aber Selbstwechselwirkungen wie in (20.47) dargestellt
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zu jeder beliebigen Zeit möglich sind haben wir behauptet (und werden
den Beweis für diese Behauptung in Kapitel 22 nachholen), dass derartige
Selbstwechselwirkungs-Graphen quasi automatisch in die einfache Linie
des ersten Summanden verwandelt werden, wenn man die Masse und den
Feldoperator in geeigneter Weise renormiert. Später werden wir auch das
zweite Diagramm in (19.44) berechnen. Dessen Divergenz werden wir durch
die Renormierung der Kopplungskonstanten beheben.

Dementsprechend haben wir bei allen Berechnungen der vorangegangenen
Abschnitte mit den renormierten Größen gearbeitet. Die Graphen (20.47)
müssen dagegen mit der nicht renormierten Masse und dem nicht renor-
mierten Feldoperator berechnet werden, bei Verwendung der renormierten
Größen würden sie ja sofort verschwinden. Und das zweite Diagramm in
(19.44) muss mit der nicht renormierten Kopplungskonstanten berechnet
werden. Wir bezeichnen weiterhin die renormierte Masse als m, dagegen die
nicht renormierte „nackte“ Masse als m0. Die renormierte Kopplungskon-
stante heißt λ, die nicht renormierte Kopplungskonstante λ0. ψ(x) ist der
renormierte, ψ0(x) der nicht renormierte Feldoperator.
Die allgemeine Formel2 für Matrixelemente

〈0|Tψ(W )
0 (x1)ψ(W )

0 (x2) |0〉 (19.19)= 1
M

∞∑
n=0

1
n! ·

· 〈0|Tψ0(x1)ψ0(x2)
(
− iλ~2c2

∫
Ω

+∞∫
−∞

d4y ψ4
0(y)

)n
|0〉

mit M = (20.4) , (20.48)

die in Abschnitt 19.1 hergeleitet wurde, eignet sich zur Berechnung des
Propagators mit Selbstwechselwirkung, während die LSZ-Formel für die
Graphen (20.47) nicht gültig ist. Wie bereits in Abschnitt 20.1 werden wir
die im Zähler auftretenden unverbundenen Diagramme gegen den Nenner
M kürzen, so dass nur verbundene Graphen berechnet werden müssen. In
(20.47) wurden von vornherein nur verbundene Graphen eingetragen. Weil
wir die Nomenklatur

2 Wir erinnern an die Umbenennung (19.21) der Indizes!
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G(0)(x2 − x1) ≡ G(x2 − x1) (15.43)= 〈0|Tψ0(x1)ψ0(x2) |0〉

des Feynman-Propagators nicht ändern wollen, nennen wir den Propagator
mit Selbstwechselwirkung

G(W )(x2 − x1) =
∞∑
n=0

G(n)(x2 − x1) = 〈0|Tψ(W )
0 (x1)ψ(W )

0 (x2) |0〉 .

20.3.1 Der Tadpole der ψ4-Theorie

Die Korrektur des Propagators ist in erster Ordnung

12 ·
yx

1
x
2

=̂ G(1)(x2 − x1) =

= 〈0|Tψ0(x1)ψ0(x2) (−iλ~2c2)
∫
Ω

+∞∫
−∞

d4y ψ4
0(y) |0〉c

=(19.40a) 12 · (−iλ~2c2)
∫
Ω

+∞∫
−∞

d4y G(y − x1)G(y − y)G(x2 − y) .

Diese Korrektur bezeichnet man als Tadpole (englisch für Kaul-
quappe). Der Name wird verständlich, wenn man den rechts ab-
gebildeten Graphen des Tadpoles der Quantenelektrodynamik
betrachtet. Allerdings kommt der Tadpolebetrachtet. Allerdings kommt der Tadpole in der QED – ebenso wie in der
ψ3-Theorie, deren Tadpole in (20.35) ganz rechts abgebildet ist – erst in
Störungsrechnung zweiter und höherer Ordnung vor, weil diese Tadpoles
Sackgassen sind, die nur über einen Propagator mit der Außenwelt verbun-
den sind. Dagegen ist der Tadpole der ψ4-Theorie über zwei Propagatoren
mit der Außenwelt verbunden, und taucht deshalb bereits in erster Ord-
nung der Störungstheorie auf. Zu seiner Berechnung setzen wir die Fourier-
Transformation (7.13a) aller Propagatoren ein:
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1
Ω
∑
f

+∞∫
−∞

df0

2π G̃(1)(f) exp{−if(x2 − x1)} = −i 12λ~2c2 ·

·
∫
Ω

+∞∫
−∞

d4y
1

Ω3

∑
k1,k,k2

+∞∫
−∞

dk0
1 dk0 dk0

2
(2π)3 G̃(k1) G̃(k) G̃(k2) ·

· exp{−ik1(y − x1)− ik(y − y)− ik2(x2 − y)} (20.49)

Man identifiziert

∫
Ω

+∞∫
−∞

d4y exp{+i(k2 − k1)y} (7.16b)= 2πΩ δ(k0
2 − k0

1) δk2k1 ,

führt das Integral und die Summe über k2 aus, und benennt die Integrati-
onsvariable f auf der linken Seite um in k1:

1
Ω
∑
k1

+∞∫
−∞

dk0
1

2π G̃(1)(k1) exp{−ik1(x2 − x1)} = −i 12λ~2c2 ·

· 1
Ω2

∑
k1,k

+∞∫
−∞

dk0
1 dk0

(2π)2 G̃(k1) G̃(k) G̃(k1) exp{−ik1(x2 − x1)}

Also müssen die Integranden gleich sein:

12 ·
1k

k

1k
=̂ G̃(1)(k1) = G̃(k1) −i 12λ~2c2

Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π G̃(k)

︸                                    ︷︷                                    ︸
≡F

G̃(k1)

(20.50a)

F
(12.7)= 12λ~2c2

~c

1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π
1

k2 −m2
0c

2/~2 + iε′
(20.50b)

Es ist charakteristisch für Graphen mit Schleifen dass eine Wellenzahl k
auftritt, die nicht durch Energie- und Impulserhaltung eingeschränkt wird.
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Eine Besonderheit des Tadpoles der ψ4-Theorie ist es, dass die Funktion F
nicht von der Wellenzahl k1 des propagierenden Teilchens abhängt. Wegen

1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π
(7.5)
≈

+∞∫
−∞

d4k

(2π)4 (20.50c)

divergiert F für |k| → ∞ wie d4k k-2 ∼ k2.
Die Gleichung von F kann man auch in der Form

F = 1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π
12λ~c(

k0 + ωk
c
− iε

)(
k0 − ωk

c
+ iε

) (20.50d)

schreiben. Denn es ist

k2 −m2
0c

2/~2 = (k0)2 − k2 −m2
0c

2/~2 = (k0)2 − ω2
k

c2 =

=
(
k0 + ωk

c

)(
k0 − ωk

c

)
(20.51)

ωk
c

=(7.18) +
√
k2 +m2

0c
2/~2 .

Nur „auf der Masseschale“ ist

k2 = m2
0c

2/~2 und k0 = ωk
c
.

Als Summations- und Integrationsvariable sind k und k0 jedoch nicht auf der
Masseschale fixiert. k0 nimmt sämtliche Werte im Kontinuum −∞ . . .+∞
an. k nimmt sämtliche Werte an, die mit dem Normierungsvolumen Ω
verträglich sind. Deshalb wurden die Pole von F

bei k2 = m2
0c

2/~2 − iε′

bzw. bei k0 = ±
(ωk
c
− iε

)
durch
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ωk/c
(12.9)−→ ωk/c− iε mit ε ∈ R , ε > 0

von der reellen k0-Achse in die komplexe Ebene geschoben. Es ist wichtig,
die Verschiebungen der Pole in genau dieser Weise durchzuführen, damit
das Frequenz-Zeit-Produkt der Feldoperatoren stets positiv bleibt, wie bei
(12.12) diskutiert. Nur Propagatoren mit positivem Frequenz-Zeit-Produkt
beschreiben Teilchen oder Antiteilchen mit positiver Energie, die sich vor-
wärts durch die Zeit bewegen.

Integrale der Art (20.50) werden uns in allen Berechnungen von Feynman-
Graphen mit Schleifen wieder begegnen. Wir lösen das Integral deshalb zur
künftigen Referenzierung gleich in der verallgemeinerten Form

FK ≡
1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π
J

(k2 −K2 + iε′)r (20.52a)

= 1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π
J

(k0 + ϑk − iε)r(k0 − ϑk + iε)r (20.52b)

1 ≤ r ∈ N , 0 ≤ K2 ∈ R , ϑk ≡ +
√
k2 +K2

J ≡ 1 or k2 or kµkν or (k2)2 .

Die beiden Pole sind in Abbildung 20.3 als rote Punkte eingetragen. Mit

-ϑk iε  + Re( 0k )

Im( 0k )^

^

ϑk+ iε  -

Abb. 20.3 : Integrationswege ohne (grün) und mit (blau) Wick-Rotation
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J = kµ wäre das Integral Null, denn es wird symmetrisch über +kµ und
−kµ integriert bzw. summiert. Das Gleiche würde für J = kµkν mit µ , ν
gelten. Deshalb brauchen wir diese beiden Möglichkeiten nicht weiter zu
betrachten.
Wir erweitern den Definitionsbereich der Variablen k0 von der reellen

Achse durch analytische Fortsetzung in die komplexe Ebene, wobei die
komplexe Variable k̂0 durch einen Hut gekennzeichnet wird. Tatsächlich
haben wir diese Erweiterung auch schon genutzt, als wir die Pole von den
Integrationswegen in die komplexe Ebene verschoben haben. Aber das waren
nur infinitesimale Abweichungen von der reellen Achse. Jetzt betrachten wir
die komplette komplexe Ebene als Definitionsbereich der Nullkomponente
von k, und verwenden Polarkoordinaten für die Nullkomponente:

k̂0 ≡ |k̂0| exp{iϕ} (20.53)
dk̂0 = exp{iϕ}d|k̂0|+ i|k̂0| exp{iϕ}dϕ

Der Polarwinkel ϕ wird wie üblich von der positiven reellen k̂0-Achse gegen
den Uhrzeigersinn gezählt. Nur auf der reellen k̂0-Achse ist k̂0 = k0.

Der Integrationsweg von Gleichung (20.52) ist in Abbildung 20.3 als grüner
Pfeil eingezeichnet. Nach dem Cauchy’schen Integralsatz3 erhält man das
gleiche Resultat, wenn man den blau gezeichneten Integrationsweg verwendet.
Denn es gibt keine singulären Punkte in der Fläche, die von den beiden
Integrationswegen eingeschlossen wird. Wir werden unsere Untersuchung
im Folgenden auf den Fall beschränken, dass das Integral über die beiden
blauen Kreisbögen Null ergibt:

lim
|k̂0|→∞

3π/2∫
π

0∫
π/2

dϕ i|k̂0| exp{iϕ}Ĵ
|k̂0|2r exp{i2rϕ}

= 0 (20.54)

Durch den Hut wird darauf hingewiesen, dass gegebenenfalls auch Ĵ von
der Drehung des Integrationsweges auf die imaginäre k0-Achse betroffen ist:

3 In [37] findet man eine auf den Bedarf von Physikern zugeschnittene, kurz gefasste
Erklärung dieses wichtigen mathematischen Werkzeugs.
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Ĵ =



1
k̂µk̂ν = −kµkν mit µ = ν = 0
kµkν mit µ = ν , 0
k̂2 = (ik0)2 − k2 = −(k0)2 − k2

(k̂2)2 = [(k0)2 + k2]2

(20.55)

Hier wurde beachtet, dass auf der imaginären k̂0-Achse k̂0 ≡ ik0 ist. Die
Bedingung (20.54) ist dann erfüllt, wenn k0 im Nenner in höherer Po-
tenz vorkommt als im Zähler. Abhängig von J müssen deshalb folgende
Einschränkungen für den Exponenten r ∈ N festgelegt werden:

J = 1 =⇒ r ≥ 1

J = kµkν mit µ = ν =⇒
{
r ≥ 2 falls µ = 0
r ≥ 0 falls µ , 0

J = k2 =⇒ r ≥ 2
J = (k2)2 =⇒ r ≥ 3 (20.56)

Wenn diese Voraussetzung erfüllt ist, dann hat das blaue Integral von −i∞
nach +i∞ über die imaginäre k̂0-Achse den gleichen Wert wie das grüne
Integral von −∞ nach +∞ über die reelle k̂0-Achse:

FK =(20.52) 1
Ω
∑
k

+i∞∫
−i∞

dk̂0

2π
Ĵ

(k̂0 + ϑk)r(k̂0 − ϑk)r

= 1
Ω
∑
k

+i∞∫
−i∞

idk0

2π
Ĵ(

(ik0)2 − k2 −K2
)r (20.57)

Die kleinen Summanden ε konnten entfallen. Denn der Integrationsweg über
die imaginäre k̂0-Achse verläuft fernab von den Polstellen bei k̂0 = ±ϑk,
siehe Abbildung 20.3. Die Drehung des Integrationsweges in der komplexen
k̂0-Ebene um den Winkel π/2 ist ein in der Quantenfeldtheorie häufig
genutzter Kunstgriff, der als „Wick-Rotation“ bezeichnet wird.
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Für die Wellenzahl k gilt die Minkowski4-Metrik

(k)2 = (k0,k)2 = (k0)2 − k2 .

Wir definieren einen Vierervektor kE mit Euklidischer5 Metrik, in dessen
Quadrat die Quadrate aller vier Komponenten mit dem gleichen, in diesem
Fall positiven, Vorzeichen summiert werden:

(kE)2 = (k0
E,kE)2 = (k0

E)2 + k2
E

−(kE)2 = −(k0
E)2 − k2

E (20.58)

Das vergleichen wir mit der Summations- und Integrationsvariablen k̂ =
(k̂0,k) = (ik0,k) in (20.57) und in (20.55):

(k̂)2 = (ik0,k)2 = −(k0)2 − k2 (20.59)

Es ist genau dieses Quadrat, das im Nenner von (20.57) auftaucht. k̂ =
(ik0,k) ist ein Vektor mit negativer Euklidischer Metrik. Also kann man in
(20.57), ohne den Wert des Integrals zu verändern, die Ersetzungen

k̂ = (ik0,k) −→ (k0
E,kE) = k̂E (20.60a)

(k̂)2 = (ik0,k)2 −→ −(k0
E,kE)2 = −(kE)2 (20.60b)

k̂µ k̂ν −→
{
− kµE kνE ; µ = ν = 0
+ kµE k

ν
E ; µ = ν , 0

}
= −gµν (kE)2

4 (20.60c)

vornehmen:

FK
(20.57)= 1

Ω
∑
k

+i∞∫
−i∞

dk0
E

2π
JE(

− (kE)2 −K2
)r (20.61)

JE
(20.52)= 1 oder − (kE)2 oder − gµν(kE)2/4 oder (kE)4

4 Hermann Minkowski (1864 - 1909)
5 Euklid von Alexandria (etwa 360 v.u.Z. - etwa 280 v.u.Z.)
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Im Integrand kommt der euklidische Vektor kE nur quadratisch vor. Deshalb
bietet sich der Übergang zu vierdimensionalen Kugelkoordinaten an. Eine n-
dimensionale Kugel mit Radius R hat das Volumen Vn und die Oberfläche
Sn. Mit den Formeln6

Vn = 2πR2

n
Vn−2 Sn = dVn

dR
V2 =πR2 V3 = 4

3πR
3

(20.62)

können die Werte für beliebiges n ∈ N berechnet werden. Eine vierdimen-
sionale Euklidische Kugel mit Radius R = |kE| hat die Oberfläche 2π2R3.
Zur Einführung von Kugelkoordinaten ersetzt man die Summe über die
diskreten Wellenzahlen kE durch das Integral über ein Kontinuum von kE-
Werten. Es gilt

1
Ω
∑
kE

+i∞∫
−i∞

dk0
E

2π
(7.5)=

+∞∫
−∞

d3kE
(2π)3

+i∞∫
−i∞

dk0
E

2π = i

+∞∫
0

2π2R3dR
(2π)4 =

= i

+∞∫
0

dR R3

8π2 = i

+∞∫
0

dR2 R2

16π2 . (20.63)

Der Faktor i stammt daher, dass kE eine imaginäre und drei reelle Kom-
ponenten hat, während R reell ist. Mit den durchgeführten Umformungen
haben wir folgendes Resultat erreicht:

6 Einen guten Artikel „n-sphere“ gibt es im englischsprachigen Wikipedia.
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1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π
J(

k2 −K2 + iε′
)r = i(−1)r

16π2

+∞∫
0

dR2 R2JE(
R2 +K2

)r
1 ≤ r ∈ N , 0 ≤ K2 ∈ R (20.64)

J = 1 kµ k2 kµkν (k2)2

JE = 1 0 −R2 −gµνR2/4 R4

r = ≥ 1 — ≥ 2
{
≥ 2 falls µ = 0
≥ 0 falls µ , 0

≥ 3

Beim Tadpole der ψ4-Theorie ist K2 = m2
0c

2/~2, r = 1, J = 1:

F =(20.50b) 12λ~2c2

~c

1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π
1

k2 −m2
0c

2/~2 + iε′

=(20.64) i(−1) 12λ~c
16π2

+∞∫
0

dR2 R2

R2 +m2
0c

2/~2
(20.65)

Das Integral divergiert für R→∞. Um es zu regularisieren (d.h. berechenbar
zu machen), führen wir einen Abschneide-Parameter Λ ein:

F = −i3λ~c4π2 lim
Λ→∞

Λ2∫
0

dR2 R2

R2 +m2
0c

2/~2

= −i3λ~c4π2 lim
Λ→∞

(
R2 −m2

0c
2/~2 ln(R2 +m2

0c
2/~2)

)∣∣∣∣Λ
2

0

= −i3λ~c4π2 m2
0c

2/~2 lim
Λ→∞

(Λ2~2

m2
0c

2 − ln
(Λ2~2

m2
0c

2 + 1
))

(20.66)

Wegen Λ→∞ kann der Summand 1 im Logarithmus entfallen. Damit erhält
man für den Propagator mit Selbstwechselwirkung in Störungsrechnung
erster Ordnung (sprich für den Tadpole) das Ergebnis
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12 ·
1k

k

1k
=̂ G̃(1)(k1) =

(20.50)= G̃(k1) −i 12λ~2c2

Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π G̃(k)

︸                                    ︷︷                                    ︸
F

G̃(k1) (20.67a)

F = − i3λ~c4π2

(m0c

~

)2
lim

Λ→∞

(Λ2~2

m2
0c

2 − ln
(Λ2~2

m2
0c

2

))
. (20.67b)

Die Funktion F des Tadpoles divergiert für Λ → ∞ quadratisch und lo-
garithmisch. Wir werden in Kapitel 22 klären, wie diese Divergenz durch
Renormierung der Masse m0 und des Feldoperators ψ0 behandelt werden
kann.

20.3.2 Propagatorkorrektur der ψ3-Theorie

Bei ψ3-Wechselwirkung ist G(1) = 0, und man findet die führende Korrektur
zum Propagator in Störungsrechnung 2.Ordnung:

G(2)(x2 − x1) =̂ 36 ·
y

x1 x2
z

(20.68)

Der wesentliche Unterschied zum Tadpole besteht darin, dass es in dieser
Schleife 2 Vertizes gibt, und die Schleife deshalb aus zwei Propagator-
Linien zusammengesetzt ist. Wir werden sehen, dass dieser Graph deshalb
„nur“ logarithmisch, aber nicht quadratisch divergiert. Die Berechnung muss
mit der „nackten“ (nicht renormierten) Masse m0 durchgeführt werden.
Es gibt 32 · 22/2! Möglichkeiten, die beiden inneren Propagatoren zu

bilden. Dann kann entweder x1 oder x2 mit y kontrahiert werden, was einen
weiteren Faktor 2 ergibt. Daher ist der Symmetriefaktor 36. Der Graph
wird mithilfe der allgemeinen Formel (20.48) berechnet, wobei wie gewohnt
unverbundene Strukturen im Zähler gegen den Nenner gekürzt werden.
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G(2)(x2 − x1) (19.40a)= 36 · (−iλ~2c2)2

2!

∫
Ω

+∞∫
−∞

d4y

∫
Ω

+∞∫
−∞

d4z ·

· G(y − x1)G(z − y)G(z − y)G(x2 − z) (20.69)

Man setzt die Fourier-Transformationen der Propagatoren ein

1
Ω
∑
f

+∞∫
−∞

df0

2π G̃(2)(f) exp{−if(x2 − x1)} = 36 · (−iλ~2c2)2

2! ·

·
∫
Ω

+∞∫
−∞

d4y

∫
Ω

+∞∫
−∞

d4z
1

Ω4

∑
k1,k,g,k2

+∞∫
−∞

dk0
1 dk0 dg0 dk0

2
(2π)4 ·

· G̃(k1) G̃(k) G̃(g) G̃(k2) ·

· exp
{
− i
(
k1(y − x1) + k(z − y) + g(z − y) + k2(x2 − z)

)}
,

identifiziert die beiden Deltafunktionen

∫
Ω

+∞∫
−∞

d4y exp{+i(g − k1 + k)y} (7.16b)= 2πΩ δ
(
g0 − (k0

1 − k0)
)
δg,(k1−k)

∫
Ω

+∞∫
−∞

d4z exp{+i(k2 − g − k)y} (7.16b)= 2πΩ δ
(
k0

2 − (g0 + k0)
)
δk2,(g+k) ,

führt die Integrale und Summen über g und k2 aus, und benennt die
Integrationsvariable f auf der linken Seite um in k1:
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1
Ω
∑
k1

+∞∫
−∞

dk0
1

2π G̃(2)(k1) exp{−ik1(x2 − x1)} =

= 36 · 1
Ω
∑
k1

+∞∫
−∞

dk0
1

2π
(−iλ~2c2)2

2!
1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π

· G̃(k1) G̃(k) G̃(k1 − k) G̃(k1) exp
{
− ik1(x2 − x1)

}
(20.70)

Die Integranden müssen gleich sein. Also gilt

36 ·
k
1

k
1

k
1
k

k

-

=̂ G̃(2)(k1) = (20.71a)

= G̃(k1) · 18(−iλ~2c2)2 1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π G̃(k) G̃(k1 − k)

︸                                                           ︷︷                                                           ︸
≡F (k1)

· G̃(k1) .

Die Umformungen, die uns zu diesem Zwischenergebnis geführt haben, sind
den Umformungen sehr ähnlich, die zuvor bei der Berechnung des Tadpoles
auftraten. Damit wir nicht jedes mal wieder all die Fourier-Transformatio-
nen und Deltafunktionen aufschreiben müssen, notieren wir zur künftigen
Verwendung die allgemeinen Regeln für die Berechnung von Propagator-
Korrekturen in Kasten 20.4 auf der nächsten Seite.

Wieder tritt – wie für Graphen mit Schleifen typisch – eine Wellenzahl k
auf, die nicht durch eine Deltafunktion festgelegt wird. Wir berechnen die
in der letzten Gleichung definierte Funktion

F (k1) (12.7)= 18(−iλ~2c2)2 1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π
( i
~c

)2
·

· 1(
k2 −m2

0
c2

~2 + iε′
)(

(k1 − k)2 −m2
0
c2

~2 + iε′
) . (20.71b)

Zur Ermittlung von F (k1) kann man nicht unmittelbar wie beim Tadpole
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vorgehen. Denn die unbestimmte Wellenzahl kommt im Nenner des Inte-
granden nicht nur quadratisch (wie beim Tadpole) vor, sondern auch linear
als Summand −2k1k. Deshalb wird der Integrand zunächst in trickreicher
Weise umgeformt. Für A,B ∈ C und dimensionsloses ξ ∈ R gilt

Kasten 20.4 : Feynman-Regeln im Energie-Impuls-Raum für die Be-
rechnung von Propagator-Korrekturen des ungeladenen Klein-Gordon-
Feldes mit ψs-Wechselwirkung
A Die Propagatorkorrektur entspricht der Summe sämtlicher verbundener

Graphen mit n Vertizes, die die Struktur
G̃(n) = G̃(0) · F (n) · G̃(0) mit G̃(0) ≡ G̃

haben.
B An jedem Vertex laufen s Linien zusammen. (Zwei Enden eines Loops

werden hier als 2 Linien gezählt.)
C Der Symmetriefaktor ist die Anzahl der Möglichkeiten, die Operatoren
ψ, aus denen der Graph aufgebaut ist, paarweise zu den Propagatoren
des Graphen zusammenzufassen. Nur einer der gleichwertigen Graphen
wird gezeichnet und mit dem Symmetriefaktor multipliziert.

D Für die n Vertizes gibt es einen Faktor
1
n! (−iλ ~

2c2)n .

E Für jede Linie mit Wellenzahl k gibt es einen Faktor

G̃(k) = i

~c
(
k2 − m2c2

~2
+ iε′

) .
F Über jede Wellenzahl k, die nicht durch Energie- und Impulserhaltung

festgelegt ist, wird mit

1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π

summiert und integriert.



448 20 Feynman-Graphen der ψs-Theorie

1∫
0

dξ(
ξA+ (1− ξ)B

)2 =
1∫

0

dξ(
ξ(A−B) +B

)2 . (20.72a)

Wegen d
dξ

1
ξ(A−B) +B

= −(A−B)(
ξ(A−B) +B

)2

folgt
1∫

0

dξ(
ξA+ (1− ξ)B

)2 = 1
B −A

· 1
ξ(A−B) +B

∣∣∣∣1
0

=

= 1
B −A

( B

AB
− A

BA

)
= 1
AB

, (20.72b)

was auch in der Form

1
AB

=
1∫

0

1∫
0

dξ1dξ2
δ(ξ2 − 1 + ξ1)(
ξ1A+ ξ2B

)2 (20.72c)

geschrieben werden kann. Im Moment reicht diese Formel aus. Für künftige
Anwendungen geben wir ohne Beweis folgende Verallgemeinerung an:

n ∈ N,mj ∈ R, Aj ∈ C, ξj ∈ R : 1
Am1

1 . . . Amnn
=

=
1∫

0

dξ1 . . .

1∫
0

dξn
Γ
(∑n

j=1mj

)
δ
(∑n

j=1 ξj − 1
) (∏n

j=1 ξ
mj−1
j

)
(∏n

j=1 Γ(mj)
) (∑n

j=1 ξjAj
)∑n

j=1 mj
(20.73a)

Hierbei ist Γ die Gamma-Funktion (die Verallgemeinerung der Fakultät).
Falls alle Exponenten mj gleich Eins sind, vereinfacht sich diese Formel zu

1
A1 . . . An

=
1∫

0

dξ1 . . .

1∫
0

dξn
(n− 1)! δ

(∑n
j=1 ξj − 1

)
(∑n

j=1 ξjAj
)n , (20.73b)
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was sich im Fall n = 2 wiederum auf (20.72) reduziert.

Man identifiziert die beiden Faktoren im Nenner des Integranden von
F (k1) mit A und B in (20.72), und formt ihn noch etwas um:(

ξ
(
k2 −m2

0
c2

~2

)
+ (1− ξ)

(
(k1 − k)2 −m2

0c
2/~2

))2
=

=
((
k − (1− ξ)k1

)2
+ (ξ − ξ2)k2

1 −m2
0c

2/~2
)2

(20.74)

Wir widerstehen der Versuchung, hier k2
1 = m2

0c
2/~2 einzusetzen. Denn wir

wollen die Berechnung von vornherein so allgemein anlegen, dass sie auch
dann gilt, wenn die Blase (20.71) als Korrektur einer inneren Linie eines
größeren Graphen auftaucht. Bei virtuellen Teilchen ist aber k2

1 , m
2
0c

2/~2,
wie wir in Abschnitt 20.2 festgestellt haben.

Jetzt substituiert man die Summations- und Integrationsvariable

k −→ κ ≡ k − (1− ξ)k1 ,

und benennt anschließend κ um in k:

F (k1) (20.71b)= −
1∫

0

dξ 1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π
2(3λ~c)2

(k2 +(ξ − ξ2)k2
1 −m2

0c
2/~2︸                             ︷︷                             ︸

≡−K2

+iε′)2

Damit ist ein wichtiges Zwischenergebnis erreicht: Erstens ist die unbestimm-
te Wellenzahl k wie beim Tadpole im Integranden nur noch quadratisch
enthalten. Zweitens identifiziert man

K~

c
=
√
−(ξ − ξ2) k2

1~
2/c2 +m2

0︸         ︷︷         ︸
−0.25≤...≤0

(20.75)

als effektive Masse. Denn bei k = ±K hat F (k1) Pole. Wenn k2
1 ≥ 4m2

0c
2/~2

ist, dann wird die effektive Masse in einem Intervall um ξ = 0.5 imagi-
när. Das ist das formale Kennzeichen eines dissipativen Prozesses, in dem
Energie aus dem untersuchten System verschwindet, indem sie in Wärme
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umgewandelt wird. In diesem Fall besteht die Dissipation darin, dass ein
Kanal zugänglich wird, der in Konkurrenz zum Diagramm (20.68) steht:
Bei k2

1 ≥ 4m2
0c

2/~2 reicht die Energie im System dafür aus, dass die beiden
virtuellen Teilchen in (20.68) zu realen Teilchen werden und dadurch aus
der Wahrscheinlichkeitsamplitude (20.68) verschwinden können. Während
für reale (d.h. beobachtete) Teilchen k2

1 = m2
0c

2/~2 gilt, können virtuelle
Teilchen durchaus k2

1 > 4m2
0c

2/~2 haben, wie wir zum Beispiel beim linken
Graphen (20.44) festgestellt haben.
Mithilfe der allgemeinen Formel (20.64) folgt

F (k1) = −
1∫

0

dξ i(3λ~c)
2

8π2

+∞∫
0

dR2 R2

(R2 +K2)2 (20.76a)

K2 = (ξ2 − ξ)k2
1 +m2

0c
2/~2 . (20.76b)

Für R → ∞ divergiert das Integral. Um es zu regularisieren, führen wir
einen Abschneideparameter Λ ein:

F (k1) = −
1∫

0

dξ i(3λ~c)
2

8π2 lim
Λ→∞

Λ2∫
0

dR2 R2

(R2 +K2)2

= −
1∫

0

dξ i(3λ~c)
2

8π2 lim
Λ→∞

( K2

R2 +K2 + ln(R2 +K2)
)∣∣∣Λ2

0

= −
1∫

0

dξ i(3λ~c)
2

8π2 lim
Λ→∞

(
K2

Λ2 +K2 − 1 + ln
(Λ2 +K2

K2

))

Wegen Λ→∞ vereinfacht sich dieser Ausdruck zu

F (k1) = −
1∫

0

dξ i(3λ~c)
2

8π2 lim
Λ→∞

ln
( Λ2

K2

)
. (20.77)

Bisher haben wir K2 ≥ 0 angenommen. Was geschieht bei K2 < 0? K2 =
(20.76b) ist im Fall k2

1E < −4m2
0c

2/~2 bei ξ = 0.5 auf jeden Fall negativ.
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Bei ξ = 0 und ξ = 1 ist K2 dagegen mit Sicherheit positiv. Also gibt es einen
Wert 0 < η < 0.5 , η ∈ R, so dass K2 für ξ < η und für ξ > 1 − η positiv
ist, für η < ξ < 1− η negativ ist, und bei ξ = η und bei ξ = 1− η Null ist.
Dementsprechend unterteilen wir das Integral über ξ in drei Bereiche:

1∫
0

dξ . . .

︸       ︷︷       ︸
F (k1)

=
η∫

0

dξ . . .

︸       ︷︷       ︸
Fa(k1)

+
1−η∫
η

dξ . . .

︸         ︷︷         ︸
Fb(k1)

+
1∫

1−η

dξ . . .

︸         ︷︷         ︸
Fc(k1)

(20.78)

Die beiden Integrale Fa(k1) und Fc(k1) unterscheiden sich nur durch die
Integrationsgrenzen von (20.77). Bei ξ = η und ξ = 1−η ist K2 = 0. Wegen
limξ→0 ξ ln(ξ) = 0 divergieren die Integrale jedoch an den Integrationsgren-
zen nicht.
Das mittlere Integral beschreibt den Fall, dass die virtuellen Teilchen

zu realen Teilchen werden. Sein Beitrag zur Wahrscheinlichkeitsamplitude
(20.68) ist also Null. Man kann ein allgemein gültiges Ergebnis formulieren,
indem man in das Integral über ξ einen Faktor V=(20.79c) einfügt.

F (k1) = − i(3λ~c)
2

8π2

1∫
0

dξ V lim
Λ→∞

ln
( Λ2

K2

)
(20.79a)

K2 = (ξ2 − ξ)k2
1 +m2

0c
2/~2 (20.79b)

V ≡
{

1 falls K2 ≥ 0
0 sonst

(20.79c)

Für ein freies Teilchen ist V = 1 und
1∫

0

dξ ln
( Λ2

K2

)
= ln

(Λ2~2

m2
0c

2

)
−

1∫
0

dξ ln
(
(ξ2 − ξ) + 1

)
=

= ln
(Λ2~2

m2
0c

2

)
− 0.81 ≈ ln

(Λ2~2

m2
0c

2

)
wegen Λ→∞ .

Damit erhält man als Gesamtergebnis:
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36 ·
k
1

k
1

k
1
k

k

-

=̂ G̃(2)(k1) (20.71)=

= G̃(k1) · 18(−iλ~2c2)2 1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π G̃(k) G̃(k1 − k)

︸                                                           ︷︷                                                           ︸
≡F (k1)

· G̃(k1) (20.80a)

F (k1) =

−
i(3λ~c)2

8π2 lim
Λ→∞

ln
(Λ2~2

m2
0c

2

)
falls k2

1 = m2
0c

2/~2

(20.79) sonst
(20.80b)

Die Divergenz dieser Schleife ist „nur“ logarithmisch, also weniger katastro-
phal als beim Tadpole der ψ4-Theorie.

20.3.3 Vierpunktstreuung in 2.Ordnung

Wir müssen noch zwei weitere Beispiele für Graphen mit Schleifen untersu-
chen. Dabei werden wir auch eine wichtige Ergänzung für die Sammlung
der Feynman-Regeln in den Kästen 20.1 und 20.2 finden. In der ψ4-Theorie
gibt es in der Streuamplitude mit zwei einlaufenden und zwei auslaufen-
den Teilchen in zweiter Ordnung der Störungsrechnung sechs verbundene
Diagramme:

S
(2) =̂ 576 ·

y

x
1

x
3

x
4x

2
z︸                          ︷︷                          ︸

S
(2)
eg

+ 1152 ·
y

x
1

x
2

x
4x

3
z︸                           ︷︷                           ︸

S
(2)
ev

+

+ 2304 · zx
1

x
2

x
4

x
3

y + 576 · y
x
1

x
2

x
4

x
3

z + . . . (20.81)

Zwei dem vierten ähnliche Diagramme, eines mit zwei Tadpoles auf einer
Linie, und eines mit einem Kaktus auf einer Linie, sind nicht dargestellt.
Das dritte und das vierte Diagramm (und die beiden nicht dargestellten
Diagramme) unterscheiden sich nur durch Tadpoles auf ein- oder auslaufen-
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den Linien von zwei Graphen, die wir bereits untersucht haben: Der vierte
Graph ist eine Modifikation von (20.7), der dritte Graph ist eine Modifi-
kation von (20.16). Die Selbstwechselwirkung von Teilchen auf ihrem Weg
zum oder vom eigentlichen Streuereignis zwischen verschiedenen Teilchen
wollen wir nicht zur Streuamplitude zählen. Denn solche Diagramme kön-
nen „amputiert“ werden, indem man, wie unten durch die gestrichelte rote
Linie angedeutet, die Selbstwechselwirkung abtrennt und den Graphen als
Produkt der Propagator-Korrektur eines ein- oder auslaufenden Teilchens
und der Streuung zwischen verschiedenen Teilchen interpretiert:

2304 · zx
1

x
2

x
4

x
3

y = 2 · 4 · 12 · x
0

x
1z
· 24 ·

x1

x

x

x

2

3 4

y (20.82)

12 und 24 sind die Symmetriefaktoren der Teildiagramme. Die Selbstwech-
selwirkung kann bei einem beliebigen der xj angeordnet werden (→ Faktor
4), und die Vertizes können permutiert werden (→ Faktor 2). In gleicher
Weise kann man die Selbstwechselwirkung des vierten Graphen in (20.81)
vom eigentlichen Streuereignis (20.7) amputieren.

Wenn durch das Auftrennen einer Linie eines Graphen ein einziges Teilchen
von allen anderen Teilchen vollständig getrennt werden kann, dann heißt
dieser Graph amputierbar. Amputierbare Graphen werden auch als „one-par-
ticle-reducible“ bezeichnet. Ein Graph, der nicht amputierbar ist, heißt one-
particle-irreducible, was auch als 1PI abgekürzt wird. Weil der amputierte
Teil nur ein einziges Teilchen betrifft, handelt es sich um einen Selbstwech-
selwirkungs-Graphen, der bei der Renormierung „automatisch“ zu einer
einfachen Propagator-Linie mutiert. Die mühsame Berechnung von am-
putierbaren Graphen würde deshalb letztlich keinen zusätzlichen Beitrag
zur Streuamplitude ergeben. Wir vereinbaren, amputierbare Graphen bei
der Berechnung der Streuamplitude von vornherein zu streichen. Diese
Vereinbarung wurde in Regel A der Kästen 20.1 und 20.2 integriert.

Es tragen demnach bei ψ4-Wechselwirkung zur Amplitude eines Streuer-
eignisses mit zwei einlaufenden und zwei auslaufenden Teilchen in zweiter
Ordnung der Störungsrechnung nur zwei Graphen bei:



454 20 Feynman-Graphen der ψs-Theorie

S
(2) =̂ 576 ·

y

x
1

x
3

x
4x

2
z︸                          ︷︷                          ︸

S
(2)
eg

+ 1152 ·
y

x
1

x
2

x
4x

3
z︸                           ︷︷                           ︸

S
(2)
ev

(20.83)

Der Index eg bedeutet: Die beiden einlaufenden Teilchen koppeln am gleichen
Vertex, und der Index ev bedeutet: Die beiden einlaufenden Teilchen koppeln
an verschiedenen Vertizes.
Zunächst überprüfen wir die Symmetriefaktoren. Im Fall von S(2)

eg gibt
es 8 Möglichkeiten, x1 an einen der Vertizes y oder z zu koppeln, und 3
Möglichkeiten, x2 an den gleichen Vertex zu koppeln. Es gibt 4 Möglichkeiten,
um x3 an den anderen Vertex zu koppeln, und noch 3 Möglichkeiten, um
x4 an den gleichen Vertex wie x3 zu koppeln. Es bleiben 2 Möglichkeiten
zur Bildung der beiden Propagatoren G(z − y). Das ergibt insgesamt den
Symmetriefaktor 576.
Bei S(2)

ev gibt es einen weiteren Symmetriefaktor 2, weil x3 entweder mit
dem gleichen Vertex wie x1 oder mit dem gleichen Vertex wie x2 kontrahiert
werden kann. Das ergibt insgesamt den Symmetriefaktor 1152.

Im Energie-Impuls-Raum sehen die beiden Graphen folgendermaßen aus:

576 ·

k 
1k

1

k
2 k

3

k
4

+

k
2

k-

k︸                          ︷︷                          ︸
S

(2)
eg

1152 ·

k 
1k

1

k
3 k

2

k
4

-

k
3

k-

k︸                           ︷︷                           ︸
S

(2)
ev

Weil an jedem Vertex Energie und Impuls erhalten werden müssen, hätte
man bei S(2)

eg auch k3 + k4 − k an den oberen Ast der Schleife schreiben
können, und im Fall von S(2)

ev auch k4 − k2 − k. Wie bei jeder Schleife gibt
es eine Wellenzahl k, die durch keine Deltafunktion festgelegt wird, und
möglicherweise zur Divergenz der Graphen führen kann. Wir berechnen die
Graphen mit der nicht renormierten Kopplungskonstanten λ0. Denn wir
werden die Divergenz dieser Diagramme in Kapitel 22 durch Renormierung
von λ0 beheben.

Nach den Regeln von Kasten 20.2 ist
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S
(2)
eg =

( 4∏
j=1

√
1

2~ωkjΩN

)
·

· 2πΩ δ(k1 + k2 − k3 − k4) δ(k1+k2),(k3+k4) ·

· 576 (−iλ0~
2c2)2

2! Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π G̃(k) G̃(k1 + k2 − k)

︸                                                                  ︷︷                                                                  ︸
≡F (k1+k2)

(20.84a)

F (k1 + k2) (12.7)= 288 (−iλ0~
2c2)2 1

Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π
( i
~c

)2
·

· 1(
k2 −m2c2/~2 + iε′

)(
(k1 + k2 − k)2 −m2c2/~2 + iε′

) (20.84b)

Abgesehen von einem Faktor 16 entspricht F (k1 + k2) dem Ausdruck für
F (k1) in (20.71b). Es ist jetzt nur k1 durch k1 + k2 ersetzt, und es wird
jetzt nicht die Masse sondern die Kopplungskonstante in nicht renormierter
Form verwendet. Also kann man das Ergebnis sofort aus (20.80) ablesen:

F (k1 + k2) = −2 i(3λ0~c)2

π2

1∫
0

dξ V lim
Λ→∞

ln
( Λ2

K2

)
(20.85a)

K2 = 4m2c2

~2

(
(ξ2 − ξ)(k1 + k2)2~2

4m2c2 + 1
4
)

(20.85b)

V ≡
{

1 falls K2 ≥ 0
0 sonst

(20.85c)

Weil es sich bei den ein- und auslaufenden Teilchen um beobachtete Teilchen
handelt, für die k2

j = m2c2/~2 gilt, kann man (k1 + k2)2 im Schwerpunkt-
system k2 = −k1 berechnen:
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(k1 + k2)2 = (k0
1)2 − k2

1︸          ︷︷          ︸
m2c2/~2

+ (k0
2)2 − k2

2︸          ︷︷          ︸
m2c2/~2

+ 2k0
1k

0
2︸   ︷︷   ︸

2(k2
1+m2c2/~2)

+2k2
1 =

= 4m2c2/~2 + 4k2
1 > 4m2c2/~2

Also ist K2 bei ξ = 0.5 immer negativ, bei ξ = 0 und ξ = 1 immer positiv,
bei ξ = η und ξ = 1− η gleich Null. Das mittlere der drei Integrale

1∫
0

dξ . . .

︸       ︷︷       ︸
F (k1+k2)

(20.78)=
η∫

0

dξ . . .

︸       ︷︷       ︸
Fa(k1+k2)

+
1−η∫
η

dξ . . .

︸         ︷︷         ︸
Fb(k1+k2)=0

+
1∫

1−η

dξ . . .

︸         ︷︷         ︸
Fc(k1+k2)

wird durch den Faktor V = (20.85c) auf Null gesetzt, trägt also nichts zur
Wahrscheinlichkeitsamplitude bei. Der Beitrag der Randintegrale Fa und
Fc wird im hoch relativistischen Fall k2

1~
2/(mc)2 � 1, k2

2~
2/(mc)2 � 1

marginal. Deshalb ist im hoch relativistischen Fall S(2)
eg sehr klein und – wie

wir gleich sehen werden – gegenüber S(2)
ev vernachlässigbar. Im Anschluss an

(20.75) wurde der Begriff „konkurrierender Graph“ eingeführt. Der konkur-
rierende Graph, der Wahrscheinlichkeitsamplitude aus dem linken Graphen
in (20.88) absaugt, ist in diesem Fall interessanterweise der Graph erster
Ordnung (20.16).
Weil S(2)

ev gegenüber S(2)
eg einen zusätzlichen Symmetriefaktor 2 enthält,

ist

F (k1 − k3) = −4 i(3λ0~c)2

π2

1∫
0

dξ lim
Λ→∞

ln
(Λ2

L2

)
(20.86a)

L2 = (k1 − k3)2
(
(ξ2 − ξ) + m2c2

(k1 − k3)2~2

)
(20.86b)

Eine Fallunterscheidung für L2 ist nicht erforderlich. Denn im Schwerpunkt-
system k3 = −k1 ist
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(k1 − k3)2 = (k0

1)2 − k2
1︸          ︷︷          ︸

m2c2/~2

+ (k0
3)2 − k2

3︸          ︷︷          ︸
m2c2/~2

− 2k0
1k

0
3︸   ︷︷   ︸

2(k2
1+m2c2/~2)

−2k2
1 =

= −4k2
1 < 0 .

L2 kann also niemals negativ werden. Das Integral über ξ ergibt im hoch
relativistischen Fall k2

1~
2/(mc)2 � 1, k2

3~
2/(mc)2 � 1

1∫
0

dξ ln
(Λ2

L2

)
= ln

( −Λ2

(k1 − k3)2

)
−

1∫
0

dξ ln(ξ − ξ2) =

= ln
( −Λ2

(k1 − k3)2

)
+ 2 ≈ ln

( +Λ2

|(k1 − k3)2|

)
. (20.87)

Also ist das Gesamtergebnis für beide Diagramme:

576 ·

k 
1k

1

k
2 k

3

k
4

+

k
2

k-

k

+ 1152 ·

k 
1k

1

k
3 k

2

k
4

-

k
3

k-

k

=̂ S
(2)

S
(2) =

( 4∏
j=1

√
1

2~ωkjΩN

)
·
(
F (k1 + k2) + F (k1 − k3)

)
·

· 2πΩ δ(k1 + k2 − k3 − k4) δ(k1+k2),(k3+k4) (20.88a)

F (k1 + k2) + F (k1 − k3) = (20.85) + (20.86) ≈ (20.88b)
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Die Schleife (20.88) der ψ4-Theorie divergiert logarithmisch. Wie die Diver-
genz durch Renormierung der Kopplungskonstante behoben werden kann,
werden wir in Kapitel 22 klären.
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20.3.4 Die Doppelschleife der ψ4-Theorie

Schließlich müssen wir noch die Korrektur 2.Ordnung zum Propagator der
ψ4-Theorie betrachten. Diese Korrektur besteht aus drei Graphen:

G(2)(x2 − x1)
(20.47)

=̂ (20.89)

288 ·
yx

1
x
2z︸                       ︷︷                       ︸
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+ 288 ·
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x
2

z

︸                       ︷︷                       ︸
G(2b)(x2−x1)

+ 192 ·
y

x
1

x
2

z

︸                       ︷︷                       ︸
G(2c)(x2−x1)

Mit den Regeln von Kasten 20.4 berechnen wir diese Graphen, wobei die
nackte, nicht renormierte Massem0 sowie der nicht renormierte Feldoperator
ψ0(x) verwendet wird.
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f
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dk0

2π G̃(k)
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F , siehe (20.67)

·
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∑
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−∞

df0

2π G̃(f)

︸                                      ︷︷                                      ︸
F , siehe (20.67)

G̃(k1) (20.90)

Für das Kaktus-Diagramm G(2b)(x2 − x1) erhält man mit den gleichen
Regeln:
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=̂ G̃(2b)(k1) =
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= 2
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Weil man stets eine Linie k
1

amputieren darf, darf man mit gleichem
Recht jederzeit auch diese Linie in ein Diagramm implantieren. Das bedeutet
konkret, dass man in G̃(2b)(k1) einen Faktor G̃(k1) einfügen darf. Dadurch
wird dieser Graph mit G̃(2a)(k1) identisch, so dass gilt:
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Der dritte Summand von G̃(2)(k1) hat eine andere Struktur:
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Wir werden die Berechnung von J(k1) nicht explizit durchführen, sondern
lediglich durch Vergleich mit den vorher berechneten Diagrammen klären, ob
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– und wenn ja, in welcher Weise – dieser Graph divergiert. Dazu vergleichen
wir mit
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die Struktur der divergierenden Terme der bisher berechneten Graphen:
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Vergleicht man dies mit den vorherigen Graphen, dann ist es plausibel, dass
auch J(k1) logarithmisch divergiert:

J(k1) = C
(
(k1)2

)
· lim

Λ→∞
ln
(Λ2~2

m2
0c

2

)
(20.94e)

C ist eine endliche Funktion von (k1)2. Die Form dieses Ergebnisses haben
wir nicht berechnet sondern der Literatur entnommen. Man beachte den
wichtigen Unterschied zwischen dem Tadpole und den drei anderen Schleifen:
Anders als F (k1) = (20.94b), F (k1 − k3) = (20.94c), und J(k1) = (20.94d),
ist die divergierende Funktion F = (20.94a) des Tadpoles unabhängig von
der Wellenzahl k1 des propagierenden Teilchens.
Offenbar folgt aus (20.94) die allgemeine Regel:
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Struktur : d
4k

kn
=⇒


n = 2 : quadratische Divergenz
n = 4 : logarithmische Divergenz
n ≥ 6 : keine Divergenz (20.95)

Jeder Vertex in einer Schleife bewirkt einen Faktor k−2, so dass keine Schleife
divergieren kann, die drei oder mehr Vertizes enthält. Sämtliche Schleifen
mit weniger als drei Vertizes, nämlich eine in der ψ3-Theorie und drei in der
ψ4-Theorie, haben wir bereits gesehen. Es gibt keine weiteren. (Natürlich
werden diese Schleifen als Teildiagramme innerhalb von Graphen höherer
Ordnung wieder auftauchen.) Sämtliche anderen Diagramme der ψ3- und
der ψ4-Theorie, die keine dieser vier Arten von Schleifen enthalten, sind
konvergent. Sobald man einen Weg gefunden hat, die vier divergierenden
Diagramme in konvergente Diagramme umzuwandeln, ist die gesamte ψ3-
und ψ4-Theorie konvergent, und in keiner Ordnung der Störungstheorie
werden irgendwelche weiteren, neuartigen Divergenzen auftreten. In den
beiden foldenden Kapiteln werden wir klären, wie die Konvergenz der vier
Schleifen-Diagramme durch Renormierung erzwungen werden kann.
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21 Physikalische Interpretation der
Renormierung

Divergenzen sind das unerfreuliche Markenzeichen der relativistischen Quan-
tenfeldtheorie. In diesem Kapitel werden wir uns mit der Behandlung der
Divergenzen befassen, die bei der Berechnung von Schleifendiagrammen
wechselwirkender Quantenfelder auftreten. Sämtliche divergierenden Schlei-
fendiagramme der ψ3-Theorie und der ψ4-Theorie haben wir bereits im
vorigen Kapitel berechnet. Sämtliche divergierenden Schleifendiagramme der
Quantenelektrodynamik werden wir in Kapitel 26 berechnen. Alle lassen sich
mit einem im Prinzip immer gleichen Renormierungsverfahren behandeln.
Dieses Renormierungsverfahren blieb nach seiner Entdeckung am Ende

der vierziger Jahre ein viertel Jahrhundert lang unverstanden. Es war ein
verblüffender mathematischer Trick. Er funktionierte, und lieferte korrekte
Ergebnisse mit einer Präzision, wie sie die Physik bis dahin nicht gekannt
hatte. Aber sein Erfolgsgeheimnis war rätselhaft. Im zweiten unter [24]
gelinkten Artikel findet man eine kurz gefasste, lesenswerte Übersicht über
die verwickelten Wege und Irrwege, denen die Theoretiker in jenen Jahren
folgten.
Licht ins Dunkel brachte die Entdeckung und Erforschung der Renor-

mierungsgruppe, mit der wir uns im folgenden Abschnitt beschäftigen. Im
anschließenden Abschnitt führen wir die Renormierung an einem einfachen
Minimal-Modell der Quantenfeldtheorie explizit durch, und knüpfen daran
im letzten Abschnitt dieses Kapitels eine kurze Diskussion über effektive
Theorien und die Möglichkeit einer fundamentalen Länge an.

21.1 Die Renormierungsgruppe

Dieser Abschnitt – und im Grunde das ganze Kapitel – dreht sich letztlich
um die Frage, warum und unter welchen Voraussetzungen physikalische
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Vorgängen auf Längenskalen unterschiedlicher Größenordnung voneinander
entkoppelt oder gegebenenfalls nicht entkoppelt sind. Wilson [26] wählt als
Beispiel das Wasser eines Ozeans. Die Längenskala seiner Ausdehnung ist
107 m. Auf dieser Längenskala sind auch seine großräumigen Strömungen
und die Gezeiten zu beschreiben. Dagegen haben die Oberflächenwellen
des Wassers Wellenlängen in der Größenordnung von 10−3 m bis 10+2 m.
Wenn man sie beschreiben will ist es egal, ob es sich um Wellen im Pazifik
oder im Schwarzen Meer handelt. Ebenso wenig braucht man sich bei
der Beschreibung von Wellen um die Bewegungen der einzelnen Moleküle
(Längenskala 10−10 m), aus denen das Wasser besteht, zu kümmern. Das
ist der Normalfall: Vorgänge, die auf sehr unterschiedlichen Längenskalen
stattfinden, sind in aller Regel gut voneinander entkoppelt, und können
deshalb unabhängig voneinander untersucht werden.
Das gilt auch für die Kontinuumsphysik der Flüssigkeiten und Festkör-

per, in der durch die Gitterkonstante G des Kristalls bzw. den Abstand
nächster Nachbarmoleküle eine Länge gegeben ist, die der Gültigkeit der
Kontinuumsbeschreibung eine Grenze setzt. Mit Hilfe der Molekularfeld-
Theorie1 lassen sich auf Längenskalen L� G makroskopische Eigenschaf-
ten wie Härte, Magnetisierung, Viskosität, Schallgeschwindigkeit, usw. in
den meisten Fällen zufriedenstellend beschreiben, ohne dass man auf ihre
atomare Struktur oder die Länge G explizit Bezug nehmen muss. Erst wenn
man die Kontinuumsbeschreibung bis in den Bereich der Länge G ausdehnt,
sind unsinnige Ergebnisse zu erwarten.
Gute Entkopplung von Phänomenen auf einer makroskopischen Skala

L von Phänomenen auf der Skala G der Abstände zwischen benachbarten
Molekülen ist in der klassischen Kontinuumstheorie die Regel. Wie jede
gute Regel kennt auch diese Regel Ausnahmen. Es handelt sich um Pha-
senübergänge, bei denen eine sehr starke Kopplung völlig unterschiedlicher
Längenskalen beobachtet wird. Das paradigmatische Beispiel ist die Magne-
tisierung eines ferromagnetischen Festkörpers. Ursache der Magnetisierung
sind die magnetischen Dipolmomente von Elektronen, deren detaillierte
Beschreibung auf der Längenskala der Gitterkonstanten des Festkörpers von
typisch G ≈ 10−10 m stattfinden muss. Dagegen wird die makroskopische

1 englisch: mean-field theory
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Magnetisierung M auf Längenskalen von typisch L> 10−6 m gemessen.

Weil die Energie eines Ferromagneten abnimmt, wenn benachbarte Spins
parallel ausgerichtet sind, tendiert er zu einem Zustand mit makroskopischer
Magnetisierung. Dem wirkt jedoch die thermische Energie der Spins entge-
gen. Unterhalb der Curie-Temperatur Tc, die auch als kritische Temperatur
bezeichnet wird, dominiert die Wechselwirkung zwischen den Spins. Ober-
halb von Tc gibt es keine makroskopisch beobachtbare Magnetisierung, weil
der durch parallele Ausrichtung der Spins mögliche Energiegewinn kleiner
ist als ihre thermische Energie. In diesem Bereich hoher Temperatur sind die
Orientierungen der Spins nur über Bereiche der Größenordnung G korreliert.
Das heißt dass ein Spin seine Ausrichtung an derjenigen seiner nächsten
Nachbarn, und allenfalls noch seiner übernächsten Nachbarn orientiert, aber
nicht an weiter entfernten Spins.
Das ändert sich drastisch, wenn man die Temperatur bis auf Tc absenkt.

Dann wächst die Korrelationslänge auf die Größe des gesamten Festkör-
pers. Das bedeutet in der Theorie, dass die Korrelationslänge divergiert.
Die Orientierung eines Spins, die zuvor nur auf der Längenskala G des
Gitterabstands wirksam war, beeinflusst nun andere Spins in beliebig großer
Entfernung.
Man kann die gegenläufige Tendenz von magnetischer Wechselwirkung

und thermischer Energie der Spins modellieren durch einen Parameter λ,
der als Kopplungsstärke bezeichnet wird und im einfachsten Fall umgekehrt
proportional zur Temperatur ist: λ ∼ 1/T . Die Kopplungsstärke ist ein Maß
für die Wahrscheinlichkeit, dass benachbarte Spins parallel ausgerichtet sind.
Diese Wahrscheinlichkeit ist 1/2 bei T = ∞ bzw. λ = 0, und sie ist 1 bei
T = 0 bzw. λ = ∞. In realistischen Modellen ist λ eine Funktion, die in
komplizierter Weise sowohl die Reichweite wie die Stärke der Spin-Spin-
Kopplung festlegt. Wir wählen eine vereinfachende Darstellung, in der λ
eine (mit einer physikalischen Einheit multiplizierte) Zahl ist.

Es ist relativ einfach, die makroskopische Magnetisierung aus der Theorie
abzuleiten, sobald man den Wert der Kopplungsstärke als Funktion der
Temperatur kennt. Dagegen ist die Berechnung der Kopplungsstärke ziemlich
schwierig. Die Berechnung gelingt mit der Molekularfeld-Theorie, jedoch
nur in deutlicher Entfernung von der Curie-Temperatur. Knapp unterhalb
von Tc sagt die Molekularfeld-Theorie die Magnetisierung M ∼ (Tc −
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Abb. 21.1 : Spins jn (links) und Spins jn+1 (rechts)

T )1/2 voraus, und zwar unabhängig von den Details auf der atomaren
Längenskala G, also unabhängig von der Gitterstruktur des Ferromagneten.
Diese Vorhersage erwies sich als qualitativ richtig, jedoch quantitativ falsch.
Die Magnetisierung bei Tc ist tatsächlich „universell“, d.h. von den Details
auf der Längenskala G unabhängig. Ihr Wert ist jedoch M ∼ (Tc − T )1/3.
Die Universalität des Phasenübergangs bestärkte die Vermutung, dass

eine effektive Theorie möglich sein sollte, welche die makroskopische Ma-
gnetisierung auf der Längenskala L unabhängig von den Details auf der
atomaren Skala G korrekt beschreibt, auch und gerade bei Temperaturen
nahe Tc. Die Molekularfeld-Theorie versagt deshalb in der Umgebung von
Tc, weil sie annimmt dass die Korrelationslänge, über die sich die Spins
wechselseitig nennenswert beeinflussen, nur wenig von der Temperatur ab-
hängig sei. Tatsächlich ändert sich die Korrelationslänge jedoch in der Nähe
der kritischen Temperatur drastisch.
Ein besseres Verfahren zur Berechnung der Kopplungsstärke zwischen

den Spins in einem Magneten bei Temperaturen nahe Tc wurde durch das
Block-Spin-Verfahren von Kadanoff2 und die darauf aufbauende Theorie der
Renormierungsgruppe von Wilson3 gefunden. Zur Erläuterung des Block-
spin-Verfahrens betrachten wir das in Abbildung 21.1 links dargestellte
zweidimensionale Ising-Modell, in dem 9 Spins, die nur die Werte j0 = +1
oder j0 = −1 annehmen können, in einem hexagonalen Gitter mit Git-
terkonstante G angeordnet sind. Die Kopplungsstärke zwischen nächsten
Nachbarn ist λ0, die Kopplungsstärke zwischen Spins, die nicht nächste

2 Leo Philip Kadanoff ( ∗1937 )
3 Kenneth Geddes Wilson (1936 - 2013)
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Nachbarn sind, ist per Definition dieses Modells Null. Der Spin im Zentrum
hat 6 nächste Nachbarn, die Spins in den unteren Ecken haben 2 nächs-
te Nachbarn, die restlichen Spins haben 3 oder 4 nächste Nachbarn. Da
jeder Spin zwei Richtungen annehmen kann, gibt es insgesamt 29 = 512
verschiedene Möglichkeiten, die Spins anzuordnen.

Durch die Kopplungsstärke λ0 wird die Wahrscheinlichkeit P0 paralleler
bzw. die Wahrscheinlichkeit 1 − P0 antiparalleler Stellung benachbarter
Spins festgelegt. Damit kann die Wahrscheinlichkeit von jeder der 512
möglichen Konfigurationen berechnet werden. Außerdem werden bei jeder
Konfiguration je 3 Spins j0, die in Abbildung 21.1 durch ein gelbes Dreieck
unterlegt sind, zu einem Blockspin j1 zusammengefasst, und zwar nach dem
Mehrheitsprinzip. Der Blockspin ist j1 = +1, wenn mindestens zwei der
Spins j0 in diesem Block den Wert +1 haben. Andernfalls ist der Blockspin
j1 = −1. Die Blockspins sind im rechten Teil der Zeichnung rot dargestellt.
Es gibt nur 23 = 8 verschiedene Konfigurationen der Blockspins j1,

aber 512 verschiedene Konfigurationen der Spins j0. Die Summe der Wahr-
scheinlichkeiten aller verschiedenen Konfigurationen der Spins j0, die zur
gleichen Konfiguration der Blockspins j1 führen, ist die Wahrscheinlichkeit
dieser Blockspin-Konfiguration. Aus der Wahrscheinlichkeit, mit der die
verschiedenen Blockspin-Konfigurationen insgesamt vorkommen, kann man
zurückrechnen auf die Wahrscheinlichkeit P1 von paralleler bzw. die Wahr-
scheinlichkeit 1− P1 von antiparalleler Stellung benachbarter Blockspins.
Im allgemeinen ist P1 , P0. (In [26, Bild 6 auf S. 71] wird das anhand eines
einfachen Beispiels explizit vorgerechnet.) Aus P1 kann man wiederum die
renormierte Kopplungsstärke λ1 berechnen.

Mit der renormierten Kopplungsstärke λ1 geht man in die nächste Runde
des Blockspin-Verfahrens, berechnet wieder die Wahrscheinlichkeiten aller
512 Konfigurationen der Spins j1 und der 8 Konfigurationen der Blockspins
j2, woraus sich die renormierte Kopplungskonstante λ2 ergibt. Uns so weiter.
Es ist nur die begrenzte Leistungsfähigkeit der Computer, die uns dazu

veranlasst das Verfahren in dieser Weise durchzuführen. Eigentlich würden
wir gerne ein größeres Modell mit 3N Spins berechnen, wobei N eine sehr
große natürliche Zahl sein soll. Dann werden im ersten Schritt die Wahr-
scheinlichkeiten aller 23N möglichen Konfigurationen der Spins j0 ermittelt,
und damit zugleich die Wahrscheinlichkeiten der 23N−1 möglichen Konfi-
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gurationen der Blockspins j1. Daraus ergibt sich wiederum der Wert der
renormierten Kopplungskonstanten λ1. Das Blockspin-Gitter wird – wie
bereits in Abbildung 21.1 angedeutet – auf die gleiche Gitterkonstante G
geschrumpft wie das ursprüngliche Gitter, hat aber nur ein drittel der Größe
des ursprünglichen Gitters. Alle Strukturen (d.h. Domänen mit paralleler
Ausrichtung der Spins), die anfangs kleiner als 3G waren, sind aus dem
Modell verschwunden.
Im nächsten Schritt werden mit der Kopplungskonstanten λ1 die Wahr-

scheinlichkeiten aller 23N−1 möglichen Konfigurationen der Spins j1 ermittelt,
und damit zugleich die Wahrscheinlichkeiten der 23N−2 möglichen Konfigu-
rationen der Blockspins j2, woraus wiederum die renormierte Kopplungs-
konstante λ2 berechnet wird. Nach dem n-ten Durchlauf des Blockspin-
Verfahrens besteht das Gitter noch aus 3N−n Spins, wobei es sich immer
noch um eine sehr große Zahl handeln soll. Alle anfangs vorhandenen Struk-
turen mit einer Größe von < 3nG sind aus dem Modell verschwunden. Hand
in Hand mit der schrittweisen Vergröberung des Modells geht die schrittweise
Renormierung der Kopplungskonstanten. Auf diese Weise findet man eine
Folge von Wertepaaren

(λ0, G) → (λ1, 3G) → (λ2, 32G) → . . .

. . . → (λs, 3sG) → (λt, 3tG) → (λu, 3uG) → . . . , (21.1)

die als „Flow“ der Renormierungsgruppe bezeichnet wird. Wieso ist das
eine Gruppe? Wir definieren die Transformation

λs
Tst−−−−−→ Tst(λs) = λt . (21.2)

Die Verknüpfung von zwei Transformationen wird definiert durch

Tsu(λs) = TtuTst(λs) = Ttu(Tstλs) = Ttu(λt) = λu . (21.3)

Und mit Tss gibt es auch ein Einselement. Allerdings fehlen die inversen
Elemente. Denn die schrittweise Mittelung beim Blockspin-Verfahren kann
nicht umgedreht werden; man kann nicht aus dem Spinwert eines Blocks
die 3 Spinwerte der vorangegangenen Generation rekonstruieren. Deshalb
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handelt es sich bei der Renormierungsgruppe {T} des Modells Abb. 21.1
nicht um eine Gruppe, sondern nur um eine Halbgruppe. Dagegen ist die
Renormierungsgruppe der QFT, mit der wir uns im Folgenden beschäftigen
werden, eine vollwertige Gruppe.

21.2 Ein minimales QFT-Modell

Zum Vergleich des Renormierungsverfahrens der Quantenfeldtheorie mit
dem Renormierungsverfahren der Festkörpertheorie, das im vorigen Ab-
schnitt am Beispiel eines Ising-Modells dargestellt wurde, konstruieren wir
ein möglichst einfaches, auf das Wesentliche konzentriertes Minimalmodell
der QFT. Zur Orientierung dient uns dabei das Beispiel des Streuereig-
nisses der ψ4-Theorie, bei dem zwei Teilchen einlaufen und zwei Teilchen
auslaufen. Bei hoch relativistischer Energie der streuenden Teilchen ist die
Wahrscheinlichkeitsamplitude dieses Ereignisses

S = S
(1) + S

(2) +O(λ3
0) =̂

=̂ 24 ·
k1 k2

k4k3
+ 1152 ·
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·
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0
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π2 lim
Λ→∞

ln
( Λ2

|(k3 − k1)2|

))
(21.4)

Anstelle von S = (21.4) definieren wir für das Minimalmodell die in ihrer
wesentlichen Struktur gleichartige, aber einfachere Funktion

J(k) ≡ λ0f
(1)(k) + λ2

0f
(2)(k) + λ3

0f
(3)(k) + . . . . (21.5a)

Den Koeffizienten
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f (1)(k) ≡ f1 = konstant , 0 (21.5b)

definieren wir entsprechend (21.4) als Konstante. Für f (2)(k) wählen wir in
unserem Modell mit Blick auf (20.84b), (20.71b), und (20.76) die Definition

f (2)(k) ≡ u
+∞∫
0

dR 1
R+ k

. (21.5c)

R und k sind Wellenzahlen. Die Wellenzahl k – und ebenso die gleich
einzuführende Wellenzahl q – ist in diesem Modell zu verstehen als

k ≡
√
k2 ,

√
(k0)− k2 = mc

~
. (21.6)

Anders als die Wurzel des Quadrats eines Minkowski-Vierer-Wellenzahlvek-
tors ist k also keine Konstante, sondern hat für hochenergetische Teilchen
einen hohen Wert, und für niederenergetische Teilchen einen niedrigen Wert.
In u sind Faktoren zusammengefasst, die von der Integrationsvariablen R
(die eine Wellenzahl ist) unabhängig sind. Im Sinne möglichster Einfachheit
haben wir keinen Masseparameter und nur die Wellenzahl k eines einzigen
einlaufenden Teilchens verwendet. Wir können uns J(k) beispielsweise ver-
anschaulichen als Streumatrix eines masselosen oder hoch-relativistischen
Teilchens, das mit Wellenzahl k einläuft, und an einem sehr schweren Atom-
kern gestreut wird. Wie der Term ∼ λ2

0 in (21.4) divergiert f (2) bei R→∞
logarithmisch. Wir nehmen an, dass auch die Entwicklungskoeffizienten
f (n)(k) höherer Ordnung divergieren, zumindest einige von ihnen.
Diese Divergenzen sollen durch Renormierung der Kopplungskonstanten

eliminiert werden. Damit ist folgendes gemeint: Wir entwickeln die Konstante
λ0 nach einer anderen, zunächst unbekannten Konstanten λ in einer Reihe
mit Koeffizienten lj :

λ0 = l1λ+ l2λ
2 + l3λ

3 + . . . (21.7)

Dies ist eine völlig unbestimmte Formel, weil anfangs weder die Konstante
λ noch die Koeffizienten lj bekannt sind. Die Reihenentwicklung wird in
(21.5a) eingesetzt:
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J(k) = (l1λ+ l2λ

2 + l3λ
3)f1 + (l1λ+ l2λ

2 + l3λ
3)2f (2)(k) +

+ (l1λ+ l2λ
2 + l3λ

3)3f (3)(k) + . . .

= λ
(
l1f1

)
+ λ2

(
l2f1 + l21f

(2)(k)
)

+

+ λ3
(
l3f1 + 2l1l2f (2)(k) + l31f

(3)(k)
)

+O(λ4) (21.8)

Man erkennt an dieser Stelle bereits den formalen Trick des Renormierungs-
Verfahrens. In (21.5a) wird jeder Faktor λn0 mit genau einem Koeffizienten
f (n) multipliziert, wobei einige der f (n) divergieren. Dagegen wird in (21.8)
jedes λn mit der Summe aller f (1), f (2), . . . , f (n) multipliziert, sodass diver-
gierende f (j) sich wechselseitig kompensieren können, wenn die Koeffizienten
lj geeignet gewählt werden. J(k) = (21.5a) ist identisch mit J(k) = (21.8).
Aber in (21.8) wird der Algorithmus der Reihenentwicklung so geschickt
modifiziert, dass jeder einzelne Entwicklungskoeffizient endlich ist – voraus-
gesetzt er erfüllt gewisse Bedingungen, die wir im Folgenden spezifizieren
werden.

Nun bestimmen wir die Koeffizienten lj sukzessive in einer Störungsrech-
nung nach den Ordnungen von λ. Die Größe J wird experimentell bestimmt,
und zwar nur bei einer einzigen, bestimmten Wellenzahl des einlaufenden
Teilchens, die wir q nennen. Es ist eine Eigentümlichkeit des Renormierungs-
verfahrens, dass man pro Parameter, der renormiert werden soll (in diesem
Beispiel λ0) genau einen Messwert benötigt. Mit diesem Messergebnis gilt
in erster Ordnung von λ

Jexp(q) =(21.8) λl1f1 +O(λ2) = λf1 +O(λ2)
=⇒ l1 = 1 . (21.9)

Die Wahl von l1 = 1 ist nicht zwingend, aber naheliegend. Eine andere Wahl
würde lediglich eine unnötige Reskalierung von λ bedeuten. Weil f1 per
Definition unseres Modells endlich und verschieden von Null ist, und der
durch Messung ermittelte Wert Jexp(q) ebenfalls endlich ist, erhalten wir
in erster Ordnung auch einen endlichen, wohlbestimmten Wert von λ. Die
Renormierung wäre für die Berechnung erster Ordnung offensichtlich gar
nicht erforderlich gewesen, wir hätten genau so gut mit λ0 weiter arbeiten
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können. J(k) hängt in erster Ordnung nicht von k ab. Also gilt für beliebige
k , q

J(k) = λf1 +O(λ2) . (21.10)

In zweiter Ordnung der Kopplungskonstanten ist der berechnete Wert
von J(k) gleich

J(k) (21.8)= λf1 + λ2
(
l2f1 + f (2)(k)

)
+O(λ3) . (21.11)

Hier tritt das Problem auf, dass f (2) divergiert. Um überhaupt mit der
Rechnung fortfahren zu können, regularisieren wir f (2) dadurch, dass wir
die obere Integrationsgrenze +∞ durch die große, aber endliche Wellenzahl
Λ ersetzen:

f
(2)
Λ (k) ≡ u

Λ∫
0

dR 1
R+ k

= u ln
(Λ + k

k

)
(21.12a)

f (2)(k) = lim
Λ→∞

f
(2)
Λ (k) (21.12b)

Wenn J oder ein Koeffizient f bzw. l mit dem Abschneide-Parameter Λ
berechnet wird, kennzeichnen wir ihn durch den Index Λ. Damit wird J in
zweiter Ordnung

JΛ(k) = λf1 + λ2
(
l2,Λf1 + f

(2)
Λ (k)

)
+O(λ3) (21.13a)

J(k) = lim
Λ→∞

JΛ(k) . (21.13b)

Der Koeffizient l2 wird mithilfe des experimentell ermittelten Wertes be-
stimmt:

Jexp(q) = λf1︸︷︷︸
Jexp(q) , siehe (21.9)

+λ2
(
l2f1 + f (2)(q)

)
+O(λ3) (21.14)

Falls wir λ als unbestimmt betrachten, hat diese Gleichung zwei Variable
(nämlich λ und l2), und deshalb keine eindeutige Lösung. Es spricht aber
nichts dagegen zu verlangen, dass der in (21.9) festgelegte Wert von λ
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beibehalten wird. Dann muss

l2 = lim
Λ→∞

l2,Λ = −f
(2)(q)
f1

= − lim
Λ→∞

f
(2)
Λ (q)
f1

(21.15)

gelten. Weil f1 endlich und konstant ist, und f (2)
Λ bei Λ→∞ logarithmisch

divergiert, muss auch l2,Λ bei Λ→∞ logarithmisch divergieren. Für beliebige
k gilt damit

JΛ(k) = λf1 + λ2
(
f

(2)
Λ (k)− f (2)

Λ (q)
)

+O(λ3) .

Auch diese Relation soll im Grenzfall Λ→∞ endlich sein. Das ist sie genau
dann, wenn

lim
Λ→∞

(
f

(2)
Λ (k)− f (2)

Λ (q)
)

= endlich (21.16)

ist. Bei unserer Definition von f (2) ist das der Fall, weil

lim
Λ→∞

(
f

(2)
Λ (k)− f (2)

Λ (q)
) (21.12)= lim

Λ→∞
u ln

((Λ + k)q
k(Λ + q)

)
= u ln

( q
k

)
(21.17)

von Λ unabhängig ist. Damit gilt für beliebige k

J(k) = λf1 + λ2
(
f (2)(k)− f (2)(q)

)
︸                       ︷︷                       ︸

u ln(q/k)

+O(λ3) . (21.18a)

Man beachte erstens, dass die Bedingung (21.16) eine sehr starke Einschrän-
kung der möglichen Form von f (2) bedeutet. Entsprechende Einschränkungen
ergeben sich auch für alle weiteren f (n) mit n > 2. Man beachte zweitens,
dass durch die Renormierung große und kleine Wellenzahlen voneinander
entkoppelt wurden: In (21.5a) ist die kleine Wellenzahl k im Argument
von J(k) in zweiter Ordnung von λ0 durch den Koeffizienten f (2)(k) sehr
stark (sogar divergierend) mit der (unendlich) großen Wellenzahl Λ ver-
koppelt. In (21.18a) ist die kleine Wellenzahl k im Argument von J(k) in
zweiter Ordnung von λ nur mit der Wellenzahl q verkoppelt, die von der
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gleichen Größenordnung wie k ist. Die große Wellenzahl Λ kommt in (21.18a)
überhaupt nicht mehr vor.

Wir haben beim Ising-Modell gesehen, dass der jeweilige Wert der Kopp-
lungsstärke korreliert ist mit der Feinheit, mit der das Modell untersucht
wird. (Je mehr Spins j0 zu einem einzigen Blockspin jn zusammengefasst
sind, um so gröber ist das Modell, und man findet eine entsprechend verän-
derte Kopplungsstärke λn.) Deshalb überrascht es uns nicht, dass auch in
der QFT der Wert der renormierten Kopplungskonstante λ(q) abhängt von
der Feinheit ≈ q−1, mit der man bei der Messung von Jexp(q) arbeitet.

Wenn die experimentelle Bestimmung von J bei einer anderen Wellenzahl
q′ des einlaufenden Teilchens durchgeführt wird, erhält man anstelle von
(21.18a) die Gleichung

J(k) = λ′f1 + λ′2
(
f (2)(k)− f (2)(q′)

)
+O(λ′3) . (21.18b)

Wir ziehen (21.18b) von (21.18a) ab, und setzen (21.17) ein:

0 = (λ− λ′)f1 + λ2u ln
( q
k

)
− λ′2u ln

(q′
k

)
+O(λ3)−O(λ′3)

Mit λ(q) ≡ λ und λ(q′) ≡ λ′ sowie der Reihenentwicklung

λ(q′) = λ(q) + a2λ
2(q) +O

(
λ3(q)

)
folgt daraus

λ(q′) = λ(q) + λ2(q) u
f1

ln
( q
q′

)
+O

(
λ3(q)

)
= λ(q) + q′ − q

q
q

dλ(q)
dq︸      ︷︷      ︸

β(λ,q)

+O
(
λ3(q)

)
. (21.19)

Die zweite Zeile ist der Beginn einer Taylor-Entwicklung, und enthält die De-
finition der Betafunktion. Wenn β > 0 ist, wird die Kopplung bei steigendem
q′ bzw. abnehmendem Abstand der wechselwirkenden Teilchen stärker. Wir
werden in Kapitel 26 sehen, dass die Quantenelektrodynamik ein Beispiel für
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diesen Fall ist. Ladungen sind in der QED von Wolken virtueller Ladungen
umgeben, die sie nach außen hin dielektrisch abschirmen. Wenn ein zweites
Teilchen mit hohem Impuls in diese Ladungswolke eindringt und dem ersten
Teilchen nahe kommt, dann spürt es eine größere Ladung und demzufolge
eine stärkere Kopplung als in weiterem Abstand. Die Kopplungskonstante

α = e2

4πε0~c
≈
{

1/137 bei k ≈ 0
1/128 bei k ≈ 100GeV/(~c)

(21.20a)

der QED hat bei großem Abstand den Wert α ≈ 1/137. Bei den hohen
Wellenzahlen von etwa 100GeV/(~c), wie sie zur Erzeugung von Z-Bosonen
erforderlich sind, konnten die Messergebnisse nur mit der Annahme der
Kopplungskonstanten α ≈ 1/128 interpretiert werden.
Wenn β < 0 ist, dann wird die Kopplung bei steigendem q bzw. abneh-

mendem Abstand der wechselwirkenden Teilchen schwächer. Dies ist der Fall
bei der Kopplungskonstanten der starken Wechselwirkung. Die Abhängigkeit
der starken Kopplungskonstanten αs vom Impulsübertrag ~k ist deutlicher
ausgeprägt als bei der elektromagnetischen Wechselwirkung. Aus Messungen
wurden die Werte

αs ≈


0.35 bei k ≈ 2GeV/(~c)
0.18 bei k ≈ 10GeV/(~c)
0.11 bei k ≈ 120GeV/(~c)

(21.20b)

extrahiert. Die Quarks sind bei großer Wellenzahl (d.h. kleinem Abstand)
„asymptotisch frei“. Aber die Bindungsenergie zwischen ihnen wird un-
endlich groß wenn man versucht, ein einzelnes Quark aus einem Baryon
herauszulösen.
Weil die β-Funktion der QED positiv, die β-Funktion der QCD aber

negativ ist kann man spekulieren, dass es eine Wellenzahl K geben sollte,
bei der α(K) = αs(K) ist. Schätzungen sagen K ≈ 1015GeV/(~c) voraus.
Es ist klar, dass eine derartig weite Extrapolation der Messdaten mit größter
Vorsicht zu betrachten ist.

Der Begriff Kopplungskonstante ist so fest verwurzelt, dass er auch für
die renormierten Parameter, obwohl sie nicht konstant sind, weiter ver-
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wendet wird. Wenn man diese Tatsache betonen will, spricht man von
„laufenden Kopplungskonstanten“. Das experimentell bestätigte Laufen der
Kopplungskonstanten der Quantenfelder ist ein starkes Indiz dafür, dass der
Analogieschluss vom Renormierungsverfahren der klassischen Kontinuums-
theorie der Festkörper und Flüssigkeiten zum Renormierungsverfahren der
QFT tatsächlich zutrifft. In beiden Fällen korreliert die Renormierung der
Kopplungsstärke mit einer Vergröberung der Modelle, und zugleich mit der
Entkopplung der verschiedenen Längenskalen.
In Störungsrechnung dritter Ordnung in λ ist

J(k) =(21.8) λl1f1 + λ2
(
l2f1 + l21f

(2)(k)
)

+

+ λ3
(
l3f1 + 2l1l2f (2)(k) + l31f

(3)(k)
)

+O(λ4)

=(21.15),(21.18a)
λf1 + λ2

(
f (2)(k)− f (2)(q)

)
+

+ λ3
(
l3f1 −

2
f1
f (2)(q)f (2)(k) + f (3)(k)

)
+O(λ4) .

Wenn man in diese Gleichung den Messwert Jexp(q) einsetzt und verlangt,
dass der in (21.9) festgelegte Wert von λ beibehalten wird, dann muss

l3 = lim
Λ→∞

l3,Λ = 1
f1

( 2
f1
f (2)(q)f (2)(q)− f (3)(q)

)
=

= lim
Λ→∞

1
f1

( 2
f1
f

(2)
Λ (q)f (2)

Λ (q)− f (3)
Λ (q)

)
(21.21)

sein. Wir haben in unserem einfachen Modell f (3) nicht definiert. Deshalb
ist unbestimmt, ob dieser Ausdruck endlich oder unendlich ist. Wenn man
gegebenenfalls limΛ→∞ l3,Λ = ±∞ akzeptiert ist die Gleichung auf jeden
Fall erfüllbar, weil l3,Λ völlig frei gewählt werden kann.
Man erkennt, dass die Struktur

ln = lim
Λ→∞

ln,Λ = Funktion
(
f (1)(q), f (2)(q), . . . , f (n)(q)

)
sich in allen Ordnungen der Störungsrechnung wiederholt. Weil ln frei
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gewählt werden kann, ist diese Gleichung in jeder Ordnung n erfüllbar,
vorausgesetzt dass wir limΛ→∞ ln,Λ =∞ zulassen.

Für beliebiges k gilt in dritter Ordnung der Störungsrechnung

J(k) = λf1 + λ2
(
f (2)(k)− f (2)(q)

)
+ λ3

(
− 2
f1
f (2)(q) f (2)(k) +

+ f (3)(k) + 2
f1
f (2)(q)f (2)(q)− f (3)(q)

)
+O(λ4) . (21.22)

Diese Gleichung ist nur sinnvoll, wenn erstens(
− 2
f1
f (2)(q) f (2)(k) + f (3)(k) + 2

f1
f (2)(q)f (2)(q)− f (3)(q)

)
=

= lim
Λ→∞

(
− 2
f1
f

(2)
Λ (q) f (2)

Λ (k) + f
(3)
Λ (k) + 2

f1
f

(2)
Λ (q)f (2)

Λ (q)−

− f (3)
Λ (q)

)
= endlich (21.23)

ist, und wenn zweitens auch weiterhin (21.16) gilt.
Um die Größe J(k) zu berechnen, haben wir die Kopplungskonstante

renormiert, und zwar mithilfe eines Messwerts

Jexp(q) =(21.9) λf1 +O(λ2) ,

der bei der Wellenzahl q des einlaufenden Teilchens gewonnen wurde. In
(21.18) haben wir das Konzept der laufenden Kopplungskonstanten aus
der Forderung abgeleitet, dass der Wert der Messgröße J(k) nicht davon
abhängen darf, welche Wellenzahl q zur experimentellen Feststellung von
Jexp(q) verwendet wird:

Jq,λ(k) = Jq′,λ′(k) = Jq′′,λ′′(k) = . . . (21.24)

Vergleicht man dies mit dem
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Renormierungs-Flow des Ising-Modells:
(λ0, G) → (λ1, 3G) → (λ2, 32G) → . . .

. . . → (λs, 3sG) → (λt, 3tG) → (λu, 3uG) → . . . , (21.25)

dann erkennt man den

Renormierungs-Flow der QFT:
(λ0,∞) ↔ . . . ↔ (λ, q) ↔ (λ′, q′) ↔ (λ′′, q′′) ↔ . . . ,

der die jeweilige renormierte Kopplungskonstante mit der Längenskala q−1

verknüpft, bei der die experimentelle Ermittlung von Jexp(q) durchgeführt
wurde. Weil uns in der Feldtheorie jedoch ein (quasi-)Kontinuum von ex-
perimentell zugänglichen Wellenzahlen zur Verfügung steht, beschreiben
wir den Flow der Renormierungsgruppe als ein Kontinuum unendlich vieler
infinitesimal kleiner Schritte:

λ(q) → λ(q + dq) (21.19)= λ(q) + dq
q
q

dλ(q)
dq︸      ︷︷      ︸

β(λ,q)

(21.26a)

Endliche Schrittweiten lassen sich durch Integrale darstellen:

λ(qr) → λ(qs) = λ(qr) +
qs∫
qr

dk
k
β(λ, k) (21.26b)

Im Fall der QFT ist die Renormierungsgruppe eine vollwertige Gruppe. Denn
anders als bei der Halbgruppe der Blockspin-Transformationen (21.2) kann
man die Transformationen (21.26) zu größeren und zu kleineren Wellenzahlen
q durchführen, d.h. es gibt auch die inversen Transformationen.
Trotz der weitreichenden Analogie zwischen der Renormierung in der

Kontinuumsphysik von Festkörpern und der Renormierung der QFT darf
aber ein grundlegender Unterschied nicht übersehen werden: Der Renormie-
rungsflow des Ising-Modells beginnt mit dem Wertepaar (λ0, G), während
der Renormierungsflow der QFT mit (λ0,∞) beginnt. Die QFT ist so kon-
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struiert, als ob ihr Formalismus bis zu unendlich kleinen Abständen, sprich
bis zu unendlich großen Wellenzahlen, unverändert gültig bleibt. Das ist
der Grund für die Divergenzen, die in der QFT auftreten. Auch im „ex-
tremsten“ Wertepaar (λ0, G) des Renormierungsflows des Ising-Modells sind
sowohl λ0 als auch G endlich. Dagegen ist die Kopplungskonstante

λ0
(21.7)= l1λ+ l2λ

2 + l3λ
3 + . . .

der nicht renormierten QFT unendlich groß, und sie gilt bei unendlich
kleinem Abstand. Denn der Koeffizient l2 = (21.15) divergiert, und in der
Regel divergieren auch noch weitere ln.
Dies ist auch der Grund, warum man – formal betrachtet – in der QFT

an einem kritischen Punkt arbeitet. Die starke Kopplung zwischen sehr
unterschiedlichen Längenskalen, die durch Renormierungen kompensiert
werden muss, tritt in der klassischen Kontinuumstheorie von Flüssigkeiten
und Festkörpern nur bei Phasenübergängen in der Nähe der kritischen
Temperatur auf, und es ist einige Kunstfertigkeit der Experimentatoren
erforderlich um ein System so genau auf Tc einzujustieren, dass eine Messung
der Parameter möglich wird. In der Quantenfeldtheorie kommt die Tempe-
ratur überhaupt nicht vor. Quantenfelder sind „von selbst“ und jederzeit
auf einen kritischen Zustand einjustiert. Denn der kritische Zustand ist
dadurch charakterisiert, dass die Korrelationslänge sehr groß ist gegenüber
der untersuchten Längenskala. Wenn – wie in der nicht renormierten QFT
– die untersuchte Längenskala Null ist, dann erscheint im Vergleich dazu
selbstverständlich jede noch so winzige endliche Korrelationslänge unendlich
zu sein, so dass die formale Voraussetzung des kritischen Zustands gegeben
ist.

21.3 Die fundamentale Länge

Jede gute Theorie (andere Theorien interessieren uns ohnehin nicht) hat
einen gewissen Anwendbarkeitsbereich, innerhalb dessen sie korrekte Er-
gebnisse liefert und sinnvoll benutzt werden kann. Beispielsweise ist der
Anwendbarkeitsbereich der Newton’schen Mechanik dadurch gekennzeich-
net, dass Ausdrücke O(v2/c2) vernachlässigbar klein sind. Dabei ist v die
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typische Geschwindigkeit der Objekte relativ zum Beobachter, und c die
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. Wenn ein mechanischer Vorgang diese
Voraussetzung nicht erfüllt, dann muss er durch die relativistische Mecha-
nik beschrieben werden, aus der die Newton’sche Mechanik im Grenzfall
(v2/c2)→ 0 hervorgeht.

Eine quantentheoretische Beschreibung ist erforderlich für Vorgänge, bei
denen Ausdrücke O(~/S) signifikant sind. Dabei ist S die Wirkung des un-
tersuchten Systems. Wenn Ausdrücke O(~/S) vernachlässigbar sind, dann
gehört der Vorgang in den Anwendbarkeitsbereich der klassischen (New-
ton’schen oder relativistischen) Theorie.
In einem immer noch lesenswerten Aufsatz [47] äußerte Heisenberg im

Jahr 1938 die Vermutung, dass die Divergenzen der Quantenfeldtheorie als
Hinweis darauf zu verstehen seien, dass es sich bei der QFT um den niede-
renergetischen Grenzfall einer umfassenderen, bisher unbekannten Theorie
handele. So wie sich die Newton’sche Mechanik einerseits als Grenzfall
der relativistischen Mechanik herausstellte, die auf der angemessenen Be-
handlung der Naturkonstanten c beruht, und andererseits als Grenzfall
der Quantenmechanik, die auf der angemessenen Behandlung der Natur-
konstanten ~ beruht, so würde sich die unzulängliche Quantenfeldtheorie
nach Heisenbergs Vermutung früher oder später als Grenzfall einer Theorie
erweisen, die auf der angemessenen Behandlung einer noch unbekannten
Naturkonstanten r beruht. r sollte die Dimension einer Länge haben, und
größenordnungsmäßig 10−15m betragen.
Heute wissen wir, dass der Wert von 10−15m viel zu hoch gegriffen

war. Denn seither ist die Quantenelektrodynamik bis etwa 10−18m gut
erforscht worden, ohne dass dabei eine neuartige fundamentale Länge ins
Blickfeld der Experimentatoren getreten wäre. In der jüngeren Diskussion
wird zuweilen vermutet, dass der Kehrwert K−1 ≈ 10−30m der Wellenzahl,
bei der möglicherweise die Kopplungskonstanten der starken, schwachen,
und elektromagnetischen Wechselwirkungen etwa gleich groß werden, eine
fundamentale Länge definieren könnte.
Sicherlich stellen die Planck-Länge und die Planck-Zeit
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lP =

√
~G

c3 = 1.6 · 10−35 m , tP = lP
c

= 5.4 · 10−44 s , (21.27)

die durch Kombination des Wirkungsquantums, der Gravitationskonstante,
und der Lichtgeschwindigkeit konstruiert werden, eine untere Grenze für
die sinnvolle Benutzung unserer Begriffe Zeitintervall und Raumintervall
dar. Um diese Annahme zu bestätigen, stellen wir die folgende Überlegung
an: Wenn wir vernünftig über eine gewisse minimale Länge r sprechen
wollen, dann müssen wir – zumindest im Prinzip – über einen Maßstab
verfügen, mit dem diese Länge gemessen werden kann. Gemäß Heisenbergs
Unbestimmtheits-Relationen kann ein Teilchen nicht mit einer Genauigkeit
lokalisiert werden, die kleiner als seine halbe reduzierte Compton-Wellenlän-
ge ist, d. h. kleiner als der Kehrwert seiner halben invarianten Wellenzahl κ.
Diese Lokalisierung darf nicht genauer sein als zweimal der Schwarzschild-
Radius rS des Teilchens, denn sonst würde das Teilchen zu einem schwarzen
Loch kollabieren:

r ≈ 1
2κ ≥ 2rS = 4G

c2 ·
κ~

c

κ ≤

√
c3

8G~ = 1
lPlanck

√
8

= 2.2 · 1034m−1 (21.28a)

r ≈ 1
2κ ≈ 2 · 10−35m

(21.27)
≈ lP (21.28b)

Statt uns auf Spekulationen einzulassen, beschränken wir uns auf die
vorsichtige Formulierung: Falls es eine fundamentale Länge r geben soll-
te, die den Anwendungsbereich der heute bekannten Quantenfeldtheorien
beschränkt, dann ist sie kleiner (vermutlich viel kleiner) als die bis heute
experimentell erforschte Längenskala, d. h. kleiner (vermutlich viel kleiner)
als 10−18m , und größer oder gleich der Planck-Länge:

10−18m > r ≥ lP ≈ 2 · 10−35m (21.29a)

Für die maximale Wellenzahl κ gilt demnach:
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2π
10−18m ≈ 6 · 1018m−1 < κ ≤ 1

lPlanck
√

8
≈ 2 · 1034m−1 . (21.29b)

So wie die klassische Kontinuumstheorie von Festkörpern eine nützliche
effektive Theorie ist, die auf Längenskalen L � G korrekte Ergebnisse
liefert, so kann man die QFT als brauchbare effektive Kontinuumstheorie
von Quantenfeldern betrachten, die auf Längenskalen k−1 � r korrekte
Ergebnisse liefert. Die Existenz einer fundamentalen Länge in Form der

Abb. 21.2 : Phonon mit Wellenlänge 2G (oben) und 2G/3 (unten)

Gitterkonstanten G in der Festkörperphysik bewirkt, dass ein Integral über
die Wellenzahl von Phononen spätestens bei k ≈ π/G abgeschnitten werden
muss. In Abbildung 21.2 sind zwei transversale Phononen eines eindimen-
sionalen, aus roten Atomen bestehenden Festkörpers skizziert. Obwohl dem
unteren Phonon theoretisch eine drei mal so große Wellenzahl wie dem obe-
ren zugeschrieben wird, sind tatsächlich beide Phononen identisch. Deshalb
würde die Integration über Wellenzahlen k > π/G „ins Leere laufen“, und
zu einem unsinnigen Ergebnis führen.

Insgesamt ändert die Annahme der Länge r nichts weiter, als dass erstens
die Grenzübergänge Λ→∞ entfallen, und dass zweitens alle Divergenzen
verschwinden, weil Λmax = κ endlich ist. Nach wie vor müssen die Quan-
tenfeldtheorien renormiert werden, weil wir erstens die Werte von r und
κ nicht kennen, und weil zweitens die Kopplungskonstante ohnehin mit
(21.26) auf die Wellenzahlen angepasst werden muss, bei denen die Theorie
experimentell geprüft wird.
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22 Renormierung der ψs-Theorie

In Abschnitt 20.3 haben wir die vier divergierenden Schleifendiagramme,
die es in der ψ3- und ψ4-Theorie insgesamt gibt, identifiziert und in (20.94)
aufgelistet. In diesem Kapitel werden wir klären, wie die Divergenzen durch
Renormierung der Masse, der Kopplungskonstanten, sowie des Feldoperators
beseitigt werden können.

Wir legen folgende Schreibweise fest: m0 ist die nicht renormierte Masse,
λ0 die nicht renormierte Kopplungskonstante, ψ0(x) der nicht renormier-
te Feldoperator. m ohne Null bezeichnet die renormierte Masse, λ ohne
Null die renormierte Kopplungskonstante, ψ(x) ohne Null den renormierten
Feldoperator. Wie in (19.21) vereinbart, bezeichnen Operatoren und Propa-
gatoren mit dem Index (W ) die vollständigen Größen des wechselwirkenden
Gesamtsystems, während es sich bei denselben Größen ohne diesen Index
um Größen im Wechselwirkungsbild handelt.
In der ψ4-Theorie enthält der Propagator

G(W )(x2 − x1) = 〈0|Tψ(W )(x1)ψ(W )(x2) |0〉 =
∞∑
n=0

G(n)(x2 − x1)

zwei Arten von Korrekturen, nämlich Tadpole- und Kaktusdiagramme
der Art (20.92), sowie Doppelschleifen-Diagramme der Art (20.93a). In
nullter Ordnung der Störungstheorie ist G(W ) identisch mit dem Feynman-
Propagator:

G(0)(x2 − x1) ≡ G(x2 − x1) (15.43)= 〈0|Tψ0(x1)ψ0(x2) |0〉 (22.1)

In erster Ordnung gibt es nur den Tadpole. In zweiter Ordnung gibt es
die Doppelschleife, den aus zwei Tadpoles bestehenden Kaktus, und zwei
Tadpoles in Serie. In höheren Ordnungen der Störungstheorie gibt es Kombi-
nationen dieser Diagramme, z.B. Doppelschleifen, auf deren Zweige Tadpoles
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sitzen, sowie serielle Wiederholungen bereits bekannter Diagramme. Die
seriellen Wiederholungen sind one-particle-reduzibel1, denn sie können da-
durch in zwei vollständige Diagramme zerlegt werden, dass eine einzige
Linie aufgetrennt wird. Der Graph, bei dem auf den drei Zweigen der Dop-
pelschleife je ein Tadpole aufgepflanzt ist, ist ein one-particle-irreduzibler
Graph (abgekürzt 1PI) der Ordnung O(λ5). Wir definieren

F1PI = F + J + . . .+ . . .

als Summe sämtlicher one-particle-irreduzibler Graphen GFG, GJG, . . . ,
die in irgend einer Ordnung der Störungstheorie auftreten. Aus (20.67)
und (20.92) erkennt man, dass die Beiträge zu G(W ) als Glieder einer
geometrischen Reihe betrachtet werden können:

G̃(W ) = G̃+ G̃F1PIG̃+ G̃F1PIG̃F1PIG̃+

+ G̃F1PIG̃F1PIG̃F1PIG̃+ . . . = G̃

1− F1PIG̃
=

=(12.7) i

~c
(
k2

1 −m2
0
c2

~2 + iε′
)(

1− iF1PI

~c(k2
1 −m2

0
c2

~2 ) + iε′

)
= i

~c
(
k2

1 −m2
0
c2

~2 − iF1PI
1
~c + iε′

) (22.2)

Die Reihe wird auf jeden Fall konvergieren. Denn jeder Term in F1PI enthält
die Kopplungskonstante λ, für die wir limn→∞ λ

n = 0 vorausgesetzt haben.
F1PI enthält Terme, die von k1 unabhängig sind (nämlich den Tadpole und
die Kakteen), und Terme, die von k2

1 abhängen (nämlich alle Diagramme,
die Doppelschleifen enthalten). Wir entwickeln F1PI 1

~c in einer Taylorreihe
um k2

1 = m2
0c

2/~2:

1 Definition im Anschluss an (20.82)
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F1PI
1
~c = A+ (k2

1 −m2
0
c2

~2 )B +
∞∑
n=2

(k2
1 −m2

0
c2

~2 )nCn︸                        ︷︷                        ︸
O(λ4)

A ≡ F1PI 1
~c

∣∣∣∣
k2

1=m2
0
c2

~2

, B ≡ 1
~c

∂F1PI
∂k2

1

∣∣∣∣
k2

1=m2
0
c2

~2

(22.3)

Zu Cn mit n ≥ 2 können nur Diagramme beitragen, die mindestens zwei
Doppelschleifen enthalten, also mindestens O(λ4) sind. A enthält einen Term
O(λ), nämlich den Tadpole, sowie unendlich viele Terme höherer Ordnung:

A = F1PI
1
~c

∣∣∣∣
k2

1=m2
0
c2

~2

(20.67b)=

= − i3λ
4π2

(m0c

~

)2
lim

Λ→∞

(Λ2~2

m2
0c

2 − ln
(Λ2~2

m2
0c

2

))
+O(λ2) (22.4)

B enthält einen Term O(λ2), nämlich die Doppelschleife, sowie unendlich
viele Terme höherer Ordnung:

B = 1
~c

∂F1PI
∂k2

1

∣∣∣∣
k2

1=m2
0
c2

~2

(20.94e)=

= 1
~c

lim
Λ→∞

ln
(Λ2~2

m2
0c

2

)
·
∂ C

(
(k1)2

)
∂k2

1

∣∣∣∣
k2

1=m2
0
c2

~2︸                         ︷︷                         ︸
, 0 und endlich

+O(λ3) (22.5)

Wir geben uns im Folgenden mit einem Ergebnis zufrieden, das korrekt bis
O(λ2) einschließlich ist. Unter dieser Voraussetzung ist

k2
1 −m2

0
c2

~2 − iF1PI = k2
1 −m2

0
c2

~2 − iA− i(k
2
1 −m2

0
c2

~2 )B =

=
−iA+ (k2

1 −m2
0
c2

~2 )(1− iB)(1 + iB)
(1 + iB) =

−iA+ (k2
1 −m2

0
c2

~2 )
(1 + iB) .

Terme AB und BB wurden vernachlässigt. Dies setzen wir in die Formel
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(22.2) des Propagators mit Selbstwechselwirkung ein:

G̃(W ) = i(1 + iB)
~c
(
k2

1 −m2
0
c2

~2 − iA+ iε′
) (22.6)

Sowohl A als auch B sind von k1 unabhängige Konstanten. Beide sind
wegen Λ → ∞ unendlich groß. Wir werden die Divergenzen jetzt durch
Renormierung eliminieren:
Es ist unmöglich, die „nackte Masse“ m0 eines Teilchens durch Experi-

mente zu bestimmen. Messtechnisch fassbar ist nur die Masse, die den Pol
im Propagator bewirkt, also die

physikalische Masse = m ≡ +
√
m2

0 + iA ~
2

c2 . (22.7)

Die physikalische Masse ist endlich, wie die Experimente beweisen. Die
berechnete Größe A divergiert. Also divergiert auch die nicht messbare
nackte Masse m0 exakt so, dass die Summe der beiden divergierenden
Größen den endlichen Wert (22.7) ergibt.
Durch

G̃ ∼ G ∼ 〈0|Tψ0(x1)ψ0(x2) |0〉

stecken die Feldoperatoren ψ0(x) implizit im Propagator (22.6). Man renor-
miert die Feldoperatoren durch

ψ(x) ≡ ψ0(x)
√

1 + iB . (22.8)

B divergiert. Also muss auch ψ0(x) divergieren, und zwar in genau der
Weise, dass das Produkt der divergierenden Größen den endlichen Wert
ψ(x) ergibt.
Wenn die Masse und die Feldoperatoren entsprechend (22.7) und (22.8)

renormiert werden, dann erhält der Propagator die einfache Struktur
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G̃(W ) = G̃ = i

~c
(
k2 −m2 c2

~2 + iε′
) , (22.9)

und zugleich verschwinden die Tadpoles, Kakteen, und Doppelschleifenstruk-
turen automatisch aus allen Diagrammen:

yx
1

x
2

Renormierung ψ0,m0→ψ,m−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ x
1

x
2

yx
1

x
2

w

z

Renormierung ψ0,m0→ψ,m−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ x
1

x
2

k
1

k1

-k
1
k

k f

- f
Renormierung ψ0,m0→ψ,m−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ k

1

usw. . . . (22.10)

Wo immer in einem Diagramm Tadpoles, Kakteen, oder Doppelschleifen
auftauchen, werden sie durch die einfache Propagatorlinie ersetzt. Es ist
dabei nicht erforderlich, auf die Symmetriefaktoren zu achten, die in (20.47)
angegeben sind. Denn das renormierte Diagramm ist mit einem einfacheren
Diagramm identisch, das bereits in niedrigerer Ordnung der Störungstheorie
berechnet wurde. Weil es nicht ein weiteres Mal berücksichtigt werden soll,
wird es komplett gestrichen, egal welchen Symmetriefaktor es hat. Hier
taucht das gleiche Argument wieder auf, mit dem wir in Abschnitt 20.3
auch die Streichung sämtlicher amputierbarer Graphen begründet haben.
Das divergente Diagramm

36 ·
k
1

k
1

k
1
k

k

- (20.68)
=̂ G̃(2)(k1) =

= G̃(k1) ·
(3λ~c

2π
)2(
− 1

2 lim
Λ→∞

ln
(Λ2~2

m2
0c

2

)
+ C(k1)

)
︸                                                        ︷︷                                                        ︸

F (k1)

· G̃(k1)

der ψ3-Theorie, das ebenfalls mit der nackten Masse m0 berechnet wur-
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de, wird in gleicher Weise renormiert. Die divergierenden Terme aus allen
Ordnungen der Störungstheorie werden als geometrische Reihe (22.2) auf-
summiert, und dann die

physikalische Masse = m ≡ +

√
m2

0 + iF (k1) ~
c3 (22.11)

festlegt. Das bedeutet, dass nicht nur in Propagator-Korrekturen, sondern
in sämtlichen Diagrammen der ψ3-Theorie, in denen die divergente Schleife
auftaucht, die Ersetzung

k
1

k
1

k
1
k

k

-
Renormierung m0→m−−−−−−−−−−−−−−−→ k

1
(22.12)

durchzuführen ist. Weil das so entstehende vereinfachte Diagramm bereits
in niedrigerer Ordnung der Störungstheorie berücksichtigt wurde, ist es –
unabhängig von seinem Symmetriefaktor – zu streichen. Die Renormierung
der ψ3-Theorie ist damit abgeschlossen, da in ihr keine weiteren Divergenzen
vorkommen.

Es bleibt noch die Behandlung des divergierenden Vierpunkt-Diagramms
(20.94c) zu klären. Man behandelt es durch Renormierung der Kopplungs-
konstanten. Die nackte Kopplungskonstante λ0 ist nicht messbar. Messbar
ist die Wahrscheinlichkeit des Streuereignisses mit zwei einlaufenden Teil-
chen, die Wellenzahlen k1 und k2 haben, und zwei auslaufenden Teilchen,
die Wellenzahlen k3 und k4 haben. Die Wahrscheinlichkeitsamplitude dieses
Streuereignisses ist

S
(24.10)
≡ M ·

(∏
ein

√
1

2~ωkeinΩN

)(∏
aus

√
1

2~ωkausΩN

)
·

· 2πΩ δ
(∑

ein
k0

ein −
∑
aus

k0
aus

)
δ∑einkein ,

∑
auskaus .

Die StreumatrixM, die hier definiert wurde, hat für dieses Streuereignis
den folgenden Wert:
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M =M(1) +M(2) +O(λ3
0) =̂ 24 ·

k1 k2
k4k3

+

+ 576 ·

k 
1k

1

k
2 k

3

k
4

+

k
2

k-

k

+ 1152 ·

k 
1k

1

k
3 k

2

k
4

-

k
3

k-

k

+O(λ3
0)

(20.19),(20.88)
=̂ 24(−iλ0~

2c2)− 4 i(3λ0~c)2

π2 lim
Λ→∞

ln
( Λ2

|(k3 − k1)2|

)
falls k2

1~
2/(mc)2 � 1 , k2

3~
2/(mc)2 � 1 (22.13)

Nur um Schreibarbeit zu sparen, beschränken wir uns hier auf den hoch
relativistischen Fall, in dem der Beitrag des mittleren der drei Diagramme
vernachlässigt werden kann. Man kann die folgende Renormierung durchaus
mit Streuexperimenten bei niedriger Energie durchführen, nur muss man
dann die vollständigen Formeln (20.85) und (20.86) einsetzen.
(22.13) wird mit der renormierten Masse m und dem renormierten Feld-

operator ψ(x), jedoch mit der nackten Kopplungskonstanten λ0 berechnet.
Für Λ→∞ divergiert der Ausdruck. Man definiert die renormierte Kopp-
lungskonstante λ dadurch, dass man

λ = λ0 + 3λ2
0

2π2 lim
Λ→∞

ln
( Λ2

|(k3 − k1)2|

)
(22.14)

festsetzt. Die experimentell festgestellte Wahrscheinlichkeit für die Streu-
ung k1, k2 → k3, k4 ist endlich. Also ist auch λ endlich. Der Logarithmus
divergiert für Λ→∞. Also muss auch λ0 divergieren, und zwar genau so,
dass die Summe (22.14) endlich ist.

Der Graph

k 
1k

1

k
3 k

2

k
4

-

k
3

k-

k
wird durch die Renormierung – anders als

Propagator-Korrekturen – nicht unsichtbar. Zwar bewirkt die Renormierung

24(−iλ0~
2c2)− 4 i(3λ0~c)2

π2 lim
Λ→∞

ln
( Λ2

|(k3 − k1)2|

)
= 24(−iλ~2c2) ,
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dass der Graph zweiter Ordnung formal aus der Theorie verschwindet. Das
gilt aber nur für genau die Wellenzahlen, mit denen die Renormierung
(22.14) durchgeführt wurde. Für Teilchen mit anderen Wellenzahlen qj gilt
in zweiter Ordnung der Störungstheorie:

M = 24(−iλ0~
2c2)− 4 i(3λ0~c)2

π2 lim
Λ→∞

·

·
(

ln
( Λ2

|(q3 − q1)2|

)
− ln

( Λ2

|(k3 − k1)2|

))
+O(λ3)

= 24(−iλ~2c2)− 4 i(3λ~c)
2

π2 ln
( |(k3 − k1)2|
|(q3 − q1)2|

)
+O(λ3)

In der letzten Zeile gibt es beim Wechsel zur renormierten Kopplungs-
konstante eine Ungenauigkeit, die aber O(λ3) und damit akzeptabel ist.
Man braucht also keine neue Renormierung durchzuführen, wenn man die
Streuung von Teilchen mit anderen Impulsen berechnen will. Das ist eine
allgemeine Regel: Für die Renormierung eines Parameters (in diesem Fall
Renormierung λ0 → λ) genügt ein einziger Messwert.

Die Abschneide-Parameter Λ sind aus sämtlichen Ergebnissen verschwun-
den. Die Formeln enthalten nur noch Wellenzahlen kj , qj , die in Experimen-
ten beobachtet werden können, also sehr klein sind gegenüber dem Kehrwert
r−1 der fundamentalen Länge (siehe Abschnitt 21.3). Das bedeutet: Durch
die Renormierungen wurden die Vorgänge auf der Skala der kleinen Wellen-
zahlen kj , qj von den (unendlich) hohen Wellenzahlen Λ entkoppelt. Damit
sind die ψ3-Theorie und die ψ4-Theorie zu effektiven Theorien geworden,
die für Vorgänge auf der Skala der kleinen Wellenzahlen kj , qj korrekte,
endliche Ergebnisse liefern.
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23 Yukawa-Wechselwirkung

Seit Rutherfords1 Experimenten im Jahr 1910 weiß man, dass die Masse
von Atomen im Wesentlichen in einem Kern konzentriert ist, dessen Durch-
messer um mehrere Größenordnungen kleiner ist als die Gitterkonstante
kristalliner Festkörper. Da die Bestandteile des Atomkerns elektrisch positiv
geladen oder neutral sind (die Existenz von Neutronen wurde in den frühen
dreißiger Jahren nachgewiesen) ist klar, dass zwischen den Nukleonen eine
anziehende Kraft wirken muss, die bei kleiner Distanz wesentlich stärker als
die elektromagnetische Abstoßung zwischen ihnen ist. Bei großer Distanz
ist diese Kraft dagegen offenbar wesentlich schwächer als die elektroma-
gnetische Kraft. 1935 veröffentlichte Yukawa2 die erste brauchbare Theorie
der Kernkraft. Bevor wir seine Theorie beschreiben, wollen wir kurz den
Gedankengang skizzieren, der ihn zu dieser Theorie führte.
Das von einer Punktladung q im Abstand r erzeugte elektrostatische

Potential ist

ϕE(r) = q

4πε0
1
r
. (23.1)

Die Reichweite der elektrostatischen Kraft ist unendlich. Um eine Wech-
selwirkung mit endlicher Reichweite zu modellieren, führte Yukawa einen
Abschneideparameter R folgendermaßen ein:

ϕK(r) = g

r
exp{−r/R} (23.2)

q/4πε0 ist ersetzt durch die Kopplungskonstante g. Die zusätzliche Expo-
nentialfunktion bewirkt, dass die Kernkraft unmessbar klein wird, sobald
der Abstand r von der Quelle des Potentials wesentlich größer als R ist. ϕE
1 Ernest Rutherford (1871-1937)
2 Yukawa Hideki (1907-1981)
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bzw. ϕK sind Lösungen der Potentialgleichungen

∆ϕE(r) = 0 bzw.
(
∆− 1

R2

)
ϕK(r) = 0 , (23.3)

wie man durch Einsetzen überprüft. (Der Laplaceoperator in Kugelkoordi-
naten ist in Anhang A.20 angegeben.) Außerdem weiß man, dass ϕE die
Wellengleichung

(
− 1
c2

d2

dt2 + ∆
)
ϕE(r, t) = 0 (23.4)

erfüllt, wenn man den Laplaceoperator zum d’Alembertoperator erweitert.
Aufgrund von (23.3) kann man dann spekulieren, dass ϕK die Wellenglei-
chung

(
− 1
c2

d2

dt2 + ∆− 1
R2

)
ϕK(r, t) = 0 (23.5)

erfüllen sollte. Mit dem Ansatz ϕK(r, t) = ϕK0 exp{−i(ωt− kr)} folgt aus
dieser Wellengleichung

ω2

c2 − k
2 = 1

R2
(7.18)= M2c2

~2
. (23.6)

Durch diese Relation hängt die Masse M des Feldes ϕK mit der Reichweite
R der Kraft zusammen. Indem Yukawa die experimentell bestimmte Reich-
weite R der Kernkraft von etwa einem Femtometer einsetzte, konnte er die
Ruhenergie

Mc2 ≈ ~c
R
≈ ~c

10−15m ≈ 200MeV (23.7)

des Feldes abschätzen. Erst 1947 konnten die von Yukawa erfundenen Pionen
erstmals in der Höhenstrahlung experimentell direkt nachgewiesen werden.
Yukawas Theorie beschreibt die Nukleonen und Antinukleonen als Fer-

mionen mit Spin 1/2 (also als Dirac-Felder), die zwischen ihnen wirkende
Kraft aber als ungeladenes Klein-Gordon-Feld. Die Lagrangedichte dieses
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Modells der Kernkraft hat die Form

L = ψ(W )

(
i~cγνdν − g(~c)3/2φ(W ) −mc2

)
ψ(W ) +

+ 1
2
(
~2c2dµdµ −M2c4

)
φ2

(W ) . (23.8)

Sie besteht aus der Lagrangedichte des Diracfeldes (ohne Wechselwirkung mit
einem Eichfeld), der Lagrangedichte des ungeladenen Klein-Gordon-Feldes,
und demWechselwirkungsterm mit der Kopplungskonstante g. Wie in (19.21)
vereinbart, sind ψ(W ), ψ(W ), φ(W ) die Feldoperatoren der wechselwirkenden
Felder. Operatoren ohne Index sind Operatoren imWechselwirkungsbild. Der
Vergleich mit der Lagrangedichte von Diracfeld plus Eichfeld ist instruktiv:

L (8.21)= ψ(W )

(
i~cγν(dν + i

~
qA(W )ν)−mc2

)
ψ(W ) −

1
4µ0

FστF
στ

Das Klein-Gordon-Feld φ(W )(x), das die Yukawa-Wechselwirkung vermittelt,
hat anders als das Eichfeld A(W )(x) eine von Null verschiedene Ruhemasse
M , und seine Lagrangedichte hat nicht die Struktur von Rotationstermen
wie FστF στ . φ(W ) wird auch nicht mit den Gamma-Matrizen multipliziert,
ist also nicht so dicht in den Spinorformalismus des Diracfeldes verwoben
wie das Eichfeld. Schließlich ist φ(W ) auch – anders als das Eichfeld – kein
Vektorfeld, sondern ein skalares Feld.

Weil das Diracfeld die Dimension Volumen-1/2 und das Klein-Gordon-Feld
die Dimension Energie-1/2·Volumen-1/2 hat – wie unten in (23.14) nochmals
erkennbar – , ist die Kopplungskonstante dimensionslos:

[g] · (Energie · Länge)3/2

Volumen · Energie1/2 ·Volumen1/2 = [L] = Energie
Volumen

=⇒ [g] = 1 (23.9)

23.1 Streuprozesse

Wir kennen bereits die Feynman-Propagatoren des Diracfeldes
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S(x− y) (16.31)= 〈0|Tψ(x)ψ(y) |0〉 (23.10a)

und des Klein-Gordon-Feldes

G(x− y) (15.43)= 〈0|Tφ(x)φ†(y) |0〉 . (23.10b)

Zur Erinnerung: Der Zeitordnungsoperator T = (15.44) bewirkt bei jeder
Vertauschung zweier fermionischer Operatoren einen Faktor (−1). Außerdem
ist in der Yukawa-Theorie φ† = φ, weil das Klein-Gordon-Feld ungeladen
ist. In der Beschreibung von Streuereignissen mit zwei einlaufenden und
zwei auslaufenden Nukleonen werden Matrixelemente der Form

〈0|Tψ(W )(x3)ψ(W )(x4)ψ(W )(x1)ψ(W )(x2) |0〉

auftauchen. Derartige Matrixelemente können mithilfe der Formel

〈0|Tψ(W )(xr) . . . ψ(W )(x1) |0〉 (19.19)=

=

〈0|Tψ(xr) . . . ψ(x1)
∞∑
n=0

1
n!
(
− i

~

+∞∫
−∞

dτ H(τ)
)n
|0〉

〈0|T
∞∑
m=0

1
m!
(
− i

~

+∞∫
−∞

dτ H(τ)
)m
|0〉

(23.11)

als Matrixelemente von Feldoperatoren im Wechselwirkungsbild berechnet
werden. Denn bei der Herleitung dieser Formel in Abschnitt 19.1 wurde
an keiner Stelle von den speziellen Eigenschaften des ungeladenen Klein-
Gordon-Feldes Gebrauch gemacht. Sie gilt auch für das Diracfeld ψ und sein
Antifeld ψ. Der Hamiltonoperator H(τ), der in diese Formel einzusetzen ist,
folgt aus der Lagrangedichte (23.8):

H(W ) = HDirac +HKlein-Gordon + g(~c)3/2
∫
Ω

d3xψ(x)φ(x)ψ(x)

︸                                       ︷︷                                       ︸
H(τ)
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Genau wie in (20.20)ff durchgeführt werden wir auch in (23.11) die unver-
bundenen Diagramme des Zählers gegen den Nenner kürzen, so dass nur
verbundene Graphen berechnet werden müssen. Das wird durch den Index
c am Matrixelement angedeutet:

〈0|Tψ(W )(xr) . . . ψ(W )(x1) |0〉 =
∞∑
n=0

1
n! (−ig

√
~c)n ·

· 〈0|Tψ(xr) . . . ψ(x1)
( ∫

Ω

+∞∫
−∞

d4y ψ(y)φ(y)ψ(y)
)n
|0〉c (23.12)

Zur Berechnung von Matrixelementen mit Feldoperatoren im Wechselwir-
kungsbild ist Wicks Theorem nützlich. Für ungeladene und geladene Klein-
Gordon-Felder wurde es in (19.40) formuliert. Die Erweiterung auf Kom-
binationen von Operatoren des Diracfeldes und des Klein-Gordon-Feldes
findet man im folgenden

Satz: Der Vakuum-Erwartungswert eines zeitgeordneten Pro-
dukts von n Feldoperatoren ψ(x) und m Feldoperatoren ψ(x)
des Dirac-Feldes und j Feldoperatoren φ(x) eines ungeladenen
bosonischen Feldes im Wechselwirkungsbild ist
∗ Null, wenn j ungerade und/oder n , m ist.
∗ im Fall von geradem j und n = m gleich der Summe der(

(2n− 1) · (2n− 3) · (2n− 5) · . . . · 1
)
·

·
(
(j − 1) · (j − 3) · (j − 5) · . . . · 1

)
unterschiedlichen Produkte der n Feynman-Propagatoren
des Dirac-Feldes und j/2 Feynman-Propagatoren des bosoni-
schen Feldes, zu denen die n+m+ j Operatoren kontrahiert
werden können.

(23.13)

Achtung: Jede Vertauschung zweier fermionischer Operatoren, die bei der
Kontraktion der Operatoren zu Propagatoren erforderlich ist, ergibt einen
Faktor (−1).
Bei der Berechnung von Streuamplituden wird die LSZ-Reduktionsfor-

mel, die in Abschnitt 19.3 für ungeladene Bosonen untersucht wurde, von
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großem Nutzen sein. Durch den Vergleich der Feldoperatoren wird deutlich,
welche Ersetzungen erforderlich sind: Die Feldoperatoren des Dirac-Feldes
im Wechselwirkungsbild sind

ψ(x) =(16.1a)
∑
k,r

√
1

2~ωkΩ
(
rak

ruk exp{−ikx}+ rb†k
rvk exp{+ikx}

)

ψ(x) =
∑
k,r

√
1

2~ωkΩ
(
ra†k

rūk exp{+ikx}+ rbk
rv̄k exp{−ikx}

)
. (23.14a)

Über die Spinvariable r wird nur dann summiert, wenn der Spinzustand
(r = 1 oder r = 2) der Felder nicht gemessen wird. Wenn der Spinzustand
kontrolliert wird, setzt man anstelle der Summen über r den jeweiligen Wert
von r ein. Um nicht so viele Summationszeichen schreiben zu müssen, nehmen
wir im Folgenden letzteren Fall an. Die Feldoperatoren des ungeladenen
Klein-Gordon-Feldes, ebenfalls im Wechselwirkungsbild, sind:

φ(x) (19.11)=
∑
k

√
1

2~ωkΩ
(
ak exp{−ikx} + a†k exp{+ikx}

)
(23.14b)

Die Normierungsfaktoren ~ωk sind aufgrund der unterschiedlichen Ruhemas-
sen des Klein-Gordon-Feldes und des Diracfeldes unterschiedlich, und die
Fourier-Operatoren rak des Diracfeldes unterscheiden sich von den Fourier-
Operatoren ak des Klein-Gordon-Feldes. Rein formal unterscheiden sich
die Feldoperatoren aber nur durch die Spinorfunktionen u, v, ū, v̄. Diese
Spinorfunktionen haben die Dimension

√
Energie.

In der Herleitung der LSZ-Formel erhält man anstelle der Relationen
(A.187) für die Nukleonenfelder die Relationen

rak
ruk = +ic

√
~

2ωkΩ

∫
Ω

d3x exp{+ikx}←→d0ψ(x) (23.15a)

rb†k
rvk = −ic

√
~

2ωkΩ

∫
Ω

d3x exp{−ikx}←→d0ψ(x) (23.15b)
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ra†k
rūk = −ic

√
~

2ωkΩ

∫
Ω

d3x exp{−ikx}←→d0 ψ(x) (23.15c)

rbk
rv̄k = +ic

√
~

2ωkΩ

∫
Ω

d3x exp{+ikx}←→d0 ψ(x) . (23.15d)

Die dritte und vierte Relation sind die adjungierten der ersten und zweiten.
Diese werden wie bei (A.187) durch Einsetzen des Feldoperators überprüft.
Jetzt multipliziert man (23.15a) von links mit

∑
s
s̄uk, (23.15b) von links

mit
∑
s
s̄vk, (23.15c) von rechts mit

∑
s
suk, (23.15d) von rechts mit

∑
s
svk,

und nutzt

rūk suk
(8.72a)= 2mc2 δrs

rv̄k svk
(8.72b)= −2mc2 δrs .

Damit gilt

rak = +ic
√
~

2ωkΩ

∫
Ω

d3x exp{+ikx}←→d0
rūkψ(x)

2mc2 (23.16a)

rb†k = +ic
√
~

2ωkΩ

∫
Ω

d3x exp{−ikx}←→d0
r̄vkψ(x)
2mc2 (23.16b)

ra†k = −ic
√
~

2ωkΩ

∫
Ω

d3x exp{−ikx}←→d0
ψ(x) ruk

2mc2 (23.16c)

rbk = −ic
√
~

2ωkΩ

∫
Ω

d3x exp{+ikx}←→d0
ψ(x) rvk

2mc2 . (23.16d)

Alle vier Fourier-Operatoren sind dimensionslose Spinor-Skalare. Aus dem
Vergleich dieser Relationen mit (A.187) ist erkennbar, dass man bei der Her-
leitung der LSZ-Formel in den weiteren Schritten, die (A.187)ff entsprechen,
die Feldoperatoren der ungeladenen Klein-Gordon-Bosonen folgendermaßen
ersetzen muss:
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ein- oder auslaufendes Boson : φ(x) = φ†(x)

einlaufendes
{

Nukleon : (2mc2)-1 ψ(x) ruk
Antinukleon : −(2mc2)-1 r̄vk ψ(x)

auslaufendes
{

Nukleon : (2mc2)-1 rūk ψ(x)
Antinukleon : −(2mc2)-1 ψ(x) rvk (23.17)

In (A.200) haben wir dann die Multipunkt-Greensfunktion des Klein-Gordon-
Feldes

G(y, x) ≡ 〈0|Tψ(W )(y)ψ(W )(x) |0〉

eingeführt, die wegen (23.17) für Nukleonen durch

G(y, x) −→ S(y, x) ·
s1ūq1 . . . (−1)snvqn r1uk1 . . . (−1)rnv̄km

(2mc2)n+m

ersetzt werden muss. Schließlich haben wir in (A.201)

(
k2 −m2 c

2

~2

)
G(y, x) = iG(y, x)

~c G̃(k)
(23.18)

eingesetzt. Jetzt führen wir an der entsprechende Stelle für Nukleonen die
Ersetzung

(
k2 −m2 c

2

~2

)S(y, x)
2mc2 =

(k2 −m2 c2

~2 )S(y, x)
~c(γνkν +m c

~)
= i S(y, x)
~c S̃(k)

mit S̃(k) =(12.24)
i(γνkν +m c

~)
k2 −m2 c2

~2 + iε′
(23.19)

durch. Dass diese Ersetzung korrekt ist, erscheint nicht völlig unglaubwürdig.
Denn die Herleitung der LSZ-Formel ist eine Gratwanderung haarscharf
neben der Masseschale, und auf der Masseschale gilt

~2c2k2 = m2c4 =⇒ ~c(γνkν +m
c

~
) ≈ 2mc2 .
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Dennoch ist klar, dass wir (23.19) nicht zwingend bewiesen, sondern besten-
falls plausibel gemacht haben. Mit einer kleinen zusätzlichen Komplikation,
wegen der ein zusätzlicher sogleich zu erklärender Operator US eingeschoben
wird, folgt jetzt wie bei (19.49) die LSZ-Formel für Nukleonen:

Sq1...qnk1...km = 〈q1 . . . qn|S |k1 . . .km〉 = (23.20)

= US

n∏
j=1

rj ūqj S̃-1(qj)√
2~ωqjΩ

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4yj exp{+iqjyj} ·

·
m∏
l=1

S̃-1(kl) rlukl√
2~ωklΩ

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4xl exp{−iklxl}
∞∑
j=0

1
j! ·

·

〈0|Tψ(y1) . . . ψ(yn)ψ(x1) . . . ψ(xm)
(
− i

~

+∞∫
−∞

dτ H(τ)
)j
|0〉

〈0|T
∞∑
r=0

1
r!
(
− i

~

+∞∫
−∞

dτ H(τ)
)r
|0〉

Hier wurde angenommen, dass nur Nukleonen (jedoch keine Antinukleonen)
ein- und auslaufen. Wenn ein Antinukleon einläuft, dann ist rlukl durch
−rj v̄kl und ψ(xl) durch ψ(xl) zu ersetzen. Wenn ein Antinukleon ausläuft,
dann ist rj ūqj durch −rjvqj und ψ(yj) durch ψ(yj) zu ersetzen.
Wir überprüfen die Konsistenz unserer Überlegungen durch Analyse der

Dimensionen: Jedes ein- oder auslaufende Teilchen trägt in (23.20) die
Dimension[

ū S̃-1√
~ωΩ

d4xψ(x)
]

=
√

Energie · Länge-1√
Energie ·Volumen

· Länge4
√

Volumen
= 1

bei. Also ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude dimensionslos, wie es sein
muss.
Die angekündigte kleine Komplikation ergibt sich daraus, dass die Spi-

norfunktionen der Diractheorie – anders als die skalaren Funktionen des
Klein-Gordon-Feldes – im allgemeinen nicht kommutieren. Wir ersparen uns
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die langwierige Untersuchung, in welcher Reihenfolge die Faktoren in der
LSZ-Formel anzuordnen sind, und entnehmen der Literatur das folgende
einfache Ergebnis. In die LSZ-Formel ist der Umordnungs-Operator für
Spinorfunktionen US einzufügen, der folgendermaßen definiert wird:

Definition : Der Umordnungs-Operator US ordnet die Spi-
norfunktionen A,B, . . . ,Z, die einer durchgehenden Fermio-
nen-Linie (die sich über einen oder mehrere Vertizes erstreckt)
zugeordnet sind, zu einem Produkt an, in dem links die Fak-
toren stehen, zu denen die Pfeile auf der Linie hindeuten,
und rechts die Faktoren stehen, von denen die Pfeile weg
deuten:

A B C D A B C D

=⇒ DCBA =⇒ ABCD

A

B

C

D

A

B

C

D

=⇒ CabDbcAcdBda =⇒ BabAbcDcdCda
= Sp{CDAB} = Sp{BADC}

Wo man den Anfangspunkt einer geschlossenen Fermionen-
schleife wählt ist egal, weil die Spinorfaktoren zyklisch zur
Spur verknüpft werden.

(23.21)

Diese Regel bewirkt, dass am Anfang des Produkts ein Zeilenspinor und am
Ende des Produkts ein Spaltenspinor steht, so dass das Produkt insgesamt
ein Spinorskalar ist. Wenn die Fermionenlinie aber keinen Anfang und kein
Ende hat, weil sie zu einer Schleife fermionischer Linien geschlossen ist,
dann ergibt diese Regel die Spur eines Produkts von Spinormatrizen, die
ebenfalls ein Spinorskalar ist. Für beide Möglichkeiten werden wir Beispiele
kennenlernen, und die Funktionsweise des Umordnungs-Operators wird
deutlicher werden, sobald wir diese Beispiele betrachten.
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23.1.1 Nukleon-Nukleon-Streuung

Wir untersuchen zunächst ein Streuereignis mit zwei einlaufenden und zwei
auslaufenden Nukleonen (nicht Antinukleonen). Die einlaufenden Nukleo-
nen haben Wellenzahlen k1 und k2, die auslaufenden Nukleonen haben
Wellenzahlen k3 und k4. Die Wahrscheinlichkeitsamplitude

Sk4k3k2k1
(20.1)= 〈k3k4|S |k1k2〉

(20.32)=
∞∑
n=0

S
(n) (23.22)

hat nach der LSZ-Formel mit der Abkürzung

Nj ≡
√

2~ωkjΩ

den folgenden Wert:

S
(n) (23.20)= US

4∏
j=1

S̃-1(kj)
Nj

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4xj
(−ig

√
~c)n

n! ·

· r4ūk4 r3ūk3 r2uk2 r1uk1 exp{−i(k1x1 + k2x2 − k3x3 − k4x4}

· 〈0|Tψ(x3)ψ(x4)ψ(x1)ψ(x2)
( +∞∫
−∞

∫
Ω

d4y ψ(y)φ(y)ψ(y)
)n
|0〉c

S
(0) ist Null. Denn genau wie in (20.14) reichen die beiden Propagatoren

S(x3 − x1) und S(x4 − x2), die in nullter Ordnung aus dem Matrixelement
gebildet werden können, nicht aus, um die vier Nullfaktoren S̃-1 der LSZ-
Formel zu kompensieren. In erster Ordnung enthält das Matrixelement einen
Operator φ(y), und ist wegen (23.13) ebenfalls Null. Das gleiche gilt für
alle ungeraden Ordnungen n = 1, 3, 5, . . . der Störungsrechnung. Nur die
geraden Ordnungen n = 2, 4, . . . können einen Beitrag zur Streuamplitude
leisten.
Den führenden von Null verschiedenen Beitrag findet man in Störungs-

rechnung zweiter Ordnung:
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S
(2) =̂ 2 ·

x1

x

x

x

2

3 4

y z

︸                        ︷︷                        ︸
S

(2a)

+ 2 ·
x1

x

x

x

2

4 3

y z

︸                        ︷︷                        ︸
S

(2b)

(23.23)

Zur Unterscheidung von fermionischen Linien werden die Linien skalarer
Felder gestrichelt gezeichnet.

S
(2) = US

4∏
j=1

S̃-1(kj)
Nj

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4xj
(−ig

√
~c)2

2!

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4y

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4z ·

· r4ūk4 r3ūk3 r2uk2 r1uk1 exp{−i(k1x1 + k2x2 − k3x3 − k4x4}
· 〈0|Tψ(x3)ψ(x4)ψ(x1)ψ(x2)ψ(y)φ(y)ψ(y)ψ(z)φ(z)ψ(z) |0〉c (23.24)

Es gibt nur eine Möglichkeit, die beiden Operatoren φ(y) und φ(z) zum
Propagator zu kombinieren. Die Feldoperatoren der ein- und auslaufenden
Nukleonen dürfen nicht miteinander kombiniert werden, sondern müssen
mit den Operatoren des Wechselwirkungsterms kontrahiert werden, damit
es genügend Propagatoren zur Kompensation der 4 Nullfaktoren S̃-1(kj)
gibt. Außerdem sind die Kombinationsmöglichkeiten dadurch eingeschränkt,
dass jeder Nukleonenpropagator aus einem Operator ψ und einen Operator
ψ aufgebaut werden muss.
ψ(x1) kann mit ψ(y) oder ψ(z) kontrahiert werden (2 Möglichkeiten),

anschließend bleibt für die Kontraktion von ψ(x2) nur noch eine Möglichkeit.
ψ(x3) kann mit ψ(y) oder ψ(z) kontrahiert werden (2 Möglichkeiten), danach
ist die Kontraktion von ψ(x4) eindeutig festgelegt. Es gibt insgesamt 4 von
Null verschiedene Möglichkeiten der Kontraktion, von denen jeweils zwei
in einem Graphen zusammengefasst wurden, weil sie offensichtlich den
gleichen numerischen Wert haben, denn sie unterscheiden sich nur durch die
Vertauschung der Vertizes y und z. Das ist ein Charakteristikum der Yukawa-
Theorie (und – wie wir sehen werden – auch der Quantenelektrodynamik):
Weil die drei Operatoren ψ φψ, die zu jedem Vertex gehören, sich nicht
wechselseitig ersetzen können, ist der Symmetriefaktor jedes Graphen mit n
Vertizes gleich n!. Denn die Permutationen der Vertizes sind die einzigen
Modifikationen, welche die Topologie des Graphen nicht verändern. Der
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Symmetriefaktor kompensiert in der Yukawa-Theorie (und in der QED) bei
allen Diagrammen gerade den Faktor 1/n!, der aus der Reihenentwicklung
des Wechselwirkungsterms stammt.
Wenn man die Feldoperatoren zu Propagatoren kontrahiert, muss man

bei jeder Vertauschung zweier fermionischer Operatoren einen Faktor (−1)
einfügen. Im Matrixelement

〈0|Tψ(x3)ψ(x4)ψ(x1)ψ(x2)ψ(y)φ(y)ψ(y)ψ(z)φ(z)ψ(z) |0〉c (23.25a)

sind die Kontraktionen des Graphen

x1

x

x

x

2

3 4

y z

mit den in Abschnitt
19.2.1 eingeführten Klammern markiert. Die Klammern überkreuzen sich
an 7 Stellen. Außerdem müssen noch ψ(x1) mit ψ(y) und ψ(x2) mit ψ(z)
getauscht werden, damit in allen Propagatoren rechts die Erzeugungs- und
links die Vernichtungsoperatoren stehen. Also erfordert die Kontraktion
des Matrixelements zu den Propagatoren des Diagramms 9 Vertauschungen
fermionischer Operatoren, was einen Faktor (-1) ergibt.

Das Diagramm

x1

x

x

x

2

4 3

y z erfordert eine Vertauschung weniger:

〈0|Tψ(x3)ψ(x4)ψ(x1)ψ(x2)ψ(y)φ(y)ψ(y)ψ(z)φ(z)ψ(z) |0〉c (23.25b)

Deshalb erhält S(2a) einen Faktor (−1), S(2b) jedoch nicht.
Anmerkung: Wären wir nicht von dem Matrixelement ausgegangen, das

in (23.24) enthalten ist, sondern beispielsweise von

〈0|Tψ(x4)ψ(x3)ψ(x1)ψ(x2)ψ(y)φ(y)ψ(y)ψ(z)φ(z)ψ(z) |0〉c ,

dann hätte sich für S(2b) ein Faktor (−1) ergeben, für S(2a) jedoch nicht. Dies
ist lediglich ein Sonderfall der allgemeinen Unbestimmtheit von Matrixele-
menten in der Quantentheorie, die nur bis auf einen beliebigen Phasenfaktor
festgelegt sind. Nur die Betragsquadrate der Matrixelemente, in diesem
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Fall also |S(2a) + S
(2b)|2, können experimentell überprüft werden. Für das

Betragsquadrat ist es gleichgültig, welcher Summand das positive und wel-
cher Summand das negative Vorzeichen hat. Aber es ist wichtig und hat
experimentell nachprüfbare Folgen, dass die Vorzeichen von S(2a) und S(2b)

unterschiedlich sind.
Schließlich wird der in (23.21) definierte Umordnungs-Operator angewen-

det, und man erhält folgendes Ergebnis:

S
(2) =

4∏
j=1

1
Nj

+∞∫
−∞

∫
Ω

d4xj
(−ig

√
~c)2

2! ·

· exp{−i(k1x1 + k2x2 − k3x3 − k4x4} · 2G(z − y) ·
(

−
(
r3ūk3S̃-1(k3)S(x3 − y)S(y − x1)S̃-1(k1)r1uk1

)
·

·
(
r4ūk4S̃-1(k4)S(x4 − z)S(z − x2)S̃-1(k2)r2uk2

)
+

+
(
r4ūk4S̃-1(k4)S(x4 − y)S(y − x1)S̃-1(k1)r1uk1

)
·

·
(
r3ūk3S̃-1(k3)S(x3 − z)S(z − x2)S̃-1(k2)r2uk2

))
(23.26)

Die Spinorfunktionen der vier letzten Zeilen gehören zu jeweils einer durchge-
henden Fermionen-Linie eines Diagramms. Die Faktoren sind entsprechend
Definition (23.21) angeordnet, und ergeben jeweils einen Spinorskalar. Denn
S und S̃ sind 4× 4 Spinormatrizen – siehe (12.24) und (12.27) – , ū ist ein
Zeilenspinor, und u ist ein Spaltenspinor.
Genau wie bei der Berechnung der strukturell ähnlichen Diagramme

(20.42) führt man nun geeignete Variablensubstitutionen ein, transformiert
die Greensfunktionen S in den Wellenzahl-Raum, kürzt sie gegen die Null-
faktoren S̃-1, und erhält dabei mehrere Deltafunktionen. Wir wollen das
nicht alles noch einmal durchexerzieren. In Kasten 20.2 auf Seite 431 haben
wir die Regeln festgehalten, nach denen man die Streuamplitude ungeladener
Klein-Gordon-Felder direkt im Energie-Impuls-Raum formulieren kann. Die
Übertragung dieser Regeln auf die Yukawa-Wechselwirkung findet man in
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Kasten 23.1 : Feynman-Regeln im Energie-Impuls-Raum für die Be-
rechnung der Komponente S(n) der Streuamplitude in der Yukawa-Theorie
A , B wie Kasten 20.1 auf Seite 430
B′ Jede Vertauschung zweier fermionischer Operatoren bei der Kombina-

tion zu Propagatoren ergibt einen Faktor (−1).

C Jeder Vertex hat die Struktur .

D Für die n Vertizes gibt es einen Faktor
1
n! (−ig

√
~c)n .

E Für die ein- und auslaufenden Linien mit Vierer-Wellenzahlen kein und
kaus gibt es einen Faktor

2πΩ δ
(∑

ein
k0

ein −
∑
aus

k0
aus

)
δ∑einkein ,

∑
auskaus .

F Für jede äußere Linie mit Wellenzahl kj wird ein Faktor

√
1

2~ωkjΩ
·



ruk für einlaufendes Nukleon
rūk für auslaufendes Nukleon
(− r̄vk) für einlaufendes Antinukleon
(− rvk) für auslaufendes Antinukleon
1 für ein- oder auslaufendes Boson

in den Summanden eingetragen.
G Für jede innere Bosonen-Linie mit Wellenzahl k gibt es einen Faktor

G̃(k) = i

~c(k2 −M2 c2

~2 + iε′)
,

für jede innere Fermionen-Linie mit Wellenzahl k einen Faktor

S̃(k) (12.24)=
i(γνkν +m c

~)
k2 −m2 c2

~2 + iε′
.

H wie Kasten 20.2 auf Seite 431
J Es ist der Umordnungs-Operator US = (23.21) einzutragen.
K Innere Fermionen-Linien müssen immer als Teilchen (nicht als Antiteil-

chen) interpretiert werden.
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Kasten 23.1 auf der vorherigen Seite. Die neue Regel K wird in Abschnitt
23.1.4 begründet.

Anwendung der Regeln von Kasten 23.1 ergibt für die Streuung zwischen
zwei Nukleonen (nicht Antinukleonen), die mit Wellenzahlen k1 und k2
einlaufen:

2 ·
k
1

k

k

k

2

3 4

k1 3
k-

+ 2 ·
k1

k

k

k

2

4 3

k1 4k- =̂ S
(2) = (−ig

√
~c)2

2!

·
( 4∏
j=1

√
1

2~ωkjΩ

)
2πΩ δ

(
k0

1 + k0
2 − k0

3 − k0
4

)
δ(k1+k2),(k3+k4)

·
(
− 2 (r3ūk3 r1uk1)(r4ūk4 r2uk2) i

~c
(
(k1 − k3)2 −M2 c2

~2 + iε′
)

+ 2 (r4ūk4 r1uk1)(r3ūk3 r2uk2) i

~c
(
(k1 − k4)2 −M2 c2

~2 + iε′
)) (23.27)

Hier wurde der Umordnungs-Operator (23.21) bereits angewendet und wird
deshalb nicht nochmals explizit ausgeschrieben.
Die vier Spinorprodukte rαūkα rβukβ werden in Anhang A.21 berechnet.

Dort wird gezeigt, dass im nichtrelativistischen Grenzfall folgende Näherung
gilt:

rūf suk≈ 2mc2 δrs (23.28a)
rv̄f svk≈ − 2mc2 δrs (23.28b)
rūf svk≈ 0 (23.28c)
rv̄f suk≈ 0 (23.28d)

falls |c~f | � mc2 und |c~k| � mc2.

Im nichtrelativistischen Grenzfall ist der Nukleonenspin an jedem Vertex
erhalten. Wenn die Nukleonen mit unterschiedlichem Spin einlaufen (r1 , r2),
dann verschwindet der zweite Summand in der Streuamplitude. Denn dieser
kam ja nur dadurch zustande, dass man das auslaufende Teilchen k3 in
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(23.26) entweder durch den Propagator S(x3 − y) oder – mit gleichem
Recht – durch den Propagator S(x3 − z) beschreiben konnte. Wenn wir
aber definieren dass dasjenige der beiden auslaufenden Nukleonen, das den
Spin r1 hat, den Namen k3 bekommt, dann muss das zweite Diagramm in
(23.27) gestrichen werden. Dadurch vereinfacht sich die Streuamplitude zu

2 ·
k
1

k

k

k

2

3 4

k1 3
k-

=̂ S
(2) ≈ ig2 4m2c4 δr3r1 δr4r2

(k1 − k3)2 −M2 c2

~2 + iε′

·
( 4∏
j=1

√
1

2~ωkjΩ

)
2πΩ δ

(
k0

1 + k0
2 − k0

3 − k0
4

)
δ(k1+k2),(k3+k4)

falls |c~kj | � mc2 für j = 1, 2 und r1 , r2 . (23.29)

23.1.2 Antinukleon-Antinukleon-Streuung

In den bisher betrachteten Diagrammen im Energie-Impuls-Raum war die
Richtung des dreieckigen Pfeils identisch mit der Richtung des Impulses der
Teilchen. Im Fall von Antiteilchen ist es jedoch üblich, den dreieckigen Pfeil
im Diagramm entgegengesetzt zum Impuls zu zeichnen.

Das Diagramm kann demnach auf verschiedene Weisen interpretiert
werden:
∗ Ein Nukleon läuft von links zum Vertex, wechselwirkt dort mit einem
Boson, und läuft dann nach rechts weiter.
∗ Ein Antinukleon läuft von rechts zum Vertex, wechselwirkt dort mit
einem Boson, und läuft dann nach links weiter.
∗ Ein Nukleon läuft von links zum Vertex, und ein Antinukleon läuft von
rechts zum Vertex. Am Vertex vernichten sich Nukleon und Antinukleon
zu einem Boson, das nach oben ausläuft.
∗ Ein Boson läuft von oben zum Vertex. Dort zerfällt es durch Paarbildung
in ein Nukleon, das nach rechts ausläuft, und in ein Antinukleon, das
nach links ausläuft.

Um eine eindeutige Interpretation sicher zu stellen, kann man die Richtung
der Impulse der Antinukleonen durch zusätzliche Pfeile an den äußeren Lini-
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en (nicht an den inneren Linien, wie unten begründet wird) der Diagramme
andeuten.

Nach Regel C von Kasten 23.1 zeigt immer ein Fermionen-Pfeil zum Vertex
hin und ein Fermionen-Pfeil vom Vertex fort. Es gibt keine Diagramme, in
denen beide Fermionen-Pfeile zum Vertex hin gerichtet oder beide Pfeile
vom Vertex weg gerichtet sind. Diese Regel der Yukawa-Theorie spiegelt die
Erfahrungstatsache wieder, dass Atomkerne, die aus mehreren Nukleonen
zusammengesetzt sind, nicht in Bosonen zerstrahlen.

Obwohl die Feynman-Graphen im Zeit-Orts-Raum für die Streuung eines
Antinukleons an einem anderen Antinukleon genau so aussehen wie für die
Streuung eines Nukleons an einem anderen Nukleon, unterscheiden sich die
Matrixelemente für Antinukleon-Antinukleon-Streuung von (23.25), und
erfordern andere Kontraktionen.

Um den Graphen

x1

x

x

x

2

3 4

y z
für Antinukleon-Antinukleon-Streuung

aus dem Matrixelement

〈0|Tψ(x3)ψ(x4)ψ(x1)ψ(x2)ψ(y)φ(y)ψ(y)ψ(z)φ(z)ψ(z) |0〉c (23.30a)

zu bilden, sind 11 Vertauschungen fermionischer Operatoren erforderlich,
was einen Faktor (-1) ergibt.

Das Diagramm

x1

x

x

x

2

4 3

y z
erfordert eine Vertauschung weniger:

〈0|Tψ(x3)ψ(x4)ψ(x1)ψ(x2)ψ(y)φ(y)ψ(y)ψ(z)φ(z)ψ(z) |0〉c (23.30b)

Das ergibt einen Faktor (+1). Deshalb unterscheidet sich
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2 ·
k
1

k

k

k

2

3 4

k1 3
k-

+ 2 ·
k
1

k

k

k

2

4 3

k1 3
k-

=̂ S
(2) = (−ig

√
~c)2

2! ·

·
( 4∏
j=1

√
1

2~ωkjΩ

)
2πΩ δ

(
k0

1 + k0
2 − k0

3 − k0
4

)
δ(k1+k2),(k3+k4) ·

·
(
− 2 (r3v̄k3 r1vk1)(r4v̄k4 r2vk2) i

~c
(
(k1 − k3)2 −M2 c2

~2 + iε′
) +

+ 2 (r4v̄k4 r1vk1)(r3v̄k3 r2vk2) i

~c
(
(k1 − k4)2 −M2 c2

~2 + iε′
)) (23.31)

von (23.27) durch nichts anderes, als dass alle Spinoren ū und u ersetzt
sind durch v̄ und v. In der nichtrelativistischen Näherung bleibt wegen
(23.28) der Spin der Antinukleonen an jedem Vertex erhalten. Wenn die
Antinukleonen mit unterschiedlichem Spin einlaufen, dann verschwindet der
zweite Summand aus dem im Anschluss an (23.28) genannten Grund. Weil
sich die beiden negativen Vorzeichen im Produkt

(r3v̄k3 r1vk1)(r4v̄k4 r2vk2)
(23.28)
≈ (−2mc2)2 δr3r1 δr4r2 (23.32)

falls |c~kj | � mc2 für j = 1, 2, 3, 4

kompensieren, erhält man für die elastische Streuung von Antinukleonen an
Antinukleonen in nichtrelativistischer Näherung exakt die gleiche Amplitude
(23.29) wie für die elastische Streuung von Nukleonen an Nukleonen.

23.1.3 Nukleon-Antinukleon-Streuung

Als dritte Variante betrachten wir die Streuung eines Nukleons, das mit
Wellenzahl k1 einläuft und mit Wellenzahl k3 ausläuft, an einem Antinukleon,
das mit Wellenzahl k2 einläuft und mit Wellenzahl k4 ausläuft. Dieser
Vorgang kann in zwei Graphen zusammengefasst werden:



510 23 Yukawa-Wechselwirkung

S
(2) =̂ 2 ·

k
1

k

k

k

2

3 4

k1 3
k-

+ 2 ·
k
1

k

k

k

3

2 4

k1 2
k+

(23.33)

Man beachte, dass die beiden Graphen sich nur durch die Beschriftungen
(und den Begleittext) unterscheiden, jedoch nicht durch die Linien und Pfeile.
Im ersten Graphen schreitet die Zeit von oben nach unten fort. Ein Nukleon
läuft mit Wellenzahl k1 ein, emittiert ein Boson, und läuft mit Wellenzahl
k3 aus. Ein Antinukleon läuft mit Wellenzahl k2 ein, absorbiert ein Boson,
und läuft mit Wellenzahl k4 aus. Im zweiten Diagramm läuft die Zeit von
links nach rechts. Ein Nukleon mit Wellenzahl k1 und ein Antinukleon mit
Wellenzahl k2 zerstrahlen zu einem Boson, das durch Paarbildung in ein
Nukleon mit Wellenzahl k3 und ein Antinukleon mit Wellenzahl k4 zerfällt.
Das einlaufende Nukleon mit Wellenzahl k1 kann am einen oder am

anderen Vertex kontaktieren (2 Möglichkeiten), anschließend ist der Rest
der beiden Graphen eindeutig festgelegt. Nach den Regeln von Kasten 23.1
ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude

S
(2) = 2 · (−ig

√
~c)2

2!

( 4∏
j=1

√
1

2~ωkjΩ

)
·

· 2πΩ δ
(
k0

1 + k0
2 − k0

3 − k0
4

)
δ(k1+k2),(k3+k4) ·

·
(

(r3ūk3 r1uk1)(r2v̄k2 r4vk4) i

~c
(
(k1 − k3)2 −M2 c2

~2 + iε′
) −

− (r2v̄k2 r1uk1)(r3ūk3 r4vk4) i

~c
(
(k1 + k2)2 −M2 c2

~2 + iε′
)) . (23.34)

Zur Kontrolle der Vorzeichen gehen wir aus vom Matrixelement

〈0|Tψ(x3)ψ(x4)ψ(x1)ψ(x2)ψ(y)φ(y)ψ(y)ψ(z)φ(z)ψ(z) |0〉c ,

das unter Berücksichtigung von (23.17) konstruiert wurde. Man erhält die
beiden Graphen durch die Kontraktionen
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〈0|Tψ(x3)ψ(x4)ψ(x1)ψ(x2)ψ(y)φ(y)ψ(y)ψ(z)φ(z)ψ(z) |0〉c

=⇒ 2 ·
k
1

k

k

k

2

3 4

k1 3
k-

(23.35a)

und

〈0|Tψ(x3)ψ(x4)ψ(x1)ψ(x2)ψ(y)φ(y)ψ(y)ψ(z)φ(z)ψ(z) |0〉c

=⇒ 2 ·
k
1

k

k

k

3

2 4

k1 2
k+

. (23.35b)

Das erste Matrixelement enthält 4 Kreuzungen der Kontraktionsklammern.
Außerdem muss ψ(x1) mit ψ(y) und ψ(x2) mit ψ(y) getauscht werden, um
die Propagatoren des Graphen zu bilden. Die 6 Vertauschungen fermionischer
Operatoren ergeben den Faktor (+1).

Das zweite Matrixelement enthält 1 Kreuzung der Kontraktionsklammern.
Außerdem muss ψ(x1) mit ψ(y) und ψ(x2) mit ψ(y) getauscht werden, um
die Propagatoren des Graphen zu bilden. Die 3 Vertauschungen fermionischer
Operatoren ergeben den Faktor (-1).
Im niederenergetischen Grenzfall sind die Spinorprodukte des zweiten

Summanden laut (23.28) Null. Das erscheint im ersten Moment überraschend.
Wir wissen, dass ein Proton und ein Antiproton, die mit beliebig kleiner
Energie aufeinander zu laufen, sich wechselseitig vernichten werden. Sie
zerstrahlen aber nicht in ein Yukawa-Boson, sondern in ein Photon, d.h.
wir müssen die Quantenelektrodynamik in die Betrachtung einbeziehen, um
die Wechselwirkung zwischen den Nukleonen vollständig zu beschreiben.
Allerdings enthält – wie wir später sehen werden – die Yukawa-Theorie die
Möglichkeit der Zerstrahlung eines Nukleons und eines Antinukleons in zwei
Bosonen.
Der erste Summand, der die elastische Streuung von Nukleon und Anti-

nukleon beschreibt, erhält wegen
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(r3ūk3 r1uk1)(r2v̄k2 r4vk4)
(23.28)
≈ −(2mc2)2 δr3r1 δr2r4 (23.36)

falls |c~kj | � mc2 für j = 1, 2, 3, 4

gegenüber den zuvor betrachteten Streuereignissen das umgekehrte Vorzei-
chen. Das wird dadurch kompensiert, dass dieser Summand aufgrund der
geraden Zahl von Vertauschungen fermionischer Operatoren ein positives
Vorzeichen hat, während der entsprechende Summand bei der Streuung
von Nukleonen an Nukleonen oder der Streuung von Antinukleonen an
Antinukleonen eine ungerade Anzahl von Operatorvertauschungen erfor-
derte und deshalb ein negatives Vorzeichen hatte. Insgesamt wird also
auch die Streuung von Nukleonen an Antinukleonen in niederenergetischer
Näherung durch (23.29) beschrieben. Zusammenfassend gilt für die drei
Möglichkeiten der Streuung von (Anti-)Nukleonen nach der Yukawa-Theorie
in nichtrelativistischer Näherung

k
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k

k
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3 4

k1 3
k-
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≈̂ ig2 2m2c4 δr3r1 δr4r2

(k1 − k3)2 −M2 c2
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2~ωkjΩ

)
· 2πΩ δ

(
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1 + k0
2 − k0

3 − k0
4

)
δ(k1+k2),(k3+k4)

falls |c~kj | � mc2 für j = 1, 2 . (23.37)

Alle drei Diagramme haben den gleichen Wert und das gleiche Vorzeichen.
Man sieht der Gleichung aber nicht ohne weiteres an, ob es sich in allen
drei Fällen um eine anziehende oder in allen drei Fällen um eine abstoßende
Wechselwirkung handelt. Natürlich ist ersteres der Fall, weil Yukawa eine
anziehende Wechselwirkung konstruieren wollte. Den Beweis dafür, dass die
Yukawa-Wechselwirkung tatsächlich anziehend ist, werden wir erst bei der
Besprechung der Quantenelektrodynamik nachliefern, wenn wir (23.37) mit
(24.73) vergleichen.
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23.1.4 Innere Fermionen-Linien

Bisher haben wir Diagramme berechnet, deren innere Linie eine Bosonen-
Linie ist. Mehrdeutigkeiten treten auf, sobald ein Diagramm innere Fer-
mionenlinien enthält. Das einfachste Beispiel eines Streudiagramms mit
innerer Fermionenlinie findet man bei der Zerstrahlung eines Nukleons (das
mit Wellenzahl k1 einläuft) und eines Antinukleons (das mit Wellenzahl k2
einläuft) in zwei Bosonen (die mit Wellenzahl k3 und k4 auslaufen), siehe
linkes Diagramm:

k
1

k

k

k

2

3 4

y z
1k 1k

y z (23.38)

Dies Diagramm kann auf zwei Arten interpretiert werden. Entweder bewegt
sich ein Nukleon nach y, emittiert ein Boson, bewegt sich weiter nach z, und
zerstrahlt dort mit einem Antinukleon in das Boson mit Wellenzahl k4. Oder
ein Antinukleon emittiert bei z ein Boson, bewegt sich dann weiter nach y, wo
es mit einem Nukleon in das Boson mit Wellenzahl k3 zerstrahlt. Die beiden
Interpretationen führen aus zwei Gründen zu unterschiedlichen Ergebnissen.
Erstens enthält die Wahrscheinlichkeitsamplitude für den Streuvorgang das
Matrixelement

〈0|Tφ(x3)φ(x4)ψ(x1)ψ(x2)ψ(y)φ(y)ψ(y)ψ(z)φ(z)ψ(z) |0〉 ,

dessen Fermionen eindeutig in der eingezeichneten Weise kontrahiert werden
müssen. Wenn die innere Linie als Antiteilchen interpretiert wird, das sich
von z nach y bewegt, dann haben die Operatoren ψ(y) und ψ(z) bereits die
richtige Reihenfolge, da der Erzeugungsoperator rechts stehen muss. Wenn
man die innere Linie aber als Teilchen interpretiert, das sich von y nach
z bewegt, dann müssen die Operatoren ψ(y) und ψ(z) vertauscht werden,
was zu einem Vorzeichenwechsel führt.

Zweitens muss nach Regel G von Kasten 23.1 für die innere Linie der
Propagator

S̃(k) (12.24)=
i(γνkν +m c

~)
k2 −m2 c2

~2 + iε′
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eingesetzt werden, der in der Wellenzahl k linear ist. Für ein Antinukleon,
das sich von z nach y bewegt hat der Impuls das umgekehrte Vorzeichen
wie für ein Nukleon, das sich von y nach z bewegt. Dieser Unterschied
im Vorzeichen wird durch den Vorzeichenwechsel wegen Vertauschung der
Operatoren im Matrixelement nicht kompensiert, weil das Vorzeichen von
mc/~ nicht wechselt.
Zweites Beispiel: Wenn man eine Störungsrechnung für den Propagator

des Yukawa-Bosons durchführt, so wie wir das in (20.47) für den Bosonen-
Propagator der ψ4-Theorie gemacht haben, dann findet man in 2.Ordnung
das rechte Diagramm in (23.38). Auch dies Diagramm erlaubt mehrere
Lesarten. Erste Lesart: Das Boson bewegt sich mit Wellenzahl k1 von links
nach y, zerfällt durch Paarbildung in ein Fermion und ein Anti-Fermion, die
sich dann bei z wiederum in ein Boson vernichten, das mit Wellenzahl k1
nach rechts ausläuft. Zweite Lesart: Ein Boson bewegt sich von links nach
y, gleichzeitig bewegt sich ein Fermion von z nach y. Bei y absorbiert das
Fermion das Boson, bewegt sich nach z, und emittiert dort ein Boson, das
mit Wellenzahl k1 nach rechts ausläuft. Dritte Lesart: Ein Boson bewegt
sich von links nach y, gleichzeitig bewegt sich ein Anti-Fermion von z nach
y. Bei y absorbiert das Anti-Fermion das Boson, bewegt sich nach z, und
emittiert dort ein Boson, das mit Wellenzahl k1 nach rechts ausläuft.
Bei der Berechnung des Diagramms muss ein Matrixelement zu Propa-

gatoren kontrahiert werden, und dafür gibt es je nach Lesart unvereinbare
Möglichkeiten:

〈0|Tφ(x1)φ(x2)ψ(y)φ(y)ψ(y)ψ(z)φ(z)ψ(z) |0〉

Die Kontraktionsklammern der Fermionen sind für alle drei Lesarten gleich.
Es gibt keine Überkreuzungen fermionischer Klammern. Bei Lesart Eins (ein
Nukleon und ein Antinukleon laufen von y nach z) müssen die Operatoren
beider Fermionenpaare getauscht werden, weil die Erzeugungsoperatoren
rechts von den Vernichtungsoperatoren stehen müssen. Die 2 Vertauschungen
ergeben insgesamt den Faktor (+1). Lesart Zwei (ein Nukleon läuft von z
nach y, und ein Nukleon läuft von y nach z) erfordert nur die Vertauschung
von ψ(y) mit ψ(z), und ergibt den Faktor (-1). Lesart Drei (ein Antinukleon
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läuft von z nach y, und ein Antinukleon läuft von y nach z) erfordert nur
die Vertauschung von ψ(z) mit ψ(y), und ergibt wiederum den Faktor (-1).

Die Graphen wurden nicht frei erfunden, sondern sie sind abstrahierende
Darstellungen algebraischer Formeln, die wir nach den Regeln von Kas-
ten 23.1 wieder in algebraische Formeln zurückverwandeln. Wenn es dabei
Mehrdeutigkeiten gibt, dann muss man nochmal einen Schritt zurückgehen,
und durch algebraische Berechnung ab initio klären, welches denn nun die
korrekten Formeln sind. Diese langwierige Arbeit ersparen wir uns, und
entnehmen ohne Beweis der Literatur das einfache Ergebnis:

Satz : Die Berechnungen von Graphen der Diracfelder stim-
men dann und nur dann mit den algebraischen Rechnungen
überein, wenn innere Fermionenlinien ausnahmslos als Teil-
chen (nicht als Antiteilchen) betrachtet werden.

(23.39)

Diese Regel wurde unter K in Kasten 23.1 eingetragen. Aus dieser Regel
kann man eine allgemeine Aussage ableiten: Wenn ein Graph eine Schleife
enthält, die aus n fermionischen Linien und Null bosonischen Linien besteht,
dann enthält das Matrixelement den Faktor

〈0| . . . ψ(y1)ψ(y1)ψ(y2) . . . ψ(yn−1)ψ(yn)ψ(yn) . . . |0〉 .

Die Kontraktion dieser 2 × n fermionischen Operatoren zu einer Schleife
von n Teilchen (und Null Antiteilchen) steuert stets einen Faktor (−1) zum
Gesamtergebnis bei, weil immer ein Operatorpaar ψ ψ umgedreht werden
muss, um die Schleife zu schließen.

23.1.5 Zerstrahlung in Bosonen

Die Zerstrahlung eines Nukleons (das mit Wellenzahl k1 einläuft) und eines
Antinukleons (das mit Wellenzahl k2 einläuft) in zwei Bosonen (die mit
Wellenzahl k3 und k4 auslaufen), wurde im vorigen Abschnitt bereits als
Beispiel für einen Graphen mit innerer Fermionenlinie erwähnt. Jetzt wollen
wir diesen Vorgang genauer untersuchen.
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Der an der inneren Linie eingetragene Impuls ~(k1 − k3) beziehungsweise
~(k1 − k4) wird entsprechend Regel K in Kasten 23.1 parallel (nicht anti-
parallel) zum eingezeichneten dreieckigen Pfeil gelesen, weil die innere Linie
als Teilchen (nicht Antiteilchen) interpretiert werden muss.
Das mit k1 einlaufende Teilchen kann am Vertex y oder z andocken:

〈0|Tφ(x3)φ(x4)ψ(x1)ψ(x2)ψ(y)φ(y)ψ(y)ψ(z)φ(z)ψ(z) |0〉c

〈0|Tφ(x3)φ(x4)ψ(x1)ψ(x2)ψ(y)φ(y)ψ(y)ψ(z)φ(z)ψ(z) |0〉c

Die erste Variante der möglichen Kontraktionen der fermionischen Operato-
ren enthält 3 Kreuzungen der Kontraktionsklammern. Außerdem müssen
alle 3 kontrahierten Operatorpaare umgedreht werden, damit der Erzeu-
gungsoperator stets rechts steht. Also erhält man insgesamt den Faktor
(+1). Bei der zweiten Variante gibt es keine Überkreuzung der Kontrakti-
onsklammern, und es müssen nur 2 Operatorpaare umgedreht werden. Denn
das Operatorpaar ψ(y)ψ(z) hat bereits die richtige Stellung, weil sich in
diesem Fall das virtuelle innere Fermion von z nach y bewegt. Also gibt
es auch in diesem Fall einen Faktor (+1), und beide Möglichkeiten können
zu einem Graphen mit dem Symmetriefaktor 2 zusammengefasst werden.
Wie bei allen Diagrammen der Yukawa-Theorie (und der QED) beruht
der Symmetriefaktor (hier 2!) allein auf der Permutation der Vertizes, und
wird im Folgenden durch den Faktor 1/2! aufgrund der Taylorentwicklung
des Wechselwirkungsterms kompensiert. Das liegt daran, dass – anders
als bei der ψs-Wechselwirkung – die drei Operatoren ψ(y)φ(y)ψ(y) eines
Wechselwirkungsterms sich nicht gegenseitig ersetzen können.

Das auslaufende Boson k3 kann durch Kontraktion von φ(x3) mit φ(y) oder
mit φ(z) gebildet werden, wonach die Kontraktion des zweiten auslaufenden
Bosons eindeutig ist. Einen Faktor (-1) gibt es aufgrund von Regel F in
Kasten (23.1) für das einlaufende Antinukleon. Also erhält man in zweiter
Ordnung der Störungsrechnung folgende Wahrscheinlichkeitsamplitude für
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die Zerstrahlung eines Nukleons und eines Antinukleons in zwei Bosonen:

S
(2) (23.40)= −2 · (−ig

√
~c)2

2!

·
( 4∏
j=1

√
1

2~ωkjΩ

)
2πΩ δ

(
k0

1 + k0
2 − k0

3 − k0
4

)
δ(k1+k2),(k3+k4)

· r2v̄k2

( i
(
γν(k1 − k3)ν +m c

~

)
(k1 − k3)2 −m2 c2

~2 + iε′
+
i
(
γν(k1 − k4)ν +m c

~

)
(k1 − k4)2 −m2 c2

~2 + iε′

)
r1uk1 (23.41)
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24 Quantenelektrodynamik

Die Quantenelektrodynamik beschreibt die Wechselwirkung der elektrisch
geladenen elementaren Felder mit ihrem Eichfeld. Das

Photon = γ

ist das Quant des Eichfelds. Man kennt die folgenden elektrisch geladenen
elementaren Felder:

Die drei Leptonen

Elektron = e = e− Myon = µ = µ− Tauon = τ = τ−

und ihre drei Antiteilchen

Positron = e+ Anti-Myon = µ+ Anti-Tauon = τ+

sowie die sechs Quarks

Up = u Down = d Strange = s

Charm = c Bottom = b Top = t

und ihre sechs Antiteilchen

Anti-Up = ū Anti-Down = d̄ Anti-Strange = s̄

Anti-Charm = c̄ Anti-Bottom = b̄ Anti-Top = t̄

und die beiden Vektorbosonen

W+ W− .

Das Photon, das W+, und das W− haben keine Antiteilchen.1 Das Photon

1 Manche Leute sagen: Das Photon ist sein eigenes Antiteilchen. Das ist eine Frage der
Definition. Wenn man den Begriff Teilchen/Antiteilchen so definiert, dass Teilchen
und Antiteilchen durch die C-Transformation (siehe Abschnitt 11.2.3) auseinander
hervorgehen, dann ist das Photon tatsächlich das Antiteilchen des Photons, und das



24.1 Feynman-Regeln 519
trägt keine elektrische Ladung. Die drei Leptonen und das W− haben die
Ladung

−e = −1, 6 · 10−19C ,

die drei Antileptonen und das W+ haben die Ladung

+e = +1, 6 · 10−19C .

Die Quarks u, c, t haben die elektrische Ladung +2e/3, die Quarks d, s, b
haben die elektrische Ladung −e/3. Ihre Antiteilchen haben jeweils die
umgekehrten Ladungen.
Achtung: Anders als wir definieren etwa 50% der Autoren +e = −1, 6 ·

10−19C.
Die drei Leptonen haben gleiche Ladung und gleichen Spin, aber unter-

schiedliche Massen und elektrische und magnetische Momente. Auch die
sechs Quarks haben unterschiedliche Massen. Die Ruhemasse des Photons,
des Eichbosons der elektromagnetischen Wechselwirkung, ist Null, während
die Eichbosonen W+ und W− der schwachen Wechselwirkung eine endliche
Ruhemasse haben.

Die Leptonen und Quarks sind die Quanten von Diracfeldern, haben also
den Spin ~/2. Die Photonen sowie W+ und W− haben den Spin ~.

Alle genannten Teilchen werden als elementare Teilchen ohne Substruktur
betrachtet.

24.1 Feynman-Regeln

Im vorigen Kapitel wurden in Kasten 23.1 die Regeln aufgelistet, mit
denen S-Matrixelemente der Yukawa-Theorie berechnet werden können. Zur
Übertragung dieser Regeln auf die Quantenelektrodynamik müssen sämtliche

W+ ist das Antiteilchen des W−. Wenn man dagegen definiert, dass Teilchen und
Antiteilchen paarweise beim Zerfall eines Photons erzeugt werden können, und dass
Teilchen und Antiteilchen paarweise zu einem Photon vernichtet werden können, dann
ist der Begriff von Teilchen und Antiteilchen nur auf Fermionen anwendbar. Weder
Photonen, noch W+/W−-Bosonen, noch Z0-Bosonen, noch Gluonen, noch Higgs-
Bosonen werden paarweise beim Zerfall von Photonen erzeugt, noch können sie paarweise
zu Photonen vernichtet werden. In diesem Buch geben wir letzterer Definition von
Teilchen/Antiteilchen den Vorzug.
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Kasten 24.1 : Feynman-Regeln im Energie-Impuls-Raum für die Be-
rechnung der Komponente S(n) der Streuamplitude in der Quantenelek-
trodynamik
A S

(n) ist gleich der Summe sämtlicher verbundener, nicht amputierbarer
Graphen mit n Vertizes.

B Der Symmetriefaktor ist die Anzahl der Möglichkeiten, die Operatoren,
aus denen der Graph aufgebaut ist, paarweise zu den Propagatoren
des Graphen zusammenzufassen. Nur einer der gleichwertigen Graphen
wird als Summand in die Streuamplitude eingetragen, und mit dem
Symmetriefaktor multipliziert.

B′ Jede Vertauschung zweier fermionischer Operatoren bei der Kombina-
tion zu Propagatoren ergibt einen Faktor (−1).

C Jeder Vertex hat die Struktur .

D Für die n Vertizes gibt es einen Faktor
1
n!
(−iqγν
~

)n
.

Der Index ν ist mit dem entsprechenden Index des andockenden Photons
zu kontrahieren.

E Für die ein- und auslaufenden Linien mit Vierer-Wellenzahlen kein und
kaus gibt es einen Faktor

2πΩ δ
(∑

ein
k0

ein −
∑
aus

k0
aus

)
δ∑einkein ,

∑
auskaus .

F Für jede äußere Linie mit Wellenzahl k wird ein Faktor

√
1

2~ωkΩ ·



ruk für einlaufendes Lepton
rūk für auslaufendes Lepton
(−r̄vk) für einlaufendes Antilepton
(−rvk) für auslaufendes Antilepton
ε
(α)
kν ~c

√
µ0 für einlaufendes Photon

ε
(α)∗
kν ~c

√
µ0 für auslaufendes Photon

in den Summanden eingetragen. Fortsetzung auf der nächsten Seite!
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(Fortsetzung der vorigen Seite)
G Für jede innere Photonen-Linie mit Wellenzahl k gibt es einen Faktor

D̃νµ(k) (17.86)= −igνµ µ0~c

k2 + iε′
,

für jede innere Fermionen-Linie mit Wellenzahl k einen Faktor

S̃(k) (12.24)=
i(γνkν +m c

~)
k2 −m2 c2

~2 + iε′
.

H Über die Wellenzahl k einer inneren Linie wird mit

1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π

summiert und integriert, falls k nicht durch Energie- und Impulserhal-
tung festgelegt ist.

J Es ist der Umordnungs-Operator US = (23.21) einzutragen.
K Innere Fermionen-Linien müssen immer als Teilchen (nicht als Antiteil-

chen) interpretiert werden.

Formeln, die sich auf das Pionen-Feld der Yukawa-Theorie beziehen, in
entsprechende Formeln des Photonenfeldes übersetzt werden. Das ist in
Kasten 24.1 geschehen. Wir überprüfen die Übersetzung der Regeln Schritt
für Schritt:

Regel C: Die Linien masseloser Bosonen werden in Feynman-Graphen als
Wellenlinien gezeichnet. Erfahrungsgemäß verlaufen sämtliche Reaktionen
der QED so, dass der Flavor der Fermionen an jedem Vertex erhalten bleibt.
Das bedeutet: Wenn z.B. ein e− an einem Vertex einläuft, dann muss die
zweite Fermionenlinie an diesem Vertex entweder ein auslaufendes Elektron
oder ein einlaufendes Positron sein. Wenn ein c̄ einläuft, dann kann die zweite
Fermionenlinie an diesem Vertex nur ein einlaufendes c oder ein auslaufendes
c̄ sein. Deshalb zeigt immer ein Fermionenpfeil zum Vertex hin, und ein
Fermionenpfeil zeigt vom Vertex fort. Ein Fermionenpfeil einer äußeren
Linie, der zum Vertex hin zeigt, kann ein Fermion symbolisieren, das sich
zum Vertex bewegt, oder ein Antifermion, das sich vom Vertex entfernt. Man
kann eine eindeutige Interpretation des Diagramms dadurch erzwingen, dass
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man bei äußeren Linien neben dem Fermionenpfeil einen zusätzlichen kleinen
Pfeil zeichnet, der die Richtung des Impulses angibt. Innere Linien müssen
wegen Satz (23.39) immer als Teilchen (nicht Antiteilchen) interpretiert
werden, deren Impulsrichtung mit dem Fermionenpfeil übereinstimmt.

Es ist nicht üblich, die Richtung des Photonenimpulses durch Pfeile
auf der Wellenlinie anzugeben. Falls erforderlich, wird der Impuls äußerer
Photonenlinien durch einen kleinen Pfeil neben der Wellenlinie angedeutet.
Bei inneren Photonenlinien ist die Richtung des Impulses egal, weil der
Photonenpropagator quadratisch in k ist, siehe Regel G.
Regel D: Die Lagrangedichte der Quantenelektrodynamik ist

L (8.21)= ψ(W )

(
i~cγν(dν + i

~
qA(W )ν)−mc2

)
ψ(W ) −

1
4µ0

FστF
στ .

Man erkennt gegenüber der Lagrangedichte

L (23.8)= ψ(W )

(
i~cγνdν − g(~c)3/2φ(W ) −mc2

)
ψ(W ) +

+ 1
2
(
~2c2dµdµ −M2c4

)
φ2

(W )

der Yukawa-Theorie folgende Ersetzung im Wechselwirkungsteil:

−g(~c)3/2φ(W ) −→ +i~cγν i
~
q A(W )ν

=⇒ Vertexfaktor: − ig
√
~c −→ −iqγν

~

In den Regeln F und G werden wir Faktoren finden, mit denen der Index ν

kontrahiert wird. Für q ist im Vertexfaktor stets die Ladung des Feldes, nicht
die Ladung des Antifeldes einzusetzen, egal ob man die Fermionenlinien,
die am Vertex andocken, als Teilchen oder als Antiteilchen interpretiert.
Der Vertexfaktor in einem Elektronenstrom und in einem Positronenstrom
ist gleichermaßen +ieγν/~ = +i|e|γν/~, der Vertexfaktor in einem up-
Strom und in einem Anti-up-Strom ist gleichermaßen −i2eγν/(3~). Aus
Sicht der Klassischen Physik muss es überraschend erscheinen, dass man
beim Ladungsparameter keinen Unterschied macht, egal ob man Teilchen
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oder Antiteilchen beschreiben möchte. Wir werden aber sehen, dass die
Unterschiede – die es natürlich geben muss – durch eine unterschiedliche
Anzahl von Vertauschungen fermionischer Operatoren bei Anwendung von
Regel B′ sowie durch unterschiedliche Spinorfunktionen (Regel F) geliefert
werden.

Regel F: Die Regeln für Fermionen können von Kasten 23.1 der Yukawa-
Theorie übernommen werden. Zur Bestimmung der Regel für Photonen
müssen wir auf die Herleitung der LSZ-Reduktionsformel zurückgreifen, die
in Abschnitt 19.3 für ungeladene Klein-Gordon-Felder untersucht wurde.
Dazu vergleichen wir den Feldoperator des ungeladenen Klein-Gordon-Feldes

φ(x) (19.11)=
∑
k

√
1

2~ωkΩ
(
ak exp{−ikx} + a†k exp{+ikx}

)
mit dem Feldoperator der Photonen, der die vier Raum-Zeit-Komponenten

Aν(x) (17.79)=
∑
k

3∑
α=0

√
µ0c2~2

2~ωkΩ ·

·
(
ε
(α)ν
k c

(α)
k exp{−ikx}+ ε

(α)ν∗
k c

(α)†
k exp{+ikx}

)
hat. Wie gewohnt und in (19.21) vereinbart bezeichnen Feldoperatoren mit
dem Index (W ) die vollständigen Operatoren der wechselwirkenden Felder.
Operatoren ohne diesen Index sind Operatoren im Wechselwirkungsbild. In
der Herleitung der LSZ-Formel erhält man anstelle der Relationen (A.187)
des Klein-Gordon-Feldes für die ν-Komponente des Photonenfeldes die
Relationen

3∑
α=0

ε
(α)ν
k c

(α)
k = ic

√
~

2ωkΩµ0c2~2

∫
Ω

d3x exp{ikx}←→d0A
ν(x) (24.1a)

3∑
α=0

ε
(α)ν∗
k c

(α)†
k = −ic

√
~

2ωkΩµ0c2~2

∫
Ω

d3x exp{−ikx}←→d0A
ν(x) (24.1b)

Die zweite Relation ist die adjungierte der ersten. Diese wird wie bei (A.187)
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durch Einsetzen des Feldoperators überprüft.
Jetzt multipliziert man (24.1a) mit

∑3
ν=0 ε

(β)∗
kν , und (24.1b) mit

∑3
ν=0 ε

(β)
kν .

Weil der Index ν in den Produkten doppelt auftritt, braucht man wegen der
Summenkonvention das Zeichen

∑
ν nicht auszuschreiben. Der imaginäre

Anteil der Polarisationsvektoren – siehe (17.9) – verschwindet im Produkt.
Weil es sich um Einheitsvektoren handelt, gilt

3∑
α=0

ε
(β)∗
kν ε

(α)ν
k =

3∑
α=0

ε
(β)
kν ε

(α)ν∗
k = 1 .

Damit ergeben sich die Fourier-Operatoren

c
(β)
k = ic

√
~

2ωkΩ

∫
Ω

d3x exp{ikx}←→d0
Aν(x) ε(β)∗

kν

c~
√
µ0

c
(β)†
k = −ic

√
~

2ωkΩ

∫
Ω

d3x exp{−ikx}←→d0
Aν(x) ε(β)

kν

c~
√
µ0

.

Sie sind dimensionslose Skalare, wie es sein muss. Aus dem Vergleich dieser
Relationen mit (A.187) ist erkennbar, dass man bei der Herleitung der LSZ-
Formel in den weiteren Schritten, die (A.187)ff entsprechen, die Feldope-
ratoren der ungeladenen Klein-Gordon-Bosonen folgendermaßen ersetzen
muss:

ein- oder auslaufendes KG-Boson : φ(x)

einlaufendes Photon, Polarisation ε(α)
k : Aν(x) ε(α)

kν

c~
√
µ0

auslaufendes Photon, Polarisation ε(α)
k : Aν(x) ε(α)∗

kν

c~
√
µ0

(24.3)

In (A.201) haben wir dann

(
k2 −m2 c

2

~2

)
= i

~c
G̃-1(k) (24.4)
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eingesetzt. Jetzt führen wir an der entsprechende Stelle für Photonen (bei
denen m = 0 ist) die Ersetzung

k2 (17.86)= −igστ µ0~c D̃
-1
στ (k) (24.5)

durch, wobei auf der rechten Seite über σ und τ ausnahmsweise nicht
automatisch zu summieren ist. Auf die Behandlung der Raum-Zeit-Indizes
kommen wir gleich zurück. Die LSZ-Formel (19.49) enthält für jedes ein-
oder auslaufende Klein-Gordon-Teilchen einen Faktor G̃-1(k)φ(x). Wegen
(24.5) und (24.3) ist dieser Faktor für jedes ein- oder auslaufende Photon
zu ersetzen durch

einlaufendes Photon, Polarisation ε(α)
k :

G̃-1(k)φ(x) −→ −gστ ~c
√
µ0 D̃

-1
στ (k)Aν(x) ε(α)

kν

auslaufendes Photon, Polarisation ε(α)
k :

G̃-1(k)φ(x) −→ −gστ ~c
√
µ0 D̃

-1
στ (k)Aν(x) ε(α)∗

kν . (24.6)

Die Faktoren, die gegenüber den Bosonen der Yukawa-Theorie neu hinzu
kommen, sind in Regel F eingetragen.
Wir ersparen uns die langwierige Untersuchung, wie in (24.5) und den

weiteren Formeln die Raum-Zeit-Indizes der Photonenfunktionen, und damit
zusammenhängend die Faktoren gνµ zu behandeln sind, und entnehmen der
Literatur das einfache und plausible Ergebnis: Der Index ν des Vertexfaktors
(Regel D) ist mit dem Index ν des Polarisationsvektors (Regel F) bzw.
dem Index ν des Propagators (Regel G) des Photons zu kontrahieren,
das an diesem Vertex andockt. Diese Regel ist unter D in Kasten 24.1
eingetragen. Sie bewirkt, dass die Wahrscheinlichkeitsamplitude insgesamt
ein Lorentzskalar ist.

Nicht in Regel F eingetragen: Wenn Spin bzw. Polarisation nicht gemessen
werden, dann wird über die Spinorindizes r = 1, 2 der Fermionen-Operatoren
bzw. den Polarisationsindex α = 0, 1, 2, 3 der Photonen-Operatoren gemittelt
(einlaufende Teilchen) bzw. summiert (auslaufende Teilchen).

Regel G: Der Photonenpropagator wurde in Abschnitt 17.5 berechnet.
Über die Indizes µ und ν des Photonenpropagators und die Indizes µ und ν in
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den Vertexfaktoren (Regel D) wird nach der Summenkonvention summiert.
Dazu muss selbstverständlich der Vertexfaktor γµ am einen Ende der inneren
Photonenlinie mit µ indiziert werden, und der Vertexfaktor γν am anderen
Ende der inneren Photonenlinie mit ν. Durch diese Multiplikation werden die
Produkte von Photon-Propagator und Vertexvektoren zu Lorentzskalaren.

Regel J: Diese Regel wird unverändert von der Yukawa-Theorie übernom-
men. Sie bewirkt, dass alle Fermionen-Produkte zu Spinorskalaren werden.
Man könnte diese Regel „einsparen“, wenn man sämtliche Spinorindizes
explizit ausschreiben würde, so wie wir in den Regeln sämtliche Raum-
Zeit-Indizes explizit ausschreiben. Regel J ist aber nach dem ästhetischen
Empfinden des Autors leichter zu ertragen als massenhaft auftretende Spino-
rindizes. Die Streuamplitude ist insgesamt ein Skalar, da alle Vektorfaktoren
der Photonen und alle Spinorfaktoren der Fermionen zu Skalarprodukten
kombiniert werden.
Regel K: Diese Regel, die auf Satz (23.39) beruht, wird ebenfalls unver-

ändert von der Yukawa-Theorie übernommen.

24.2 Wirkungsquerschnitt und Zerfallsrate

In einem zylindrischen Volumen mit Länge LA und Querschnittsfläche F
befinden sich NA Teilchen oder Antiteilchen der Sorte A. In einem zweiten
zylindrischen Volumen mit Länge LB und Querschnittsfläche F befinden
sich NB Teilchen oder Antiteilchen der Sorte B (die mit der Teilchensorte
A identisch sein kann, aber nicht muss). Die beiden Teilchenbündel werden
so gegeneinander geschossen, dass die beiden Bündel mit ihren Stirnflächen
F genau aufeinandertreffen und sich der Länge nach durchdringen. Die
Dichte der Teilchen sei in beiden Bündeln so gering, und die Längen LA
und LB der Bündel seien so klein, dass praktisch niemals ein Teilchen eines
Bündels durch ein anderes Teilchen des gleichen Bündels verdeckt wird (sich
„im Windschatten“ des anderen Teilchens befindet). Dann ist die Anzahl
der Streuereignisse proportional zur Anzahl der einlaufenden Teilchen ZA,
proportional zur Anzahl der einlaufenden Teilchen ZB, und umgekehrt
proportional zur Querschnittsfläche F der Bündel:
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Anzahl der Streuereignisse = σ
ZAZB
F

(24.7)

Der Proportionalitätsfaktor σ, der offensichtlich die Dimension einer Fläche
hat, wird als Wirkungsquerschnitt bezeichnet. Nicht ausdrücklich erwähnt
wird in dieser Gleichung, dass der Wirkungsquerschnitt nicht nur von Zahl
und Art der Teilchen, sondern auch von ihrer jeweiligen Energie und ih-
rer jeweiligen Polarisation abhängt. Man beachte, dass die Anzahl der
Streuereignisse wegen der angenommenen geringen Teilchendichte unab-
hängig von der Länge der Teilchenbündel ist. Deshalb ist diese Formel
invariant beim Wechsel zwischen Koordinatensystemen, deren Nullpunkt an
einem beliebigen Punkt auf der Bewegungslinie der Teilchenbündel fixiert ist
(beispielsweise am Schwerpunkt der kollidierenden Teilchen oder am einen
oder anderen Teilchenbündel). Denn nur LA und LB ändern sich durch
relativistische Längenkontraktion. Die Querschnittsfläche F bleibt aber in
all diesen Koordinatensystemen gleich.
In (24.7) wird der totale oder integrale Wirkungsquerschnitt definiert.

Häufig unterteilt man ihn noch in die verschiedenen Kanäle der möglichen
Streuereignisse. Wenn man beispielsweise ein Bündel von Elektronen mit
einem Bündel von Positronen kollidieren lässt, dann sind bei ausreichender
Energie eine Vielzahl von Reaktionen wie e−e+ → e−e+, e−e+ → µ−µ+,
e−e+ → Hadronen, e−e+ → τ−τ+γ, . . . möglich. Jedem dieser Streuereig-
nisse kann man einen eigenen Wirkungsquerschnitt zuordnen.

Weitere Details eines Streuereignisses kann man durch differentielle Wir-
kungsquerschnitte dokumentieren. Wenn beispielsweise bei der Streureaktion
(unter anderem) ein Myon erzeugt wird, dann kann man den differentiellen
Wirkungsquerschnitt

dσµ
dΩ̃

= Anzahl der im Raumwinkel dΩ̃ beobachteten Myonen
ZAZB/F

(24.8)

messen, indem man zählt, wie viele Myonen sich vom Streuzentrum in den
Raumwinkel dΩ̃ entfernen. (Wir kennzeichnen den Raumwinkel Ω̃ durch
eine Tilde, um ihn vom Normierungsvolumen Ω unterscheiden zu können.)
Wenn man auch noch die Energie dieser Myonen ermittelt, kann man den
doppelt differentiellen Wirkungsquerschnitt
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d2σµ

dΩ̃dE
= Zahl Myonen in (E,E + dE) und dΩ̃

NANB/F
(24.9)

messen. Trotz der Schreibweise als Differentiale sind in diesen Formeln dΩ̃
und dE nicht als infinitesimal klein zu betrachten, sondern als endliche In-
tervalle ∆Ω̃ und ∆E, deren Größe vom Auflösungsvermögen der Detektoren
abhängt.

Es ist klar, dass der Wirkungsquerschnitt eng verwandt ist mit der Streu-
amplitude, die in den vorangegangenen Kapiteln berechnet wurde. Bevor
wir den genauen Zusammenhang bestimmen, definieren wir noch die Streu-
matrixM. In den Streuamplituden S taucht regelmäßig für jedes ein- oder
auslaufende Teilchen ein Normierungsfaktor, sowie für alle Teilchen zusam-
men eine Deltafunktion und ein Kronecker-Symbol auf, welche die Erhaltung
von Energie und Impuls sicherstellen. Man definiert eine StreumatrixM
durch

S
(n) (23.27)

≡ M(n) ·
(∏

ein

√
1

2~ωkeinΩ

)(∏
aus

√
1

2~ωkausΩ

)
·

· 2πΩ δ
(∑

ein
k0

ein −
∑
aus

k0
aus

)
δ∑einkein ,

∑
auskaus . (24.10)

Man könnteM den „interessanten“ Faktor der Streuamplitude nennen, den
Rest den „selbstverständlichen“ Faktor. Im Slang der Hochenergiephysiker
ist es aber üblich, M als den „dynamischen“ Faktor, den Rest als den
„kinematischen“ Faktor zu bezeichnen.

Die S-Matrix

Sk3...kn,k1k2
(19.43b)= 〈k3 . . .kn|S |k1k2〉 (24.11)

ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude eines Streuereignisses, bei dem zwei
Teilchen mit Impulsen ~k1 und ~k2 einlaufen, und (n − 2) Teilchen mit
Impulsen ~k3 . . . ~kn auslaufen. Die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses
ist
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|S|2 = |M|2 ·
(∏

ein

1
2~ωkeinΩ

)(∏
aus

1
2~ωkausΩ

)
·

·
∣∣∣2π δ(∑

ein
k0

ein −
∑
aus

k0
aus

)∣∣∣2 Ω2 δ∑einkein ,
∑

auskaus . (24.12)

Hier wurde bereits |Ωδ∑einkein ,
∑

auskaus |2 = Ω2δ∑einkein ,
∑

auskaus eingesetzt.
Das Betragsquadrat der Deltafunktion ergibt unter einem Integral

+∞∫
−∞

dkein δ(kein − kaus) f(kein) = f(kaus) =⇒

+∞∫
−∞

dkein δ(kein − kaus) δ(kein − kaus) = δ(kaus − kaus) = δ(0) .

Um den irritierenden Faktor δ(0) besser zu verstehen erinnern wir uns daran,
dass wir den Zeitraum, in dem die Streuung stattfindet, zwar vereinfachend
t = −∞ bis t = +∞ genannt haben. Wir haben aber im Anschluss an
diese Festlegung in (19.48) ausdrücklich betont, dass eigentlich ein endlicher
Zeitraum T = ta − te gemeint ist, wobei T sehr groß ist im Vergleich zu
allen anderen für diesen Streuvorgang charakteristischen Zeitintervallen.
Wir definieren ∆k0 ≡

∑
ein k

0
ein −

∑
aus k

0
aus als abkürzende Schreibweise,

und berechnen die Deltafunktion

δ(∆k0) =(7.16b) lim
T→∞

1
2π

+cT/2∫
−cT/2

dx0 exp{+i∆k0x0}

= lim
T→∞

1
2π

2 sin(∆k0cT/2)
∆k0 . (24.13)

Daraus ergibt sich mithilfe der l’Hospital’schen Regel
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δ(0) = lim
∆k0→0

δ(∆k0) = lim
T→∞

1
π

lim
∆k0→0

c T cos(∆k0cT/2)
2

≈ c T

2π für T sehr groß . (24.14)

Also ist das Betragsquadrat der Streuamplitude

|S|2 = |M|2 ·
(∏

ein

1
2~ωkeinΩ

)(∏
aus

1
2~ωkausΩ

)
·

· ΩcT 2πΩ δ
(∑

ein
k0

ein −
∑
aus

k0
aus

)
δ∑einkein ,

∑
auskaus . (24.15)

Dies ist nach (24.11) die Wahrscheinlichkeit dafür, dass (n− 2) gestreute
Teilchen mit Wellenzahlen k3 . . .kn auslaufen, wenn zwei Teilchen mit
Wellenzahlen k1 und k2 einlaufen. Da man nicht über unendlich genaue
Detektoren verfügt, muss man dies Betragsquadrat multiplizieren mit der
Anzahl der möglichen Wellenzahlen in unmessbar enger Nachbarschaft zu
k3 . . .kn. Bei einem Auflösungsvermögen ∆k der Detektoren nennen wir
diese Umgebung

U(kj) ≡ Menge aller k mit |k − kj | ≤ |∆k| . (24.16)

Aufgrund des endlichen Normierungsvolumens Ω erfüllt jede Wellenzahl kj
die Bedingung

kij Ω1/3 = nij 2π mit i = 1, 2, 3 und nij ∈ N . (24.17)

Also kann ein auslaufendes Teilchen, dessen Impuls als ~kj detektiert wird,
tatsächlich einen von

3∏
i=1

nij =
∑
U(kj)

Ω
(2π)3

( 3∏
i=1

ki
)

(24.18)

verschiedenen Impulsen haben. Deshalb ist
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|Sk3...kn,k1k2 |2 ·
( n∏
j=3

∑
U(kj)

Ω
(∏3

i=1 k
i
j

)
(2π)3

)
=

= |M|2 ΩcT
( 2∏
j=1

1
2~ωkjΩ

)( n∏
j=3

∑
U(kj)

(∏3
i=1 k

i
j

)
2~ωkj (2π)3

)
·

· 2πΩ δ
(∑

ein
k0

ein −
∑
aus

k0
aus

)
δ∑einkein ,

∑
auskaus (24.19)

die Wahrscheinlichkeit eines Streuereignisses, das von Sk3...kn,k1k2 messtech-
nisch nicht unterschieden werden kann. Die Formeln werden jetzt reichlich
umständlich und unübersichtlich, weil wir einerseits ein diskretes Spektrum
möglicher Wellenzahlen annehmen (das auf das endliche Normierungsvolu-
men Ω zurückzuführen ist), andererseits aber durch die Summation über
U(kj) ausdrücklich berücksichtigen, dass das Spektrum der Wellenzahlen
aufgrund des mangelhaften Auflösungsvermögens der Detektoren als Konti-
nuum erscheint. Deshalb ist es an dieser Stelle besser, durch

∑
U(kj)

(∏3
i=1 k

i
j

)
2~ωkj (2π)3 →

∫
U(kj)

d3kj
1

2~ωkj (2π)3

Ω δ∑einkein ,
∑

auskaus → (2π)3δ(3)
(∑

ein
kein −

∑
aus
kaus

)
zu einer durchgängigen Kontinuums-Schreibweise zu wechseln. Man definiert
das (n− 2)-dimensionale lorentzinvariante „Phasenraumvolumen“

Φ(n−2)
LIPS ≡

( n∏
j=3

∫
U(kj)

d3kj
2~ωkj (2π)3

)
(2π)4 δ(4)

(∑
ein

kein −
∑
aus

kaus
)

=

=
( n∏
j=3

∫
U(kj)

dΩ̃ d|kj | |kj |2

2~ωkj (2π)3

)
(2π)4 δ(4)

(∑
ein

kein −
∑
aus

kaus
)
, (24.20)

in dem Ω̃ der Raumwinkel ist, und nicht mit dem Normierungsvolumen Ω
verwechselt werden darf. Der Index LIPS bedeutet „lorentz-invariant phase
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space“. Φ(n−2)
LIPS ist deshalb lorentzinvariant, weil die vierdimensionale Del-

tafunktion die Lorentzinvarianz der dreidimensionalen Integrale erzwingt.
Φ(m)

LIPS enthält zwar den Faktor (24.18), und ist deshalb proportional zum
Phasenraumvolumen, das den auslaufenden Teilchen zur Verfügung steht.
Aber Φ(m)

LIPS ist kein Phasenraumvolumen, sondern hat – falls die Normie-
rungsfaktoren Nj dimensionslos sind – die eigenartige Dimension

[
Φ(m)

LIPS

]
= Wellenzahl3m−4

Energiem . (24.21)

Φ(n−2)
LIPS enthält den Faktor

n∏
j=3

d3kj
~ωkj

= 4π
n∏
j=3

d|kj | |kj |2

~ωkj
.

Dieser Faktor bewirkt, dass es sich bei den Streuprodukten mit der Energie
~ωkj mit höherer Wahrscheinlichkeit um leichte Teilchen mit großem Impuls
als um schwere Teilchen mit kleinem Impuls handelt. Das liegt daran, dass
nj in (24.17) bei kleinem |kj | klein ist, also nur relativ wenige mögliche
Endzustände für dieses Streuereignis zur Verfügung stehen. Man sagt, dass
die Produktion schwerer Streuprodukte „Phasenraum-unterdrückt“ ist.
Das Normierungsvolumen Ω ist in Φ(n−2)

LIPS nicht mehr enthalten. Auch in
den Normierungsfaktoren der beiden einlaufenden Teilchen kann es nicht
stehen bleiben. Denn wir haben zwar die einlaufenden Teilchen als ebene
Wellen dargestellt, die überall in Ω mit gleicher Wahrscheinlichkeit nachge-
wiesen werden können. Bei der Berechnung für die Wahrscheinlichkeit eines
Streuereignisses wissen wir aber (weil das Experiment dementsprechend
aufgebaut wurde), dass sich die beiden Teilchen während des Zeitraums
T = ta − te der Streuung im wesentlich kleineren Streuvolumen

|vrel|TF � Ω (24.22)

(mit vrel = Relativgeschwindigkeit der beiden einlaufenden Teilchen) befin-
den. In einem Laborsystem, in dem sich das einlaufende Teilchen1 in Ruhe
befindet, ist |vrel| = |v2| gleich der Geschwindigkeit des anderen einlaufen-
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den Teilchens. Wir entnehmen der Literatur [48, §12] die lorentzinvariante
Verallgemeinerung

~ωk1~ωk2 |vrel| = ~ωk1~ωk2

√
(v1 − v2)2 − (v1 × v2)2 , (24.23)

die als Flussfaktor bezeichnet wird. Wenn v1 und v2 antiparallel sind, gilt

|vrel| = |v1 − v2| falls v1 = rv2 mit r ∈ R . (24.24)

Wir ersparen uns die Mühe, die einlaufenden Teilchen als Wellenpakete
zu beschreiben, deren Wellenzahlen um k1 und k2 herum zentriert sind,
sondern schreiben sie vereinfachend weiterhin als ebene Wellen k1 und k2.
Den Faktor Ω ersetzen wir aber durch |vrel|TF :

|Sk3...kn,k1k2 |2 ·
( n∏
j=3

∫
U(kj)

d3kj

)
Z|M|2 c

|vrel|F

( 2∏
j=1

1
2~ωkj

)
Φ(n−2)

LIPS

mit Φ(n−2)
LIPS = (24.20) und vrel = (24.23) (24.25)

Oben wurde der Wirkungsquerschnitt

σ
(24.7)= Anzahl der Streuereignisse · F

ZAZB

für ZA und ZB einlaufende Teilchen angegeben. In Gleichung (24.25) wird
die

Wahrscheinlichkeit der Streuungk3...kn,k1k2

ZAZB
mit ZA = ZB = 1

berechnet. Also ist

σk3...kn,k1k2 = |M|2 c

|vrel|

( 2∏
j=1

1
2~ωkj

)
Φ(n−2)

LIPS

mit vrel = (24.23) und Φ(n−2)
LIPS = (24.20)

(24.26)

der Wirkungsquerschnitt dieses Streuereignisses. Der Wirkungsquerschnitt
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kann gemessen, und mithilfe dieser Formel die Theorie überprüft werden.
Weil die StreumatrixM, das Phasenraumvolumen Φ(n−2)

LIPS = (24.20), sowie
der Flussfaktor (24.23) lorentzinvariant sind, ist auch der Wirkungsquer-
schnitt (24.26) lorentzinvariant.
Im Fall n = 4, d. h. wenn nur zwei Teilchen auslaufen, gilt im Schwer-

punktsystem k2 = −k1 und k4 = −k3. Damit kann man das Integral über
k4 im Phasenraumvolumen der auslaufenden Teilchen berechnen:

Φ(2)
LIPS =(24.20)

∫
U(k4)

d3k4

∫
U(k3)

d3k3
(2π)4 δ(k0

1 + k0
2 − k0

3 − k0
4) δ(3)(k3 + k4)

4~2ωk4ωk3(2π)6

=
∫

U(k3)

d3k3
δ(k0

1 + k0
2 − k0

3 − k0
4)

16π2~2ωk4ωk3

(24.27)

In diesem Integral sind k0
3, k

0
4, ωk3 , ωk4 wegen

k0
j =

ωkj
c

(7.18)=

√
k2

3 +m2
j

c2

~2
für j = 3, 4 (24.28)

nicht unabhängig, sondern alle durch |k3| eindeutig festgelegt. Auch die
Gesamtenergie im Schwerpunktsystem

ECM = ~ck0
CM ≡ ~c(k0

1 + k0
2) (24.29)

ist als Konstante zu betrachten, so dass das Integral (24.27) als einzige
Variable k3 enthält. Wir definieren

k0
34 ≡ k0

3 + k0
4 (24.30)

dk0
34

d |k3|
=(24.28) |k3|

k0
3

+ |k3|
k0

4

d|k3| =
dk0

34

|k3|
(
(k0

3)-1 + (k0
4)-1

) ,
und nutzen
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U(k3)

d3k =
∫

U(k3)

dΩ̃3 d|k3|k2
3 ,

um Φ(2)
LIPS in der Form

Φ(2)
LIPS =

∫
U(k3)

dΩ̃3 dk0
34

|k3| δ(k0
CM − k0

34)
16π2~2c2k0

4k
0
3

(
(k0

3)-1 + (k0
4)-1

)
=

∫
U(k3)

dΩ̃3 dk0
34
|k3| δ(k0

CM − k0
34)

16π2~2c2k0
34

=
∫

U(k3)

dΩ̃3
|k3|

16π2~cECM
(24.31)

zu schreiben. Also ist der differentielle Wirkungsquerschnitt

dσk3k4,k1k2

dΩ̃3
= |M|2 |k3|
|vrel| ~ 16π2E3

CM

im Schwerpunktsystem mit vrel = (24.23) .
(24.32)

In Anhang A.22 wird die nützliche Beziehung

|k3|
(A.154)= S34

2ECM~c
(24.33a)

S34 ≡
√(

E2
CM − (m3 +m4)2c4

)(
E2

CM − (m3 −m4)2c4
)

(24.33b)

bewiesen, mit der der Wirkungsquerschnitt in der Form

dσk3k4,k1k2

dΩ̃3
= |M|2 S34
|vrel| ~2c 32π2E4

CM
(24.34)

im Schwerpunktsystem mit vrel = (24.23) und S34 = (24.33b)

geschrieben werden kann. In dieser Schreibweise kommen die Impulse der
auslaufenden Teilchen nicht mehr explizit vor.
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Wenn die beiden einlaufenden Teilchen gleiche Ruhemasse haben (was in
der experimentellen Praxis sehr häufig der Fall ist), dann gilt im Schwer-
punktsystem erstens

~ωk1 = ~ωk2 = 1
2ECM , (24.35)

und zweitens muss aufgrund der Erhaltung des Teilchenflavors an jedem
Vertex auch

m3 = m4 und ~ωk3 = ~ωk4 = 1
2ECM (24.36)

gelten. Damit vereinfacht sich der Wirkungsquerschnitt im Schwerpunktsys-
tem zu

dσk3k4,k1k2

dΩ̃3
= |M|2

√
E2

CM − (2m3c2)2

|vrel| ~2c 32π2E3
CM

im Schwerpunktsystem mit vrel = (24.23), falls m1 = m2 und m3 = m4

Hier erkennt man deutlich, dass das Auftreten schwerer Streuprodukte
m3 +m4 = 2m3 → ECM/c

2 Phasenraum-unterdrückt ist. Die einlaufenden
Teilchen sind normalerweise auf hoch relativistische Energie beschleunigt.
Dann vereinfacht sich die Formel wegen ECM � m1c

2 =⇒ |vrel| ≈ 2c weiter
zu

dσk3k4,k1k2

dΩ̃3
= |M|2

√
E2

CM − (2m3c2)2

~2c2 64π2E3
CM

im Schwerpunktsystem,
falls m1 = m2 und m3 = m4 und ECM � m1c

2 .

(24.37)

Eine letzte mögliche Vereinfachung, die typischerweise bei m3 = m1
möglich ist, ergibt sich im Fall m3c

2 � ECM. Dann gilt
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dσk3k4,k1k2

dΩ̃3
= |M|2

~2c264π2E2
CM

(24.38)

im Schwerpunktsystem, falls m1 = m2 und m3 = m4

und ECM � m1c
2 und ECM � m3c

2 .

Bisher haben wir durchwegs den Fall betrachtet, dass 2 Teilchen einlaufen,
und (n− 2) gestreute Teilchen auslaufen. Die S-Matrix (24.10) gilt unver-
ändert auch in dem Fall, dass nur 1 Teilchen einläuft, und (n− 1) Teilchen
auslaufen. Man bezeichnet diesen Vorgang nicht als Streuung, sondern als
Zerfall des Teilchens Nummer 1. Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass ein mit
Wellenzahl k1 einlaufendes Teilchen im Zeitintervall T in (n− 1) Teilchen
mit Wellenzahlen k2 . . .kn zerfällt, ist

|Sk2...kn,k1 |2 ·
( n∏
j=2

∫
U(kj)

d3kj

)
(24.19)= |M|2 ΩcT 1

2~ωk1Ω Φ(n−1)
LIPS

mit

Φ(n−1)
LIPS

(24.20)=
( n∏
j=2

∫
U(kj)

d3kj
2~ωkj (2π)3

)
(2π)4 δ(4)

(
k1 −

n∑
l=2

kl
)
. (24.39)

Die Wahrscheinlichkeit für diesen Zerfall pro Zeit wird als Zerfallsrate

Γk2...kn,k1 = |M|2 c

2~ωk1

Φ(n−1)
LIPS mit Φ(n−1)

LIPS = (24.39) (24.40)

bezeichnet. Oft kann ein Teilchen auf verschiedene Arten („über verschiedene
Kanäle“) zerfallen. Die Summe der Zerfallsraten ist die totale Zerfallsrate,
ihr Inverses die Lebensdauer des Teilchens:

Lebensdauer ≡ τ ≡ 1
Γtotal

≡ 1∑
alle Kanäle Γ (24.41)

Die FaktorenM und Φ(n−1)
LIPS sind lorentzinvariant, nicht jedoch der Faktor
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~ωk1 = m1c
2√

1− (v/c)2 , (24.42)

in dem v die Geschwindigkeit des zerfallenden Teilchens ist. Die Lebensdauer
eines instabilen Teilchens wird beliebig groß in einem Bezugssystem, in dem
die Geschwindigkeit des Teilchens der Lichtgeschwindigkeit beliebig nahe
kommt. Das am längsten bekannte Beispiel für diesen relativistischen Effekt
sind die Myonen, die durch die Kosmische Höhenstrahlung in der oberen
Erdatmosphäre (≈ 10 km über dem Erdboden) erzeugt werden. Im Ruhe-
system ist ihre Lebensdauer2 τ0 = 2.2µs. Um die Strecke bis zum Erdboden
zurückzulegen benötigen sie, wenn sie sich fast mit Lichtgeschwindigkeit
bewegen, etwa die Zeit 10 km/c ≈ 150 · τ0. Die Beobachtung zeigt [49],
dass ein viel größerer Teil von ihnen den Erdboden erreicht, als ohne den
relativistischen Effekt (24.42) erklärbar wäre.

Wenn ein Teilchen in nur 2 Teilchen zerfällt, kann man im Schwerpunkt-
system mit k1 = 0 und k3 = −k2 den invarianten Phasenraum Φ(2)

LIPS aus
(24.31) ablesen. Man braucht nur ECM durch m1c

2 und die Indizes 3 und 4
durch 2 und 3 zu ersetzen:

Φ(2)
LIPS

(24.31)=
∫

U(k2)

dΩ̃2
|k2|

16π2~cm1c2
(24.33)=

=
∫

U(k2)

dΩ̃2

c4
√(

m2
1 − (m2 +m3)2

)(
m2

1 − (m2 −m3)2
)

32π2~2c2 (m1c2)2 (24.43)

Daraus folgt die differentielle Zerfallsrate

dΓ
dΩ̃2

(24.40)= |M|2
c5
√(

m2
1 − (m2 +m3)2

)(
m2

1 − (m2 −m3)2
)

64π2~2c2 (m1c2)3

Zerfall m1 → m2,m3 im Schwerpunktsystem . (24.44)

2 Die Myonen zerfallen durch Schwache Wechselwirkung. Insofern passt das Beispiel nur
bedingt in dies Kapitel über QED.
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Achtung: Einige Autoren betonen, dass man bei der Berechnung des

Phasenraumvolumens ΦLIPS einen Faktor 1/n! einfügen müsse, wenn n gleich-
artige und deshalb ununterscheidbare Streu- oder Zerfallsprodukte entstehen.
Das ist nur dann richtig, wenn die StreuamplitudeM in einer weniger dif-
ferenzierten Weise definiert wird als nach unseren Regeln. Nach unseren
Definitionen werden alle denkbaren Fallunterscheidungen hinsichtlich iden-
tischer oder unterscheidbarer Teilchen bereits bei der Berechnung vonM
berücksichtigt, und dürfen deshalb nicht nochmals als Modifikationen von
ΦLIPS eingefügt werden.

24.3 Baumgraphen

24.3.1 Lepton-Lepton Streuung

Als erstes Beispiel berechnen wir die Streuung eines Leptons an einem an-
deren Lepton (nicht Antilepton). Es laufen zwei Leptonen mit Wellenzahlen
k1 und k2, Spinvariablen r1 und r2, sowie Masseparametern m1 und m2 ein.
Nach dem Streuereignis laufen zwei Leptonen mit Wellenzahlen k3 und k4
und Spinvariablen r3 und r4 aus. Weil an jedem Vertex der Fermionenflavor
erhalten wird, müssen die beiden auslaufenden Teilchen die gleichen Massen
m1 und m2 wie die einlaufenden Teilchen haben. Zur Berechnung der Streu-
amplitude kann man fast wörtlich das abschreiben, was auf den Seiten 501ff
zur Streuung zwischen Nukleonen in der Yukawa-Theorie gesagt wurde.
Man braucht lediglich die Klein-Gordon-Bosonen der Yukawa-Theorie durch
Photonen zu ersetzen.
Die Wahrscheinlichkeitsamplitude S(0) in erster Ordnung der Störungs-

rechnung ist Null. Denn genau wie in (20.14) reichen die beiden Propagatoren
S(x3 − x1) und S(x4 − x2), die in nullter Ordnung aus dem Matrixelement

〈0|Tψ(x3)ψ(x4)ψ(x1)ψ(x2) |0〉c

gebildet werden können, nicht aus, um die vier Nullfaktoren S̃-1 der LSZ-
Formel zu kompensieren. In erster Ordnung enthält das Matrixelement

〈0|Tψ(x3)ψ(x4)ψ(x1)ψ(x2)ψ(y) γµAµ(y)ψ(y) |0〉c
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einen Operator γνAν(y), und ist wegen (23.13) ebenfalls Null. Das gleiche gilt
für alle ungeraden Ordnungen n = 1, 3, 5, . . . der Störungsrechnung. Nur die
geraden Ordnungen n = 2, 4, . . . können einen Beitrag zur Streuamplitude
leisten.
Den führenden von Null verschiedenen Beitrag findet man in Störungs-

rechnung zweiter Ordnung mit dem Matrixelement

〈0|Tψ(x3)ψ(x4)ψ(x1)ψ(x2)ψ(y) ·
· γµAµ(y)ψ(y)ψ(z) γνAν(z)ψ(z) |0〉c , (24.45)

das zu den Graphen

S
(2) =̂ 2 ·

x1

x

x

x

2

3 4

y z

︸                        ︷︷                        ︸
S

(2a)

+ 2 ·
x1

x

x

x

2

4 3

y z

︸                        ︷︷                        ︸
S

(2b)

(24.46)

kontrahiert werden kann. Der zweite Graph existiert nur, wenn beide Lep-
tonen den gleichen Flavor haben. Andernfalls verschwindet dieser Term,
weil die gestreuten Teilchen voneinander unterscheidbar sind, siehe die Be-
gründung im Anschluss an (23.28). Wortwörtlich kann man dem an (23.24)
anschließenden Text die Begründung der beiden Symmetriefaktoren ent-
nehmen, sowie den Hinweis, dass wegen der Anzahl der Vertauschungen
fermionischer Operatoren S(2a) einen Faktor (−1) erhält, S(2b) jedoch nicht.

Damit sind die Regeln A, B, und B′ von Kasten 24.1 abgearbeitet. Mithilfe
der weiteren Regeln dieses Kastens erhält man folgende Streuamplitude:

2 ·
k
1 k

k

2

4

k
1 3
k-

k
3

+ 2 ·
k
1 k

k

2

3

k
1 4
k-

k
4

=̂

=̂ S
(2) =

( 4∏
j=1

√
1

2~ωkjΩ

)
M(2) ·

· 2πΩ δ
(
k0

1 + k0
2 − k0

3 − k0
4

)
δ(k1+k2),(k3+k4) (24.47a)
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M(2) = 2 · 1
2!
(+ie
~

)2
·

·
(
− (r3ūk3 γµ r1uk1) (−igµν µ0~c)

(k1 − k3)2 + iε′
(r4ūk4 γν r2uk2) +

+ (r4ūk4 γµ r1uk1) (−igµν µ0~c)
(k1 − k4)2 + iε′

(r3ūk3 γν r2uk2)
)

(24.47b)

Hier wurde der Umordnungs-Operator (23.21) bereits angewendet und wird
deshalb nicht nochmals explizit ausgeschrieben. Die Spinorfaktoren, die
zum zweiten Graphen gehören, sind grün eingefärbt. Wenn die beiden
auslaufenden Teilchen unterschiedlichen Flavor haben und deshalb vonein-
ander unterschieden werden können, entfällt dieser Graph, und alle grünen
Faktoren sind gleich Null zu setzen.
In den Propagatoren des intermediären Photons kommen die von Man-

delstam3 definierten Variablen

s ≡ (k1 + k2)2 , t ≡ (k1 − k3)2 , u ≡ (k1 − k4)2 (24.48)

vor. Deshalb wird das erste Diagramm in (24.47b) auch als t-Kanal, das
zweite als u-Kanal der Streuung bezeichnet. (Beispiele für Streuung im
s-Kanal werden wir weiter unten betrachten.) Im allgemeinen gilt kein
Erhaltungssatz für die Spinvariable r, wohl aber im nichtrelativistischen
Grenzfall. Dann gilt

(r3ūk3 γµ r1uk1) gµν (r4ūk4 γν r2uk2)
(A.153)
≈ 4m1m2c

4 δr3r1 δr4r2

(r4ūk4 γµ r1uk1) gµν (r3ūk3 γν r2uk2)
(A.153)
≈ 4m1m2c

4 δr4r1 δr3r2

falls |c~k1| � m1c
2 und |c~k2| � m2c

2 , (24.49)

und der Spin der Leptonen ist an jedem Vertex erhalten. Wenn r1 , r2
ist, dann sind die Teilchen sogar bei m1 = m2 unterscheidbar, so dass der
zweite Summand in (24.47b) auch bei gleichem Flavor verschwindet. (Im
Fall m1 , m2 ist er immer Null, weil dann die Teilchen unabhängig von ihrer
Polarisation unterscheidbar sind.) Also ist im nichtrelativistischen Grenzfall

3 Stanley Mandelstam (1928 – 2016)
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die Matrix für Streuung eines Leptons an einem anderen Lepton

2 ·
k
1 k

k

2

4

k
1 3
k-

k
3

≈̂ M(2) ≈ −ie
2 4m1m2c

4 µ0c~
-1 δr3r1 δr4r2

(k1 − k3)2 + iε′

falls
(
|c~kj | � mjc

2 für j = 1, 2
)
und

(
r1 , r2 falls m1 = m2

)
. (24.50)

Wir erinnern nochmals daran, dass wir zwischen Graphen und algebraischen
Formeln stets das „entspricht“-Zeichen, jedoch nicht das Gleichheitszeichen
setzen, weil die Interpretation eines Graphen stets vom Zusammenhang
abhängt. Hier entspricht der GraphM, in (24.47a) entspricht er S. Es ist
instruktiv, das Ergebnis (24.50) mit Gleichung (23.29) zu vergleichen, die
die Streuung eines Nukleons oder Antinukleons an einem Nukleon oder
Antinukleon durch Yukawa-Wechselwirkung beschreibt. (24.50) und (23.29)
haben ein unterschiedliches Vorzeichen, das sich zum unterschiedlichen
Vorzeichen der Bosonen-Propagatoren

G̃(k) = i

~c(k2 −M2 c2

~2 + iε′)
←→ D̃νµ(k) = −igνµ µ0~c

k2 + iε′

in Regel G der Kästen 23.1 und 24.1 zurückverfolgen lässt. Denn in nichtre-
lativistischer Näherung ist wegen (A.153) nur der Summand mit −g00 = −1
von Null verschieden.

Experimentell überprüfbar ist nicht die Streuamplitude, sondern der
Wirkungsquerschnitt

dσk3k4,k1k2

dΩ̃3

(24.32)= |M|2 |k3|
|vrel| ~64π2~ωk1~ωk2ECM

im Schwerpunktsystem mit vrel = (24.23)

für das Streuereignis mit zwei einlaufenden und zwei auslaufenden Teilchen.
Um ihn zu berechnen, braucht man das Betragsquadrat |M|2 = M∗M
der Streumatrix (24.47b). Dazu berechnen wir zunächst das konjugiert-
komplexe des Spinorprodukts
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(ūγµv)∗ = v†γµ†γ0†u
(8.12)= v†gµνγνγ0u

(8.9)=
= gµνv†(2gν0

1− γ0γν)u = v†γ0γµu = v̄γµu . (24.51)

Also gilt:

∣∣∣M(2)
∣∣∣2 (24.47b)= e4µ2

0c
2

~2
·

·
((r1ūk1 γµ r3uk3)(r3ūk3 γν r1uk1)(r2uk2 γµ

r4ūk4)(r4ūk4 γν
r2uk2)

(k1 − k3)4 + ε′2

− (r1ūk1 γµ r3uk3)(r4ūk4 γτ r1uk1)(r2uk2 γµ
r4ūk4)(r3ūk3 γτ

r2uk2)
(k1 − k3)2(k1 − k4)2 + ε′2

− (r1ūk1 γσ r4uk4)(r3ūk3 γν r1uk1)(r2ūk2 γσ
r3uk3)(r4ūk4 γν

r2uk2)
(k1 − k4)2(k1 − k3)2 + ε′2

+ (r1ūk1 γσ r4uk4)(r4ūk4 γτ r1uk1)(r2ūk2 γσ
r3uk3)(r3ūk3 γτ

r2uk2)
(k1 − k4)4 + ε′2

)
(24.52)

In dieser Formel wird für jedes ein- oder auslaufende Teilchen durch rj eine
bestimmte Orientierung des Spins spezifiziert. Wenn in einem Experiment
die Spins der einlaufenden Teilchen nicht kontrolliert werden, dann ist der
gemessene Wirkungsquerschnitt gleich dem Mittelwert der Wirkungsquer-
schnitte mit allen möglichen Spin-Orientierungen der einlaufenden Teilchen.
Wenn auch die Spins der auslaufenden Teilchen nicht gemessen werden, dann
ist der gemessene Wirkungsquerschnitt die Summe aller Wirkungsquerschnit-
te mit allen möglichen Spin-Orientierungen der auslaufenden Teilchen. Der
Wirkungsquerschnitt muss demnach mit

∣∣∣M(2)
∣∣∣2
SNB

= 1
2

2∑
r1=1

1
2

2∑
r2=1

2∑
r3=1

2∑
r4=1

∣∣∣M(2)
∣∣∣2 (24.53)

berechnet werden, wenn die Spins der ein- und auslaufenden Leptonen
unbekannt sind. Der Index SNB bedeutet „Spins nicht beobachtet“. In
Abschnitt 8.5 wurden bereits die Spinsummen
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2∑
r=1

ruk rūk
(8.77a)= cγµpµ +mc2 (24.54a)

2∑
r=1

rvk rv̄k
(8.77b)= cγµpµ −mc2 (24.54b)

berechnet. Wir benutzen den

Feynman-dagger ≡ /b ≡ γµbµ (24.55)

als abkürzende Schreibweise, und erhalten für die erste Hälfte des ersten
Spinorprodukts in (24.52)∑

r1,r3

r1ūk1
a γµab

r3uk3
b

r3ūk3
c γνcd

r1uk1
d =

∑
r1,r3

r1uk1
d

r1ūk1
a γµab

r3uk3
b

r3ūk3
c γνcd =

= (c~/k1 +m1c
2)daγµab(c~/k3 +m3c

2)bcγνcd =

= ~2c2 Sp
{

(/k1 +m1
c

~
) γµ(/k3 +m3

c

~
) γν

}
, (24.56)

worin Sp{ } die Spur (also die Summe der Diagonalelemente) der Spinorma-
trix bedeutet. Die zweite Hälfte des ersten Spinorprodukts in (24.52) wird
in gleicher Weise in eine Spur umgeformt, ebenso die beiden Hälften des
vierten Spinorprodukts in (24.52). Das zweite und das dritte Spinorprodukt
können mit dieser Methode nur zu jeweils einer Spur umgeformt werden.
Damit folgt
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∣∣∣M(2)

∣∣∣2
SNB

= 1
4

∑
r1,r2,r3,r4

∣∣∣M(2)
∣∣∣2 = e4~2c6µ2

0
4 ·

·
(
Sp
{

(/k1 +m1
c
~) γ

µ(/k3 +m3
c
~) γ

ν
}
·

·
Sp
{

(/k2 +m2
c
~) γµ(/k4 +m4

c
~) γν

}
(k1 − k3)4 + ε′2

−

−
Sp
{

(/k1 +m1
c
~) γ

µ(/k3 +m3
c
~) γτ (/k2 +m2

c
~) γµ(/k4 +m4

c
~) γ

τ
}

(k1 − k3)2(k1 − k4)2 + ε′2
−

−
Sp
{

(/k1 +m1
c
~) γ

σ(/k4 +m4
c
~) γν(/k2 +m2

c
~) γσ(/k3 +m3

c
~) γ

ν
}

(k1 − k4)2(k1 − k3)2 + ε′2
+

+
Sp
{

(/k1 +m1
c
~) γ

σ(/k4 +m4
c
~) γ

τ
}

(k1 − k4)4 + ε′2
·

· Sp
{

(/k2 +m2
c
~) γσ(/k3 +m3

c
~) γτ

})
(24.57)

Die Spur einer Summe ist gleich der Summe der Spuren jedes einzelnen
Summanden. Weil außerdem Zahlenfaktoren wie k3

1, gµν , m1
c
~ , . . . mit den

γ-Matrizen kommutieren, und weil Zahlenfaktoren vor die Spur gezogen
werden können, ist die erste Spur gleich

A ≡ Sp
{

(kα1 γα +m1
c
~) γ

µ(kβ3 γβ +m3
c
~) γ

ν
}

=

= kα1 k
β
3 Sp

{
γαγ

µγβγ
ν
}

+ kα1m3
c
~ Sp

{
γαγ

µγν
}

+

+m1
c
~k

β
3 Sp

{
γµγβγ

ν
}

+m1
c
~m3

c
~ Sp

{
γµγν

}
(24.58)

Es sind die Spuren der Produkte von 2, 3, und 4 γ-Matrizen zu berech-
nen. Die entsprechenden Terme der zweiten und dritten Zeile von (24.57)
enthalten Spuren der Produkte von bis zu 8 γ-Matrizen. Dafür verwendet
man am besten algebraische Computerprogramme wie Reduce, oder Maple,
oder Mathematica. Außerdem gibt es eine Reihe nützlicher Sätze zur Ver-
einfachung dieser Spuren. Wir listen hier ohne Beweis die wichtigsten auf.
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Eine empfehlenswerte Referenz, in der diese Sätze genauer erläutert und
begründet werden, ist [3, Abschnitt 5.1].

Sätze über die Spur von γ-Matrizen:
Sp{γα . . . γτ︸       ︷︷       ︸

n Matrizen

} = 0 falls n ungerade (24.59a)

Sp{γαγβ} = 4gαβ (24.59b)
Sp{γαγβγγγδ} = 4(gαβgγδ − gαγgβδ + gαδgβγ) (24.59c)
Sp{γµ . . . γνγαγβγγγδ} = Sp{γµ . . . γνγδγγγβγα} (24.59d)
Sp{γµ . . . γνγαγα} = 4Sp{γµ . . . γν} (24.59e)
Sp{γµ . . . γνγαγβγα} = −2Sp{γµ . . . γνγβ} (24.59f)
Sp{γµ . . . γνγαγβγγγα} = 4gβγSp{γµ . . . γν} (24.59g)
Sp{γµ . . . γνγαγβγγγδγα} = −2 Sp{γµ . . . γνγδγγγβ} (24.59h)

Weil Faktoren unter der Spur zyklisch vertauscht werden dürfen, brauchen
in den letzten fünf Sätzen die Faktoren γµ . . . γν nicht am linken Rand des
Produkts zu stehen. Außerdem kann γµ . . . γν = 1 sein. Klarerweise ist
Sp{1} = 4.
Mithilfe dieser Sätze erhält man

A =(24.58)
kα1 k

β
3 4(gαµgβν − gαβgµν + gα

νgµβ) +m1
c
~m3

c
~ 4gµν

= 4(kµ1kν3 − k1k3g
µν + kν1k

µ
3 +m1

c
~m3

c
~ g

µν) (24.60)

Sp
{

(/k1 +m1
c
~) γ

µ(/k3 +m3
c
~) γ

ν
}
· Sp

{
(/k2 +m2

c
~) γµ(/k4 +m4

c
~) γν

}
=

= 4 (kµ1kν3 − k1k3g
µν + kν1k

µ
3 +m1

c
~m3

c
~ g

µν) ·
· 4 (k2µk4ν − k2k4g

µν + k2νk4µ +m2
c
~m4

c
~ g

µν) =

= 32
(
(k1k2)(k3k4) + (k1k4)(k2k3)− k1k3m2m4c

2/~2−

− k2k4m1m3c
2/~2 + 2m1m3m2m4c

4/~4
)

(24.61)

Um uns die mühsame Berechnung der drei letzten Summanden in (24.57) zu
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ersparen, beschränken wir unsere weiteren Überlegungen auf den konkreten
Fall der Streuung eines Elektrons (Masse me, Impuls ~k1) an einem Myon
(Masse mµ, Impuls ~k2). Wegen der Erhaltung des Flavors an jedem Vertex
laufen bei dieser Reaktion ein Elektron mit Impuls ~k3 und ein Myon mit
Impuls ~k4 aus. Da die auslaufenden Teilchen unterscheidbar sind, müssen in
(24.57) alle grünen Faktoren gleich Null gesetzt werden. Weil das Myon etwa
207 mal so schwer ist wie das Elektron, können außerdem die Summanden in
der letzten Zeile von (24.61), in denen die Elektronenmasse sogar quadratisch
vorkommt, gegenüber dem Masseterm in der vorletzten Zeile vernachlässigt
werden. Damit erhält man als Betragsquadrat der Streumatrix, wenn die
Spins der Elektronen und Myonen nicht kontrolliert werden,∣∣∣M(2)

∣∣∣2
SNB

= 1
4

∑
r1,r2,r3,r4

∣∣∣M(2)
∣∣∣2 (24.57)= (24.62)

= 8e4~2c6µ2
0

(k1 − k3)4 + ε′2

(
(k1k2)(k3k4) + (k1k4)(k2k3)− k1k3m

2
µc

2/~2
)

Bevor wir mit diesem Ergebnis den Wirkungsquerschnitt angeben, formulie-
ren wir es noch so um, dass anstelle der Vierer-Wellenzahlen die Energien,
Massen, und Streuwinkel der Teilchen explizit sichtbar werden. Im

e - k
1

k
2

e - k
3 θ

µ -
µ -k

4

x 3

Schwerpunktsystem: k2 = −k1 , k4 = −k3

gilt

|k1| = |k2| = |k3| = |k4| =

√(E1
~c

)2
−
(mec

~

)2
=

√(E2
~c

)2
−
(mµc

~

)2

E3 = E1 , E4 = E2 . (24.63)

Wir nehmen im Folgenden hoch relativistische Elektronen an:
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E1 � mec
2 (24.64)

=⇒ |k1| =
E1
~c

=⇒ k1k1 = k0
1k

0
1 − k2

1 = 0 .

Damit können die Faktoren in Gleichung (24.62) in folgender Form geschrie-
ben werden:

k1k2 = k0
1k

0
2 − k1k2 = E1

(~c)2 (E2 + E1)

k1k3 = E2
1

(~c)2 (1− cos θ)

k1k4 = E1E2
(~c)2 −

E2
1

(~c)2 cos(π − θ) = E1
(~c)2 (E2 + E1 cos θ)

k2k3 = k1k4 , k3k4 = k1k2

(k1−k3)4 (24.48)= t2 = 4(k1k3)2 (24.65)

Im nächsten Schritt wird die erste der beiden Relationen

1− cos θ = 2 sin2(θ/2) , 1 + cos θ = 2 cos2(θ/2) (24.66)

benutzt. Die zweite werden wir in (24.69) verwenden. Mit (24.65) erhält
man als Betragsquadrat der Streumatrix bei unbeobachteten Spins

∣∣∣M(2)
∣∣∣2
SNB

(24.62)= e4~2c6µ2
0

(E2 + E1)2 + (E2 + E1 cos θ)2 − (1− cos θ)m2
µc

4

2E2
1 sin4(θ/2)

falls mec
2 � E1 . (24.67)

Hier wurde θ , 0 vorausgesetzt, so dass der Summand ε′2 im Nenner
entfallen konnte. Einsetzen dieser Streumatrix in (24.32) ergibt mit ε0µ0 =
c-2 folgenden Wirkungsquerschnitt für die Streuung eines Elektrons an
einem Myon, wenn die Spins nicht beobachtet werden:
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( dσ
dΩ̃3

)
SNB

(24.32)=

=
( e2

4πε0~c
)2
~2c3 (E2 + E1)2 + (E2 + E1 cos θ)2 − (1− cos θ)m2

µc
4

|vrel| 8E2
1E2(E1 + E2) sin4(θ/2)

im Schwerpunktsystem mit vrel = (24.23) und mec
2 � E1 (24.68)

Im hoch relativistischen Fall mµc
2 � E2 ist E1 = E2 ≡ E. Außerdem kann

man den dritten Summanden im Zähler vernachlässigen, und |vrel| = 2c
setzen: ( dσ

dΩ̃3

)
SNB

(24.32)=
( e2

4πε0~c
)2
~2c2 1 + cos4(θ/2)

8E2 sin4(θ/2)
im Schwerpunktsystem, falls mµc

2 � E (24.69)

Wir überprüfen die Dimensionen: e2/4πε0~c ≈ 1/137 ist die dimensionslose
Feinstrukturkonstante der Quantenelektrodynamik. (Sie ist ein Produkt der
charakteristischen Konstante e2/4πε0 der Klassischen Elektrodynamik, der
charakteristischen Konstante c der Speziellen Relativitätstheorie, und der
charakteristischen Konstante ~ der Quantentheorie.) Also ist

[σ] = (Energie · Zeit)2 · Länge2

Zeit2 · Energie2 = Fläche ,

wie es sein muss.
Wir haben am Anfang dieses Abschnitts die Streuamplitude für die

Streuung gleichartiger Leptonen angesetzt. Um uns die mühsame Berechnung
der drei letzten Summanden in (24.57) zu ersparen, sind wir dann aber auf
die Streuung eines Elektrons an einem Myon ausgewichen. Die komplette
Streuamplitude für die Streuung gleichartiger Leptonen in zweiter Ordnung
der Störungsrechnung – inklusive der Interferenzterme von (24.57) – wurde
1932 von Møller4 veröffentlicht [50]. Sein Ergebnis lautet

4 Christian Møller (1904 - 1980)
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( dσ
dΩ̃3

)
SNB

=
( e2

4πε0~c
)2 ~2c2

8E2 ·

·
(1 + cos4(θ/2)

sin4(θ/2)
+ 2

sin2(θ/2) cos2(θ/2)
+ 1 + sin4(θ/2)

cos4(θ/2)

)
im Schwerpunktsystem, falls mc2 � E , (24.70)

wobei E die Energie jedes ein- oder auslaufenden Leptons im Schwerpunkt-
system ist. Im ersten Summanden, der das Resultat bei kleinem Streuwinkel
θ dominiert, erkennt man die t-Kanal-Streuung (24.69). Der dritte Summand
beschreibt die u-Kanal-Streuung. Der zweite Summand, der – ebenso wie
die beiden anderen Summanden – für beliebige Streuwinkel ≥ 0 ist, entsteht
durch die Interferenz zwischen beiden Kanälen.
Bei θ → 0, dem Fall der sogenannten Vorwärtsstreuung, divergieren die

beiden ersten Summanden. Weil bei Vorwärtsstreuung die Frequenz des
intermediären Photons im linken Graphen (24.47a) unmessbar klein wird,
bezeichnet man die Divergenz bei Vorwärtsstreuung als Infrarotdivergenz.
In Abschnitt 24.3.6 werden wir das Problem der IR-Divergenzen, das uns
an vielen Stellen der QED begegnet, weiter diskutieren.

24.3.2 Antilepton-Antilepton Streuung

Bei der Streuung eines Antileptons an einem Antilepton erhält man die
gleichen Symmetriefaktoren, wie sie in (23.31) für die Streuung eines Anti-
nukleons an einem Antinukleon in der Yukawa-Theorie angegeben wurden.
Auch die Anzahl der jeweils erforderlichen Vertauschungen fermionischer
Operatoren ist die gleiche wie in den Matrixelementen (23.30), so dass
die beiden Summanden das gleiche Vorzeichen wie in (23.31) haben. Die
Streumatrix der Antileptonen

M(2) =̂ 2 ·
k
1 k

k

2

4

k
1 3
k-

k
3

+ 2 ·
k
1 k

k

2

3

k
1 4
k-

k
4
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M(2) = 2 · 1
2!
(+ie
~

)2
·

·
(
− (r3v̄k3 γµ r1vk1) (−igµν µ0~c)

(k1 − k3)2 + iε′
(r4v̄k4 γν r2vk2) +

+ (r4ūk4 γµ r1uk1) (−igµν µ0~c)
(k1 − k4)2 + iε′

(r3v̄k3 γν r2vk2)
)

(24.71)

unterscheidet sich von (24.47b) durch nichts anderes, als dass die Spinoren
ū und u durch die Spinoren v̄ und v ersetzt sind. Insbesondere haben beide
Gleichungen das selbe Vorzeichen. Auch das Betragsquadrat der Streumatrix
unterscheidet sich von (24.52) nur durch die Ersetzung aller Spinoren ū und
u durch die Spinoren v̄ und v.

Wenn man Streumatrix und Wirkungsquerschnitt für den Fall berechnet,
dass die Spins der ein- und auslaufenden Teilchen nicht gemessen werden,
dann erhalten wegen (24.54) die Massen das umgekehrte Vorzeichen wie bei
der Streuung von Leptonen. Bei der Berechnung der Spuren in (24.57) erhält
man aber in allen Termen, die eine ungerade Anzahl von Massefaktoren
enthalten, auch die Spur einer ungeraden Anzahl von γ-Matrizen, die nach
den Sätzen (24.59) Null ergeben. Nur Terme mit einer geraden Anzahl von
Massefaktoren überleben, und in ihnen kompensieren sich die negativen
Vorzeichen. Deshalb erhält man, wenn die Spins der ein- und auslaufenden
Teilchen nicht kontrolliert werden, für die Streuung von Antileptonen an
Antileptonen exakt die gleiche Streumatrix und den gleichen Wirkungsquer-
schnitt wie für die Streuung von Leptonen an Leptonen, nämlich (24.68)
bzw. (24.69) für die Streuung zwischen unterschiedlichen Antileptonen und
(24.70) für die Streuung zwischen gleichartigen Antileptonen.

Der zweite Summand in (24.71) verschwindet, wenn die streuenden Teil-
chen unterscheidbar sind. Das sind sie bei unterschiedlichem Flavor immer,
bei gleichem Flavor nur im nichtrelativistischen Grenzfall bei unterschiedli-
cher Polarisation. Wegen (A.153h) = (A.153e) gilt auch für die Streuung von
Antileptonen an Antileptonen die nichtrelativistische Streumatrix (24.50).
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24.3.3 Lepton-Antilepton Streuung

Es laufen ein Lepton mit Wellenzahl k1, Spinvariable r1, und Masse m1,
sowie ein Antilepton mit Wellenzahl k2, Spinvariable r2, und Masse m2 ein.
Nach dem Streuereignis läuft ein Lepton mit Wellenzahl k3, Masse m3 und
Spinvariable r3, sowie ein Antilepton mit Wellenzahl k4, Spinvariable r4,
und Masse m4 aus. Die Symmetriefaktoren und Vorzeichen sind die gleichen,
wie sie in der Yukawa-Theorie für die Streuung eines Nukleons an einem
Antinukleon gefunden wurden, siehe (23.34). Mit den Regeln von Kasten
24.1 erhält man

M(2) =̂ 2 ·
k
1 k

k

2

4

k
1 3
k-

k
3

+ 2 ·
k
1 k

k

3

4

k
1 2
k+

k
2

M(2) = 2 · 1
2!
(+ie
~

)2(
(r3ūk3 γµ r1uk1) (−igµν µ0~c)

(k1 − k3)2 + iε′
(r2v̄k2 γν r4vk4)−

− (r2v̄k2 γµ r1uk1) (−igµν µ0~c)
(k1 + k2)2 + iε′

(r3ūk3 γν r4vk4)
)
. (24.72)

Beim zweiten Summanden handelt es sich um den „s-Kanal“ der Streuung,
vergleiche (24.48). Er ist in der QED nur bei m1 = m2 von Null verschie-
den, weil an jedem Vertex der Flavor der Fermionen erhalten wird. Der
für die Praxis bei weitem wichtigste Fall ist die Streuung von Elektronen
an Positronen, die in den letzten Jahrzehnten des vergangenen Jahrhun-
derts intensiv untersucht wurde. Wenn nach der Streuung auch wieder ein
Elektron und ein Positron auslaufen, dann tragen sowohl der t-Kanal als
auch der s-Kanal zum Wirkungsquerschnitt bei, und es gibt Interferenzen
zwischen beiden Arten der Streuung. Um die sehr umfangreichen Formeln
für diesen interessanten Fall zu vermeiden, werden wir stattdessen zwei
einfachere Szenarien betrachten: Zunächst die Streuung eines Elektrons an
einem Antimyon (dabei trägt nur der t-Kanal bei, der s-Kanal ist Null),
anschließend die Vernichtung eines Elektrons und eines Positrons in ein
Photon, aus dem durch Paarbildung ein Myon und ein Antimyon entstehen
(dabei trägt nur der s-Kanal bei, der t-Kanal ist Null).

Zur Streuung eines Elektrons an einem Antimyon trägt nur der erste
Graph in (24.72) bei. Weil
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(r3ūk3 γµ r1uk1)gµν(r2v̄k2 γν r4vk4)
(A.153)
≈ 4m1m2c

4 δr3r1 δr2r4

falls |c~kj | � mjc
2 für j = 1, 2

gilt, ist die Streumatrix in nichtrelativistischer Näherung

M(2) ≈ ie2 4m1m2c
4 δr3r1 δr2r4 µ0~

-1c
(k1 − k3)2 + iε′

≈̂ 2 ·
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≈

(24.50)
≈ −2 ·
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(24.50)
≈ −2 ·
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k
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3

falls |c~kj | � mjc
2 für j = 1, 2 . (24.73)

Bei Streuung zwischen Teilchen mit gleichnamigen Ladungen hat die Streu-
matrix ein negatives Vorzeichen, bei Streuung zwischen Teilchen mit un-
gleichnamigen Ladungen aber ein positives Vorzeichen. Aus der klassischen
elektrostatischen Theorie wissen wir, dass gleichnamige elektrische Ladungen
sich abstoßen, ungleichnamige sich aber anziehen. Also bedeutet negatives
Vorzeichen der Streumatrix Abstoßung, positives Vorzeichen der Streumatrix
Anziehung. In Gleichung (23.37) der Yukawa-Theorie hat die Amplitude
stets ein positives Vorzeichen. Also ist die Yukawa-Wechselwirkung stets
anziehend, egal ob Nukleonen mit Nukleonen oder Nukleonen mit Anti-
nukleonen oder Antinukleonen mit Antinukleonen wechselwirken. (In den
auf (23.25b) folgenden Zeilen hatten wir angemerkt, dass der Wert eines
Matrixelements in der Quantentheorie nur bis auf einen beliebig wählbaren
Phasenfaktor bestimmt ist. Unser Vergleich zwischen den Vorzeichen der
Streumatrizen in der Yukawa-Theorie und der QED ist trotzdem sinnvoll
und korrekt, weil wir zur Berechnung exakt die gleichen Matrixelemen-
te verwendet haben, die sich nur durch den Bosonen-Operator φ bzw. A
unterscheiden, aber nicht durch irgend einen Phasenfaktor.)
Es sind nicht die Ladungsparameter (e oder g), die in der Quantenfeld-

theorie über Anziehung oder Abstoßung zwischen Fermionen entscheiden.
Denn die Ladungsparameter werden in den Formeln mit gleichem Vorzeichen
eingesetzt, egal ob es sich um Teilchen oder Antiteilchen handelt. Anziehung
oder Abstoßung wird vielmehr erstens festgelegt durch die Anzahl (die in
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Yukawa-Theorie und QED identisch ist) der Vertauschungen fermionischer
Operatoren bei der Kontraktion der Matrixelemente zu Propagatoren, und
zweitens durch die unterschiedlichen Vorzeichen der Produkte

rūf suk
(A.153a)
≈ 2mc2 δrs

rūf γ0 suk
(A.153e)
≈ 2mc2 δrs

rv̄f svk
(A.153d)
≈ −2mc2 δrs

rv̄f γ0 svk
(A.153h)
≈ 2mc2 δrs ,

(die in Yukawa-Theorie und QED im Fall ungleichnamiger Ladungen der
streuenden Teilchen unterschiedliche Vorzeichen des Gesamtprodukts erge-
ben). Die Quantenfeldtheorie ist in dieser Hinsicht weitaus weniger anschau-
lich als die klassische Theorie.

Wir setzen jetzt t (24.48)= (k1−k3)2 , 0 voraus, so dass der Summand iε′ im
Nenner der Streumatrix entfallen kann, und berechnen das Betragsquadrat
der Streumatrix für den t-Kanal bei beliebiger Energie:

∣∣∣M(2)
∣∣∣2 (24.51)= e4µ2

0c
2

~2(k1 − k3)4 · (24.74)

· (r3ūk3 γµ r1uk1)(r1ūk1 γν r3uk3)(r2v̄k2 γµ
r4vk4)(r4v̄k4 γν

r2vk2)

Wenn die Spins der ein- und auslaufenden Teilchen nicht gemessen werden,
gilt ∣∣∣M(2)

∣∣∣2
SNB

= 1
4

∑
r1,r2,r3,r4

∣∣∣M(2)
∣∣∣2 =

= e4µ2
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∑
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(r3uk3
d
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a γµab
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b
r1ūk1

c γνcd ) ·

·
∑
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(r2vk2
d

r2v̄k2
a γµab

r4vk4
b

r4v̄k4
c γν cd) =

=(24.54) e4µ2
0~

2c6

4(k1 − k3)4 Sp
{

(/k3 +m3
c
~) γ

µ(/k1 +m1
c
~) γ

ν
}
·

· Sp
{

(/k2 −m2
c
~) γµ(/k4 −m4

c
~) γν

}
(24.75)

Das unterscheidet sich vom ersten Summanden in (24.57) durch nichts
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anderes, als dass unter der Spur die Indizes 1 und 3 vertauscht sind, und
dass die Massen m2 und m4 negative Vorzeichen haben. Aus (24.61) erkennt
man, dass diese beiden Unterschiede in der weiteren Berechnung exakt
kompensiert werden. Man bekommt also für die Streuung eines Elektrons
an einem Antimyon genau den gleichen Wirkungsquerschnitt (24.68) bzw.
(24.69) wie für die Streuung eines Elektrons an einem Myon.

Jetzt betrachten wir den s-Kanal der Lepton-Antilepton-Streuung. Um
Interferenzen mit dem t-Kanal zu vermeiden, untersuchen wir die Vernich-
tung eines Elektrons und eines Positrons in ein virtuelles Photon, aus dem
dann durch Paarbildung ein Myon und ein Antimyon entstehen, siehe den
zweiten Graphen in (24.72). Für diese Reaktion muss die Schwerpunkt-
senergie mindestens 2mµc

2 ≈ 414mec
2 betragen. Deshalb gibt es keinen

niederenergetischen Grenzfall. Wir setzen im Folgenden s(24.48)= (k1 +k2)2 , 0
voraus, so dass der Summand iε′ im Nenner der Streumatrix entfallen kann,
und berechnen das Betragsquadrat der Streumatrix für den s-Kanal:

∣∣∣M(2)
∣∣∣2 (24.51)= e4µ2

0c
2

~2(k1 + k2)4 · (24.76)

· (r1ūk1 γν r2vk2)(r4v̄k4 γν
r3uk3)(r2v̄k2 γµ r1uk1)(r3ūk3 γµ

r4vk4)

Wenn die Spins nicht beobachtet werden, erhält man mit den gleichen
Umformungen, die bereits in (24.54)ff verwendet wurden,∣∣∣M(2)

∣∣∣2
SNB

= 1
4
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c
~ Sp
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})
. (24.77)

Summanden, welche die Spur von drei γ-Matrizen enthalten, wurden wegen
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(24.59) sofort gestrichen. Weiter folgt mit (24.59):

∣∣∣M(2)
∣∣∣2
SNO

= e4µ2
0~

2c6

4(k1 + k2)4 · (24.78)

·
(
kα1 k

β
2 4(gανgβµ − gαβgνµ + gα

µgνβ)− 4gνµm1m2c
2/~2

)
·

·
(
kγ4k

δ
3 4(gγνgδµ − gγδgνµ + gγµgνδ)− 4gνµm4m3c

2/~2
)

= 8e4µ2
0~

2c6

(k1 + k2)4

(
(k1k4)(k2k3) + (k1k3)(k2k4) + (k1k2)m4m3c

2/~2
)

Hier wurden zwei Summanden gestrichen, die das Produktm1m2 der Massen
von Elektron und Positron enthalten. Denn diese Summanden sind vernach-
lässigbar klein gegen die drei anderen Summanden in diesem Ausdruck. Wir
formulieren den Ausdruck so um, dass anstelle der Vierer-Wellenzahlen die
Energien, Massen, und Streuwinkel der Teilchen explizit sichtbar werden.
Weil die Masse des Positrons gleich der Masse des Elektrons und die Masse
des Antimyons gleich der Masse des Myons ist, gilt im Schwerpunktsystem

e - k
1

k
2
e+

k
3 θµ -

µ +k
4

x 3

k2 = −k1 , k4 = −k3

E1 = E2 = E3 = E4 .

Aufgrund der vernachlässigbar kleinen Elektronenmasse gilt außerdem

|k3| = |k4| =

√(E3
~c

)2
−
(mµc

~

)2

|k1| = |k2| =
E1
~c

k2k2 = k1k1 = k0
1k

0
1 − k2

1 = 0 .

Damit können die Faktoren in Gleichung (24.78) in folgender Form geschrie-
ben werden:
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Einsetzen in Gleichung (24.78) ergibt
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(24.80)

Dies ist wiederum in den Wirkungsquerschnitt (24.34) einzusetzen. Es ist
|vrel| = 2c, weil Elektron und Positron hoch relativistisch sind. Mit ε0µ0 = c-2
erhält man als Wirkungsquerschnitt für die Vernichtung eines Elektrons
und eines Positrons in ein Myon und ein Antimyon, wenn die Spins nicht
beobachtet werden:( dσ

dΩ̃3

)
SNB

(24.34)=
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im Schwerpunktsystem (24.81)

Wenn die Energie der einlaufenden Teilchen sehr groß gegen die Ruheener-
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gie der Myonen ist, ist im Schwerpunktsystem E1 = E2 ≡ E, und der
Wirkungsquerschnitt vereinfacht sich zu

( dσ
dΩ̃3

)
SNB

=
( e2

4πε0~c
)2
· ~2c2 · 1 + cos2 θ

16E2

im Schwerpunktsystem, falls mµc
2 � E . (24.82)

Wir haben die Berechnungen für die Streuung von Elektronen und Myonen
bzw. deren Antiteilchen durchgeführt, um uns die mühsame Berechnung
der Interferenzterme zwischen t-Kanal-Streuung und s-Kanal-Streuung zu
ersparen. 1936 veröffentlichte [51] Bhabha5 die Berechnung für die Streuung
mit ein- und auslaufenden Leptonen und Antileptonen gleichen Flavors
inklusive der Interferenzterme. Sein Ergebnis lautet:

( dσ
dΩ̃3

)
SNB

=
( e2

4πε0~c
)2
· ~

2c2

8E2 ·

·
(1 + cos2 θ

2 − 2 cos4(θ/2)
sin2(θ/2)

+ 1 + cos4(θ/2)
sin4(θ/2)

)
im Schwerpunktsystem, falls mc2 � E . (24.83)

Man erkennt im ersten Summanden die s-Kanal-Streuung (24.82), im dritten
Summanden die t-Kanal-Streuung (24.69). Der zweite Summand, der stets
≤ 0 ist, kommt durch die Interferenz der beiden Kanäle zustande.

24.3.4 Kreuzende Symmetrie

Im hoch relativistischen Fall

kjkj = k0
jk

0
j − kjkj = |kj | · |kj | − kjkj = 0 , (24.84)

in dem die Massen aller am Streuereignis beteiligten Teilchen vernachlässig-
bar klein sind, erhalten die Mandelstam-Variablen die Form

5 Homi Jehangir Bhabha (1909 - 1966)
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s
(24.48)= (k1 + k2)2 = +2k1k2 (24.85a)

t
(24.48)= (k1 − k3)2 = −2k1k3 (24.85b)

u
(24.48)= (k1 − k4)2 = −2k1k4 . (24.85c)

Die Betragsquadrate der Streumatrizen bei nicht beobachteten Spins können
in diesem Fall für den t-Kanal folgendermaßen geschrieben werden:
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1 3
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t4
(24.86a)

Für den s-Kanal gilt in der gleichen Näherung:
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(24.78)= 8e4µ2
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2c6 (k1k4)(k2k3) + (k1k3)(k2k4)
(k1 + k2)4

(24.79)= 2e4µ2
0~

2c6 u
2 + t2

s4 (24.86b)

Im hoch relativistischen Fall unterscheiden sich die Betragsquadrate der
Streumatrizen für t-Kanal-Streuung und s-Kanal-Streuung durch nichts
anderes als die Vertauschung t ↔ s. Dieser enge formale Zusammenhang
wird als „kreuzende Symmetrie“ bezeichnet. Es ist keine Überraschung,
dass diese Symmetrie existiert. Denn die beiden schwarz gezeichneten Dia-
gramme (24.86) sind identisch. Nur ihre farbig gezeichnete Interpretation
ist unterschiedlich. Wieder erkennt man, dass Antiteilchen formal Teilchen
entsprechen, die sich rückwärts durch die Zeit bewegen.
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24.3.5 Photon-Elektron-Streuung

k
1

k
4k

1 2
k+k

2

k
3 k

3

k
4k

2 3
k-k

2

k
1

v-Kanal w-Kanal (24.87)

v-Kanal-Streuung und w-Kanal-Streuung tragen zur Streuung eines Photons
an einem Elektron bei, die als Compton-Streuung6 bezeichnet wird. Die
Namen v-Kanal und w-Kanal sind in der Literatur nicht üblich. Sie wurden
hier eingeführt, um die Referenzierung zu erleichtern. Bei v-Kanal-Streuung
absorbiert ein Elektron mit Wellenzahl k2, Masse m und Polarisation r2 ein
Photon mit Wellenzahl k1 und Polarisation ε(α1)

k1
. Anschließend emittiert

es ein Photon mit Wellenzahl k3 und Polarisation ε
(α3)
k3

, und läuft mit
Wellenzahl k4 und Polarisation r4 aus. Bei w-Kanal-Streuung emittiert ein
Elektron mit Wellenzahl k2, Masse m und Polarisation r2 ein Photon mit
Wellenzahl k3 und Polarisation ε(α3)

k3
. Anschließend absorbiert es ein Photon

mit Wellenzahl k1 und Polarisation ε(α1)
k1

, und läuft mit Wellenzahl k4 und
Polarisation r4 aus.

Zunächst überlegen wir, welche Vorzeichen und welche Symmetriefaktoren
die beiden Diagramme haben. Wir nennen in beiden Diagrammen den linken
Vertex y, den rechten Vertex z. Die Kontraktionen sind

v-Kanal: (24.88a)

〈0|Tψ(x4)A(x3)ψ(z)A(z)ψ(z)ψ(y)A(y)ψ(y)ψ(x2)A(x1) |0〉c
w-Kanal: (24.88b)

〈0|Tψ(x4)A(x3)ψ(z)A(z)ψ(z)ψ(y)A(y)ψ(y)ψ(x2)A(x1) |0〉c

In beiden Fällen sind keine Vertauschungen fermionischer Operatoren erfor-
derlich, so dass beide Diagramme mit gleichem Vorzeichen zur Streumatrix

6 benannt nach Arthur Holly Compton (1892 - 1962), der in den frühen Zwanziger Jahren
des 20. Jahrhunderts diese Streuung experimentell und theoretisch untersuchte [52].
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beitragen. Der Symmetriefaktor jedes Diagramms ist 2, weil ψ(x2) mit
ψ(y) oder mit ψ(z) zum Propagator kombiniert werden kann. Nach dieser
Festlegung (die einer Permutation der Vertizes y ↔ z entspricht) bleibt für
die restlichen Kontraktionen der beiden Diagramme nur noch jeweils eine
Möglichkeit.
Mit den Regeln von Kasten 24.1 findet man folgende Streumatrix:

M(2) = 2 · US
1
2!
(+ieγν

~

)(+ieγµ

~

)
~2c2µ0 ·

·
(
ε
(α1)
k1ν

r2uk2
i
(
γσ(k1 + k2)σ +m c

~

)
(k1 + k2)2 −m2 c2

~2 + iε′
ε
(α3)∗
k3 µ

r4ūk4 +

+ ε
(α3)∗
k3ν

r2uk2
i
(
γτ (k2 − k3)τ +m c

~

)
(k2 − k3)2 −m2 c2

~2 + iε′
ε
(α1)
k1 µ

r4ūk4

)
(24.89)

Weil das Elektron die Masse m hat und das Photon masselos ist, gilt

(k1 + k2)2 −m2 c
2

~2
= 0 + 2k1k2 +m2 c

2

~2
−m2 c

2

~2
= 2k1k2

(k2 − k3)2 −m2 c
2

~2
= m2 c

2

~2
− 2k2k3 + 0−m2 c

2

~2
= −2k2k3 .

Damit, und mit Anwendung des in (23.21) definierten Umordnungs-Opera-
tors US, erhält die Streumatrix die etwas einfachere Form

M(2) = −ie2c2µ0
r4ūk4 γµ

(
ε
(α3)∗
k3 µ

γσ(k1 + k2)σ +m c
~

2k1k2 + iε′
ε
(α1)
k1ν
−

− ε(α1)
k1 µ

γτ (k2 − k3)τ +m c
~

2k2k3 − iε′
ε
(α3)∗
k3ν

)
γν r2uk2 . (24.90)

Hier erkennt man eine neuartige Divergenz: Weil das Photon die Ruhemasse
Null hat, ist seine Wellenzahl nicht nach unten begrenzt. Im Fall k1 → 0
und/oder k3 → 0 divergiert die Streumatrix. Derartige Infrarot-Divergenzen
traten weder in der ψs-Theorie noch in der Yukawa-Theorie auf, weil deren
Bosonen massiv sind. Die ψs-Theorie und die Yukawa-Theorie kennen
nur UV-Divergenzen, die in Graphen mit bestimmten Schleifen auftreten.
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Wir werden sehen, dass auch in der QED Schleifen mit UV-Divergenzen
vorkommen. Zusätzlich gibt es aber bereits bei Baumgraphen der QED
mit externen Photonenlinien IR-Divergenzen aufgrund der verschwindenden
Ruhemasse des Photons.
Anders als UV-Divergenzen werden IR-Divergenzen nicht durch Renor-

mierung behandelt, sondern durch andere Graphen kompensiert.

24.3.6 Bremsstrahlung und IR-Divergenzen

Seit dem Ende des 19. Jahrhunderts ist experimentell bekannt, dass elek-
trisch geladene Teilchen elektromagnetische Strahlung emittieren, wenn sie
beschleunigt werden. Diese Strahlung wird als Bremsstrahlung bezeichnet.
Für ein Streuereignis mit einem einlaufenden Elektron, einem einlaufenden
Myon, einem auslaufenden Elektron, einem auslaufenden Myon, und ei-
nem auslaufenden Bremsstrahlungsphoton findet man in Störungsrechnung
3.Ordnung unter anderem die beiden folgenden Diagramme:

k
1

k

k

2

4k
1 5
k-

k
3

k
5

k
1 5
k-

3
k-

k
1

k

k

2

4

k
1 5
k-

k
3

k5

k
3 5
k+

3
k-

(24.91)

Das Elektron läuft mit Wellenzahl k1 ein, und mit Wellenzahl k3 aus.
Das Myon läuft mit Wellenzahl k2 ein, und mit Wellenzahl k4 aus. Das
Bremsstrahlungs-Photon läuft mit Wellenzahl k5 aus.
Natürlich wird auch am Myonenstrom Bremsstrahlung auftreten. Weil

die Streumatrix aber – wie wir gleich sehen werden – umgekehrt propor-
tional zum Quadrat der Masse des geladenen Teilchens ist, und weil die
Wahrscheinlichkeit des Streuereignisses wiederum proportional zum Qua-
drat der Streumatrix ist, wird Bremsstrahlung am Myonenstrom um mehr
als den Faktor 10-9 mal seltener als am Elektronenstrom auftreten, und
kann vernachlässigt werden. Denn Myonen haben eine etwa 207 mal so
große Ruhemasse wie Elektronen. Deshalb können wir uns zur Untersuchung
der Bremsstrahlung bei der Streuung von Elektronen an Myonen in guter
Näherung auf die beiden abgebildeten Diagramme konzentrieren.
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Vertauschungen Bosonischer Operatoren mit beliebigen anderen Ope-

ratoren ändern den Wert des Matrixelements nicht. Deshalb durften im
Matrixelement

〈0|Tψ(x3)ψ(x4)ψ(x1)ψ(x2)ψ(y)ψ(y)ψ(z)ψ(z)ψ(w)ψ(w)
A(x5)A(y)A(z)A(w) |0〉c , (24.92)

die bosonischen Operatoren nach hinten geschoben werden, damit die Kon-
traktionsklammern jeweils in eine Zeile passen. Eingetragen sind die Kon-
traktionen, mit denen das linke Diagramm realisiert wird. Man erhält das
gleiche Diagramm bei beliebiger Permutation der 3 Vertizes, deshalb ist der
Symmetriefaktor dieses Diagramms 3! = 6. Das ist in der QED immer so:
Der Symmetriefaktor ist gleich der Fakultät der Anzahl der Vertizes. Die
Anzahl der Vertizes wiederum ist gleich der Ordnung der Störungsrechnung.
Deshalb kürzt sich der Symmetriefaktor gegen den Faktor 1/3!, der aus der
Taylorentwicklung des Wechselwirkungsterms stammt. Für die Kontraktion
sind 11 Vertauschungen fermionischer Operatoren erforderlich, was einen
Faktor (-1) ergibt.

Um aus dem gleichen Matrixelement statt des ersten Graphen den zweiten
zu konstruieren, müssen nur bosonische Operatoren anders kontrahiert und
vertauscht werden. Deswegen haben beide Graphen den gleichen Symme-
triefaktor und das gleiche Vorzeichen. Mithilfe der Regeln von Kasten 24.1
erhält man folgende Streuamplitude:

S
(3) =M(3) ·

( 1
2~Ω

) 5
2

√
1

ωk1ωk2ωk3ωk4ωk5

·

· 2πΩ δ
( ∑
j=1,2

k0
j −

∑
j=3,4,5

k0
j

)
· δ∑

j=1,2kj ,
∑
j=3,4,5kj (24.93a)
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M(3) = 3!
3!
(+ie
~

)3
~c
√
µ0 ·

·
((

r3ūk3 γν
i(γτ (k1 − k5)τ +me

c
~)

(k1 − k5)2 −m2
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~2 + iε′
γσ r1uk1

)
·

· ε(α)∗
k5σ

(−igνµ µ0~c)
(k1 − k5 − k3)2 + iε′

(
r4ūk4 γµ r2uk2

)
+

+
(
r3ūk3 γσ

i(γτ (k3 + k5)τ +me
c
~)

(k3 + k5)2 −m2
e
c2

~2 + iε′
γν r1uk1

)
·

· ε(α)∗
k5σ

(−igνµ µ0~c)
(k1 − k5 − k3)2 + iε′

(
r4ūk4 γµ r2uk2

))
(24.93b)

Die ein- und auslaufenden Teilchen liegen auf der Masseschale. Deshalb
gilt für das auslaufende Photon k2

5 = 0, für die Elektronen gilt k2
1 = k2

3 =
m2
ec

2/~2, und die Nenner der Elektronenpropagatoren können in der Form

(k1 − k5)2 − (mec/~)2 + iε′ = −2k1k5

(k3 + k5)2 − (mec/~)2 + iε′ = +2k3k5 (24.93c)

geschrieben werden. Der kleine imaginäre Summand kann hier entfallen,
weil wir voraussetzen dass k1, k3, k5 alle von Null verschieden sind.

Das Streuamplitude (24.93) gilt für Emission von Bremsstrahlung belie-
biger Energie. Für den Rest dieses Abschnitts beschränken wir uns auf den
Grenzfall sehr weicher, niederfrequenter Bremsstrahlungsphotonen, in dem

k1 − k5 ≈ k1 , k3 + k5 ≈ k3 (24.94)

gilt. Dann enthält das erste Spinorprodukt in (24.93b) den Faktor

(γτk1τ +me
c
~)γ

σ r1uk1ε
(α)∗
k5σ

=
(8.9)= 2gστ ε(α)∗

k5σ
k1τ

r1uk1 − γσε(α)∗
k5σ

(γτk1τ −me
c
~)
r1uk1︸                        ︷︷                        ︸

0

=
(8.60)= 2ε(α)τ∗

k5
k1τ

r1uk1 . (24.95)

Auf gleiche Weise identifiziert man im ersten Spinorprodukt des zweiten
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Summandens

r3ūk3 γσ (γτk3τ +me
c
~) ε

(α)∗
k5σ

=

= r3ūk3 2gστk3τ ε
(α)∗
k5σ
− r3ūk3 (γτk3τ −me

c
~)︸                        ︷︷                        ︸

0

γσ ε
(α)∗
k5σ

=

= r3ūk3 2ε(α)τ∗
k5

k3τ . (24.96)

Im Nenner des Photonenpropagators ergibt die Näherung (24.94)

(k1 − k5 − k3)2 ≈ (k1 − k3)2 . (24.97)

Also ist die Streumatrix in der Näherung weicher Bremsstrahlungsphotonen

M(3) =
(+ie
~

)3
~c
√
µ0

(
(
r3ūk3 γν

i2ε(α)τ∗
k5

k1τ

−2k1k5
r1uk1

) (−igνµ µ0~c)
(k1 − k3)2 + iε′

(
r4ūk4 γµ r2uk2

)
+

+
(
r3ūk3

i2ε(α)τ∗
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k3τ

2k3k5
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) (−igνµ µ0~c)
(k1 − k3)2 + iε′

(
r4ūk4 γµ r2uk2
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= −

(+ie
~
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(r3ūk3 γν r1uk1) (−igνµ µ0~c)
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(r4ūk4 γµ r2uk2) ·

· ec√µ0ε
(α)τ∗
k5

( k3τ
k3k5

− k1τ
k1k5

)
. (24.98)

Nur durch den Faktor in der letzten Zeile unterscheidet sich dies Ergebnis
von der Streumatrix der elastischen Streuung von Elektronen an Myonen in
Störungsrechnung 2.Ordnung, vergleiche den ersten Summanden in (24.47b).

Dies Ergebnis gilt viel allgemeiner, als nur für die Streuung eines Elektrons
an einem Myon. Wir betrachten in beliebiger Ordnung n der Störungsrech-
nung einen beliebigen Streuprozess, bei dem ein beliebiges Fermion (egal ob
Teilchen oder Antiteilchen) mit Wellenzahl k1 einläuft und mit Wellenzahl k3
ausläuft. Wenn dieses Fermion bei diesem Prozess ein Bremsstrahlungspho-
ton mit Wellenzahl k5 emittiert, nennen wir die Streumatrix dieses Prozesses
M(n)

mit. Den im Übrigen gleichen Prozess, bei dem keine Bremsstrahlung



566 24 Quantenelektrodynamik

emittiert wird, findet man in Störungsrechnung der Ordnung n − 1. Wir
nennen die Streumatrix dieses ProzessesM(n−1)

ohne , und stellen ohne Beweis
fest:

M(n)
mit =M(n−1)

ohne · ec
√
µ0 ε

(α)τ∗
k5

( k3τ
k3k5

− k1τ
k1k5

)
falls k1 − k5 ≈ k1 und k3 + k5 ≈ k3 (24.99)

Die Dimension des Faktors[
ec
√
µ0 ε

(α)τ∗
k5

( k3τ
k3k5

− k1τ
k1k5

)]
=

=
√
Energie ·Volumen =

[√
2~ωk5Ω

]

wird gerade durch den Normierungsfaktor
√

1/2~ωk5Ω kompensiert, den die
Streuamplitude S(n) nach Regel F von Kasten 24.1 wegen des auslaufenden
Photons zusätzlich erhält.
Kein Photonendetektor kann Bremsstrahlungsphotonen beliebig niedri-

ger Energie nachweisen. Wenn man in einem Experiment beispielsweise
die Streuung eines Elektrons an einem Myon beobachtet und dabei kein
Bremsstrahlungsphoton sieht, dann kann man nicht ausschließen dass doch
auch Bremsstrahlungsphotonen emittiert wurden, die sich aufgrund ihrer
niedrigen Energie dem Nachweis entzogen. Wenn man den Wirkungsquer-
schnitt für irgendein Streuereignis der QED berechnet, dann muss man
stets den Wirkungsquerschnitt des gleichen Ereignisses mit gleichzeitiger
Emission unmessbar niederenergetischer Bremsstrahlungsphotonen addieren.
Andernfalls kann man keine Übereinstimmung von Theorie und Experiment
erwarten.
Der Beitrag der Streuereignisse mit unbeobachteter Bremsstrahlung ist

wegen

lim
|k5|→0

ec
√
µ0 ε

(α)τ∗
k5

( k3τ
k3k5

− k1τ
k1k5

)
= ±∞ (24.100)

divergent. Wir werden in diesem Buch etlichen weiteren Formeln mit Infra-
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rotdivergenz begegnen. Die detaillierte Untersuchung der IR-Divergenzen
der QED ist ein überaus mühsames Geschäft. Die Ergebnisse kann man in
einer umfassenden Veröffentlichung von Yennie, Frautschi, und Suura [53]
nachlesen. Das entscheidende Ergebnis ist ganz einfach:

Die Infrarot-Divergenzen der QED kompensieren sich wech-
selseitig, d.h. sie verschwinden, wenn man sämtliche Gra-
phen berücksichtigt, die – mit oder ohne unmessbar infrarote
Bremsstrahlung – zu einem beobachteten Phänomen beitra-
gen.

(24.101)

Wir werden den schwierigen Beweis für diesen Sachverhalt an keiner Stelle
führen, sondern IR-divergente Resultate unter Verweise auf (24.101) ohne
weitere Untersuchung stehen lassen.

24.3.7 Die Massen virtueller Teilchen

Wir beginnen die Untersuchung mit der t-Kanal-Streuung eines Fermi-
ons, das mit Wellenzahl k1 einläuft, an einem anderen Fermion, das mit
Wellenzahl k2 einläuft:

t-Kanal:
k
1 k

k

2

4

k
1 3
k-

k
3

m2
γ
c2

~2 = (k3 − k1)2 < 0 (24.102)

mγ ist die Ruhemasse des virtuellen Photons bei t-Kanal-Streuung. Sie kann
nicht Null sein. Denn dazu müsste k3 = k1 sein, d.h. es fände überhaupt
keine Streuung statt. Allerdings kann sie dem Wert Null bei schwacher
Streuung (k3 ≈ k1) beliebig nahe kommen.
Wir nutzen die Tatsache, dass die Teilchen Nummer 1 und Nummer 3

gleichen Flavor und demnach gleiche Masse haben. Außerdem nehmen wir
jetzt an, dass es sich bei diesen Teilchen um freie, beobachtete Teilchen „auf
der Masseschale“ handelt, welche die Relation k2

j = m2c2/~2 erfüllen. Dann
gilt
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m2
γc

2

~2
= (k3 − k1)2 (7.18)= (k0

3 − k0
1)2 − (k3 − k1)2 =

= (k0
3)2 − k2

3︸          ︷︷          ︸
(mc/~)2

+ (k0
1)2 − k2

1︸          ︷︷          ︸
(mc/~)2

−2
√

(k2
3 +m2c2/~2)(k2

1 +m2c2/~2) + 2k3k1

(24.103)

Wir betrachten die Verhältnisse im Schwerpunktsystem der Teilchen Num-
mer 1 und Nummer 3. Dies Bezugssystem ist definiert durch k3 = −k1.
Das invariante Wellenzahlquadrat des virtuellen Photons ist in diesem
Bezugssystem

m2
γc

2

~2
= 2 m

2c2

~2
− 2k2

1 − 2 m
2c2

~2
− 2k2

1 = −4k2
1 < 0 . (24.104)

Das invariante Wellenzahlquadrat heißt invariant, weil es in jedem Iner-
tialsystem gleich ist. In jedem Bezugssystem ist demnach das invariante
Wellenzahlquadrat des virtuellen Photons bei t-Kanal-Streuung kleiner als
Null, d.h. seine Masse ist imaginär. Damit ist (24.102) bewiesen. Achtung:
Das Wellenzahlquadrat des virtuellen Photons ist eine vom Bezugssystem
unabhängige Invariante, die kleiner als Null ist. Aber nicht in jedem Be-
zugssystem ist −4k2

1 gleich dieser Invarianten. Denn nicht k2
1, sondern

k2
1 = (k0

1)2 − k2
1 ist invariant.

s-Kanal:
k
1 k

k

3

4

k
1 2
k+

k
2

m2
γc

2/~2 = (k1 + k2)2 > 4m2c2/~2 (24.105)

mγ ist die Ruhemasse des virtuellen Photons bei s-Kanal-Streuung, m ist
die Ruhemasse des mit k1 einlaufenden fermionischen Teilchens und des
mit k2 einlaufenden Antiteilchens. Auch bei s-Kanal-Streuung kann das
invariante Wellenzahlquadrat des virtuellen Photons nicht Null sein. Denn
es ist immer k1 , −k2, weil im Fall k1 = −k2 für die Nullkomponenten
k0

1 = +k0
2 gilt.

Unter der Voraussetzung, dass es sich bei den einlaufenden Teilchen
um beobachtete Teilchen auf der Masseschale handelt, ist das invariante
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Wellenzahlquadrat des virtuellen Photons

m2
γc

2

~2
(24.103)= 2 m

2c2

~2
+ 2

√
(k2

1 +m2c2/~2)(k2
2 +m2c2/~2)− 2k1k2 .

Wir führen die Berechnung im Schwerpunktsystem k2 = −k1 durch:

m2
γc

2

~2
= 4 m

2c2

~2
+ 4k2

1 > 4 m
2c2

~2

Damit ist (24.105) bewiesen.
Das virtuelle Photon der t-Kanal-Streuung (genau das gleiche gilt auch

für die u-Kanal-Streuung) ist raumartig (m2
γ < 0), das virtuelle Photon

der s-Kanal-Streuung ist zeitartig (m2
γ > 4m2 > 0). In zweiter Ordnung

der Störungsrechnung gibt es in der QED keine virtuellen Photonen mit
Masse im Intervall 0 ≤ mγ ≤ 2m. (In nullter und in erster Ordnung der
Störungsrechnung gibt es in der QED überhaupt keine virtuellen Teilchen.)
Deshalb wäre es bei t-Kanal-Streuung (und u-Kanal-Streuung) sinnlos

darüber zu diskutieren, ob zuerst ein Teilchen, das mit Wellenzahl k1 ein-
läuft, ein virtuelles Photon emittiert, das anschließend von einem anderen
Teilchen, das mit Wellenzahl k2 einläuft, absorbiert wird, oder umgekehrt.
Bei raumartigem Verhältnis von Ereignissen haben Begriffe wie früher oder
später ihren Sinn verloren. Dagegen kann man bei s-Kanal-Streuung sinnvoll
feststellen, dass zuerst ein Teilchen und ein Antiteilchen zu einem virtu-
ellen Photon zerstrahlen, und dass später dieses virtuelle Photon durch
Paarbildung in ein Teilchen und ein Antiteilchen zerfällt.
Umgekehrt kann man bei t-Kanal-Streuung (und u-Kanal-Streuung)

durchaus die Orte bestimmen, an denen die Wechselwirkung des Photons
mit den beiden Teilchen stattfindet, indem man beispielsweise zwei Teilchen-
strahlen in sorgfältig kontrolliertem Abstand aneinander vorbei schießt, und
die (schwache) Streuung misst. Dagegen ist es nicht möglich, eine räumliche
Relation der Orte zu bestimmen, an denen bei s-Kanal-Streuung die Teil-
chen vernichtet werden und an denen sie entstehen. (Im Schwerpunktsystem
werden sie am gleichen Ort vernichtet und erzeugt, nämlich am Nullpunkt
des Koordinatensystems. Gemeint ist aber natürlich eine räumliche Relation
im Laborsystem des Beobachters.)
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Das invariante Wellenzahlquadrat des virtuellen Elektrons bei v-Kanal-
Streuung ist

v-Kanal:
k
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k
4k

1 2
k+k

2

k
3

m2
vc

2

~2
= (k1 + k2)2 >

m2c2

~2
. (24.106)

mv ist die Ruhemasse des virtuellen Fermions, m ist die Ruhemasse des
beobachteten Fermions. Unter der Voraussetzung, dass es sich bei den
einlaufenden Teilchen um beobachtete Teilchen handelt, gilt

m2
vc

2

~2
(24.103)= 0 + m2c2
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√
k2

1(k2
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Im Schwerpunktsystem k2 = −k1 der einlaufenden Teilchen folgt
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1 .

Damit ist (24.106) bewiesen.
Bei w-Kanal-Streuung ist das invariante Wellenzahlquadrat des virtuellen

Fermions

w-Kanal:
k
3

k
4k

2 3
k-k

2

k
1

m2
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~2
= (k2 − k3)2 <

m2c2

~2
. (24.107)

Denn im Schwerpunktsystem k3 = −k2 gilt unter der Voraussetzung, dass
die Teilchen Nummer 2 und Nummer 3 beobachtet werden:
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2(k2
2 +m2c2/~2)− 2k2
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<
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2 <
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Damit ist (24.107) bewiesen.
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Als letztes Beispiel betrachten wir die Zerstrahlung eines Teilchens und

seines Antiteilchens in zwei Photonen. Wir geben diesem Prozess den (nicht
allgemein üblichen) Namen z-Kanal-Streuung:

z-Kanal:
k
3

k
2k

1 3
k

k
1

k
4

-

m2
zc

2

~2
= (k2 − k3)2 /

m2c2

~2
. (24.108)

Dies Zeichen bedeutet, dass die invariante Wellenzahl des virtuellen Fermions
nur wenig kleiner ist als diejenige des freien Teilchens. Denn im Schwer-
punktsystem k3 = −k1 gilt unter der Voraussetzung, dass die Teilchen
Nummer 1 und Nummer 3 beobachtet werden:

m2
zc

2

~2
=(24.103) m2c2

~2
+ 0− 2

√
(k2

1 +m2c2/~2)k2
1 + 2k2

1 /
m2c2

~2
.

Damit ist (24.108) bewiesen.
Bei den virtuellen Fermionen gibt es – anders als bei virtuellen Photonen

– in zweiter Ordnung der Störungsrechnung keine Lücke im Bereich der
möglichen invarianten Wellenzahlquadrate. Bei v-Kanal-Streuung kann das
invariante Wellenzahlquadrat der virtuellen Fermionen jeden beliebige Wert
> m2c2/~2 haben, bei w-Kanal-Streuung jeden beliebigen (auch negativen)
Wert < m2c2/~2. Der Unterschied beruht darauf, dass beobachtete Photonen
jede beliebige Energie > 0 haben können, während die Energie beobachteter
Fermionen stets ≥ mc2 ist.
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25 Divergenzgrad und Regularisierung

25.1 Der oberflächliche Divergenzgrad

Jede Schleife in einem Graphen, deren Wellenzahl nicht durch eine Delta-
funktion festgelegt ist, bewirkt ein Integral mit einem Faktor d4k ∼ k4 im
Zähler. Wenn dieser Faktor nicht durch hinreichend hohe Potenzen von k im
Nenner kompensiert wird, divergiert das Integral. In Abschnitt 20.3 haben
wir bereits die Beobachtung

Struktur : d
4k

kn
(20.95)=⇒


n = 2 : quadratische Divergenz
n = 4 : logarithmische Divergenz
n ≥ 6 : keine Divergenz

gemacht. Der durch

d4k

kn
∼ k4−n = kd (25.1)

definierte Schleifenexponent d = 4− n bestimmt, ob und wie die Schleife
divergiert. Bei d = 0 gibt es eine logarithmische Divergenz, bei d = 1 eine
lineare Divergenz, bei d = 2 eine quadratische Divergenz, und so weiter. Bei
d < 0 ist die Schleife konvergent. Der oberflächliche Divergenzgrad D, den
wir im folgenden definieren werden, unterscheidet sich vom Schleifenexponent
d dadurch, dass er als Maßzahl für ein komplettes Diagramm mit einer
beliebig großen Anzahl von Linien, Schleifen, und Vertizes festgelegt wird.

Bei der Abzählung der Wellenzahl-Potenz im Nenner muss man zwischen
Fermionen und Bosonen unterscheiden, weil der Fermionen-Propagator
proportional zu k-1 ist, der Bosonen-Propagator aber proportional zu k-2.
Wir nennen

L ≡ Anzahl der Schleifen
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V ≡ Anzahl der Vertizes
Be ≡ Anzahl der externen Bosonen-Linien
Fe ≡ Anzahl der externen Fermionen-Linien
Bi ≡ Anzahl der internen Bosonen-Linien
Fi ≡ Anzahl der internen Fermionen-Linien . (25.2)

Der oberflächliche Divergenzgrad wird definiert durch

D ≡ 4L− 2Bi − Fi . (25.3)

D wird als „oberflächlich“ bezeichnet, weil er als pauschale Maßzahl für den
kompletten Graphen das Divergenzverhalten nicht so eindeutig festlegen
kann wie der Schleifenexponent d einer einzelnen Schleife. In jedem Fall ist
4L die Potenz von k, die insgesamt in den Zählern der Schleifenintegrale auf-
taucht. Aber die Anzahl der Potenzen von k, die insgesamt in den Nennern
aller Schleifenintegrale vorhanden sind, kann durchaus größer oder kleiner
als 2Bi + 1Fi sein. Einerseits sind nicht in jedem Graphen sämtliche inneren
Linien in Schleifen integriert. Wenn nur ein Teil der inneren Linien in Schlei-
fen integriert ist, wird für diejenige Schleife im Graphen, die den größten
Schleifenindex dmax hat, dmax > D gelten. Andererseits können innere Linien
zu mehreren Schleifen gehören. Dann ergibt der oberflächliche Divergenzgrad
ein zu pessimistisches Bild. Beispielsweise hat die Doppelschleife der
ψ4-Theorie den oberflächlichen Divergenzgrad D = 8 − 6 = 2, aber den
maximalen Schleifenindex dmax = 0. Deshalb divergiert sie tatsächlich nur
logarithmisch, nicht quadratisch. Ein anderes Beispiel für ein Divergenzver-
halten, das aus dem oberflächlichen Divergenzgrad nicht ersichtlich ist, sind
die drei Graphen

L = 2 V = 4 Be = 6 Bi = 5 (25.4)

der ψ4-Theorie, die alle den gleichen oberflächlichen Divergenzgrad (nämlich
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D = −2) und sogar die gleichen Werte von Be, Bi, V , L haben. Wir
wissen bereits aus Abschnitt 20.3, dass der linke Graph wegen dmax = −2
konvergent ist, der mittlere wegen dmax = 0 logarithmisch und der rechte
wegen dmax = +2 quadratisch divergiert. Nur dann ist D ungefähr gleich
dmax, wenn die Linien so auf die Schleifen verteilt sind, dass dmax bei einer
gegebenen Zahl von Linien und Vertizes den kleinstmöglichen Wert hat.
Wenn man genaue Informationen über das Divergenzverhalten eines be-

stimmten Graphen erhalten will, untersucht man also besser den maximalen
Schleifenindex dmax. Die Definition von D dient einem anderen Zweck. Wir
wollen klären, ob in einer Quantenfeldtheorie in immer höheren Ordnun-
gen der Störungsrechnung immer wieder neuartige divergierende Schleifen
auftreten, die immer weitere Renormierungen erforderlich machen, oder ob
mit einer endlichen Zahl von Renormierungen die Konvergenz sämtlicher
Graphen in sämtlichen Ordnungen der Störungstheorie sichergestellt werden
kann. Neuartige Schleifen werden – wenn überhaupt – gerade in Diagram-
men mit minimalem dmax auftreten und deshalb durch D ≥ 0 erkennbar
sein.
Dabei ist es zweckmäßig, D als Funktion von Be, Fe und V formulieren.

Ein Graph ist genau dann frei von Schleifen (d.h. ein Baum-Graph), wenn
er bei Bi + Fi inneren Linien V = Bi + Fi + 1 Vertizes enthält, also
0 = Bi + Fi − V + 1 gilt. Wenn in diesem Graphen die Anzahl Bi oder Fi
erhöht oder die Anzahl V vermindert wird, wird der Graph

L = Bi + Fi − V + 1 (25.5)

Schleifen enthalten. Einsetzen in (25.3) ergibt

D = 2Bi + 3Fi − 4V + 4 . (25.6)

Wir beschränken die weitere Untersuchung zunächst auf die ψs-Theorie.
V Vertizes enthalten insgesamt s · V Feldoperatoren. Wenn diese allesamt
untereinander zu Propagatoren kombiniert werden, entsteht eine Vakuum-
Blase mit Bi = sV/2 inneren Linien. Wenn jedoch eine gerade Anzahl Be der
Vertex-Operatoren mit externen Operatoren zu Propagatoren kombiniert
werden, können nur noch Bi = (sV −Be)/2 innere Linien gebildet werden,
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und es gilt

2Bi = sV −Be . (25.7)

Das wird in (25.6) eingesetzt, wobei Fi = 0 gesetzt wird, weil wir im Moment
nur die ψs-Theorie betrachten:

ψs-Theorie: D = (s− 4)V −Be + 4 (25.8)

Im Fall der ψ3-Theorie ist

ψ3-Theorie: D = −V −Be + 4 . (25.9)

Weil V und Be negativ in diese Gleichung eingehen, können nur Diagramme
mit wenigen externen Linien in niedriger Ordnung der Störungstheorie
neuartige Divergenzen aufweisen. Es sind genau zwei:

V = 2 Be = 0 D = 2 dmax = 2

V = 2 Be = 2 D = 0 dmax = 0
(25.10)

Die Vakuumblase haben wir in Abschnitt 20.3 ignoriert, weil wir dort nur
verbundene Diagramme berechnet und sämtliche Vakuumblasen aus der
LSZ-Formel gekürzt haben. In höherer Ordnung der Störungstheorie können
zwar noch divergente Graphen auftauchen, aber nur bei ungleichmäßig
verteilten Schleifenindizes. Beispielsweise treten bei zwei externen Linien in
vierter Ordnung der Störungsrechnung die beiden Graphen

V = 4 Be = 2 D = −2 dmax = −2

V = 4 Be = 2 D = −2 dmax = 0

auf. Trotz D < 0 ist nur der erste Graph konvergent, der zweite divergiert
logarithmisch. Das liegt aber nur daran, dass im zweiten Graphen nicht
alle 5 inneren Linien in die beiden Schleifen integriert sind. Die Divergenz
der Schleifen des zweiten Graphen ist bereits aus der Störungsrechnung
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zweiter Ordnung bekannt, und wurde dort bereits durch Renormierung der
Masse behoben. In keiner höheren Ordnung der Störungsrechnung können in
der ψ3-Theorie neuartige Divergenzen auftreten, die noch nicht aus (25.10)
bekannt sind.
In der ψ4-Theorie ist der oberflächliche Divergenzgrad

ψ4-Theorie: D = −Be + 4 (25.11)

interessanterweise unabhängig von der Anzahl V der Vertizes, und damit
auch unabhängig von der Ordnung n = V der Störungsrechnung. Nur in
Graphen mit weniger als 5 externen Linien können neuartige Divergenzen
auftreten. Es gibt insgesamt vier:

V = 1 Be = 0 D = 4 dmax = 2
V = 1 Be = 2 D = 2 dmax = 2
V = 2 Be = 2 D = 2 dmax = 0
V = 2 Be = 4 D = 0 dmax = 0

(25.12)

Wieder erkennt man, dass der oberflächliche Divergenzgrad das tatsächliche
Divergenzverhalten eines Graphen nur ungenau wiedergibt: Die Vakuum-
blase in der ersten Zeile besteht aus zwei Tadpoles, die jeweils quadratisch
divergieren. Und die Doppelschleife in der dritten Zeile divergiert tatsächlich
logarithmisch, nicht quadratisch. Entscheidend ist aber, dass es in der ψ4-
Theorie nur 3 unterschiedliche Arten von Schleifen gibt (die Vakuum-Blase
ist ja nur eine Verdoppelung des Tadpoles). In keinem Graphen können
weitere neuartige Schleifen auftreten. Nachdem die divergierenden Graphen
in den drei unteren Zeilen von (25.12) durch die in Abschnitt 22 beschrie-
benen Renormierungen behoben wurden, ist die ψ4-Theorie in sämtlichen
Ordnungen der Störungstheorie konvergent.

ψ5-Theorie: D = V −Be + 4 (25.13)

In der ψ5-Theorie, und in jeder ψs-Theorie mit s ≥ 5, enthält D die
Anzahl V der Vertizes mit positivem Faktor. Das bedeutet, dass in jeder der
unendlich vielen Ordnungen der Störungsrechnung mit immer neuartigen
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divergierenden Schleifen zu rechnen ist, die durch die Renormierung von
unendlich vielen Parametern behandelt werden müssen.
Solche Theorien werden aus historischen Gründen als „nicht renormier-

bar“ bezeichnet. Der Begriff ist ungenau. Auch „nicht renormierbare“ Theo-
rien sind durchaus renormierbar, nur sind dazu in jeder weiteren Ordnung
der Störungsrechnung immer neue Renormierungen erforderlich. Dagegen
sind bei „renormierbaren“ Theorien nur in den niedrigsten Ordnungen der
Störungstheorie Renormierungen erforderlich, in den höheren Ordnungen
aber nicht mehr.
Solange die Forscher noch hofften Quantenfeldtheorien konstruieren zu

können, die für beliebig große Wellenzahlen korrekt sind, erschien der Un-
terschied zwischen „renormierbaren“ und „nicht renormierbaren“ Theorien
sehr bedeutsam. Das hat sich geändert, seit man sämtliche renormierten
Quantenfeldtheorien als effektive Theorien betrachtet, die nur für einen
begrenzten Bereich von Wellenzahlen gültig bleiben (siehe Abschnitt 21.3).
Um Ergebnisse für einen begrenzten Bereich von Wellenzahlen zu berechnen,
braucht man auch in einer „nicht renormierbaren“ Theorie nur eine endliche
Anzahl von renormierten Parametern. Deshalb gelten heute auch „nicht
renormierbare“ Theorien als durchaus akzeptabel.
In der Quantenelektrodynamik enthält jeder Vertex zwei fermionische

Operatoren und einen Photonenoperator. Um einen Graphen mit Bi inneren
und Be äußeren Photonenlinien zu konstruieren, braucht man

V = 2Bi +Be (25.14a)

Vertizes. Um einen Graphen mit Fi inneren und Fe äußeren Fermionenlinien
zu konstruieren, braucht man

V = 2Fi + Fe
2 (25.14b)

Vertizes. Addition dieser Gleichungen ergibt

(25.14a) + 3 · (25.14b) = 4V = 2Bi + 3Fi +Be + 3
2Fe . (25.15)

Das wird in (25.6) eingesetzt:
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QED: D = 4−Be −
3
2Fe (25.16)

Wie in der ψ4-Theorie, ist auch in der Quantenelektrodynamik der ober-
flächliche Divergenzgrad unabhängig von der Ordnung n = V der Störungs-
rechnung, und hängt nur von der Anzahl der externen Linien ab. Weil
diese negative Vorzeichen haben, können nur in Diagrammen mit wenigen
externen Linien neuartige Divergenzen auftreten.
Wenn der Schleifenindex

d =(25.1) 4− fi − 2bi ≥ 0 (25.17)
fi ≡ Zahl fermionischer Linien in der Schleife
bi ≡ Zahl bosonischer Linien in der Schleife

ist, kann eine Schleife divergieren. In der QED gibt es genau 5 Schleifen,
die diese Voraussetzung erfüllen. In Tabelle 25.1 sind sie aufgelistet. In
Abschnitt 26.5 werden wir klären, dass der Graph in der vorletzten Zeile
der Tabelle gestrichen werden kann, weil er durch einen anderen Graphen

(bi, fi) Graph D d Name
(0, 2) 2 2 Vakuumpolarisation

(1, 1) 1 1 Selbstenergie des Fermions

(1, 2) 0 0 Vertexkorrektur

(0, 3)
A

B

C
1 1 —

(0, 4) 0 0 Photon-Photon-Streuung

Tab. 25.1 : Die 5 möglicherweise divergenten Schleifen der QED
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genau kompensiert wird. Und die Photon-Photon-Streuung ergibt einen
endlichen Wert, siehe Abschnitt 26.6. In der QED gibt es nur drei divergente
Graphen, nämlich die ersten drei in Tabelle 25.1. Die beiden ersten Dia-
gramme treten sowohl als Propagator-Korrekturen als auch als Bestandteile
größerer Graphen auf. Die Vertexkorrektur gibt es überhaupt nur als Teil
größerer Diagramme, nicht als eigenständigen Graphen. Denn alle ein- oder
auslaufenden Teilchen eines Diagramms müssen die Relation (7.18) erfüllen
(„auf der Masseschale liegen“). Das ist in einem Diagramm mit zwei externen
Fermionenlinien und einer externen Photonenlinie nicht möglich.
Bei der Berechnung von Feynman-Graphen der ψs-Theorie mit divergie-

renden Schleifen sind wir in Kapitel 20 auf Integrale gestoßen, für die wir
die allgemeine Formel (20.64) abgeleitet haben. Mithilfe von (20.63) kann
sie in der Form

1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π
J(

k2 −K2 + iε′
)r (20.64)= i(−1)r

+∞∫
0

dR
(2π)4

2π2R3JE(
R2 +K2

)r

mit



1 ≤ r ∈ N , 0 ≤ K2 ∈ R
J = 1 kµ k2 kµkν (k2)2

JE = 1 0 −R2 −gµνR2/4 R4

r = ≥ 1 — ≥ 2
{
≥ 2 if µ = 0
≥ 0 falls µ , 0

≥ 3

(25.18)

geschrieben werden. Auf der linken Seite ist k ein Vierervektor mit Min-
kowski-Metrik. Dagegen ist auf der rechten Seite R die Radialkomponente
von vierdimensionalen euklidischen Kugelkoordinaten. Der Faktor i stammt
aus der Umwandlung der Komponente k0 in Minkowski-Metrik in die Kom-
ponente ik0

E in Euklidischer Metrik. Wir werden in Kapitel 26 feststellen,
dass die divergierenden Schleifendiagramme der QED ebenfalls auf Integrale
dieser Form führen. Wenn der in (25.1) definierte Schleifenindex d größer
als Null ist, divergieren diese Integrale.
Zur Behandlung der Divergenzen geht man in zwei Schritten vor:



580 25 Divergenzgrad und Regularisierung∫
dxA(x)B(x)︸                  ︷︷                  ︸

±∞

= lim
Y→∞

∫
dxC(x)D(x, Y )︸                       ︷︷                       ︸
endlich bei Y <∞

=

= lim
Y→∞

∫
dxC(x)Dgemessen(x)︸                                     ︷︷                                     ︸

endlich

(25.19a)

Im ersten Schritt wird das Integral dadurch regularisiert, dass ein geeig-
neter Parameter D als Grenzwert limY→∞D(Y ) eines Ausdrucks D(Y )
geschrieben wird, der bei endlichem Y endlich ist. Im zweiten Schritt wird
D renormiert, indem D(Y ) durch den experimentell bestimmten Wert
Dgemessen ersetzt wird.
Alternativ zur Renormierung nimmt man in vielen Berechungen die

Existenz einer fundamentalen Länge gemäß (21.29) an. Dann wird nach der
Regularisierung Y →∞ durch Ymax ersetzt:∫

dxA(x)B(x)︸                  ︷︷                  ︸
±∞

= lim
Y→∞

∫
dxC(x)D(x, Y )︸                      ︷︷                      ︸
endlich bei Y <∞

=

=
∫
dxC(x)D(x, Ymax)︸                           ︷︷                           ︸

endlich

(25.19b)

Egal ob die Methode (25.19a) oder (25.19b) angewendet wird, in jedem
Fall ist als erster Schritt eine Regularisierung erforderlich, damit man ver-
nünftige Ergebnisse erhält. In den folgenden Abschnitten besprechen wir
die wichtigsten Verfahren, die zur Regularisierung divergierender Schleifen-
integrale entwickelt wurden.

25.2 Abschneide-Regularisierung

Die Regularisierung mithilfe der Abschneide-Methode haben wir in den
vorangegangen Kapiteln bereits verwendet. Divergente Integrale werden
bei dieser Methode dadurch regularisiert, dass die Integration bei einer
maximalen Wellenzahl Λ abgeschnitten wird:
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+∞∫
0

dR R3JE(
R2 +K2

)r = lim
Λ→∞

Λ∫
0

dR R3JE(
R2 +K2

)r (25.20)

Falls man entsprechend (21.29) die Existenz einer fundamentalen Länge an-
nimmt, dann muss man konsequenterweise auch die Abschneide-Wellenzahl
Λmax = (21.29b) einführen. Der Grenzübergang Λ→∞ entfällt in diesem
Fall.
Für die Quantenelektrodynamik eignet sich die Abschneide-Regularisie-

rung nicht, weil sie die Eichinvarianz der Theorie beschädigt. Verlust der
Eichinvarianz würde eine gewaltige Menge neuer Probleme mit sich bringen.
Deshalb wurden alternative Verfahren zur Regularisierung divergenter Inte-
grale erfunden. Mit den zwei wichtigsten werden wir uns jetzt beschäftigen.

25.3 Pauli-Villars Regularisierung

Das von Pauli1 und Villars2 entwickelte Verfahren der Regularisierung
mithilfe von Gegentermen erhält sowohl die Eichinvarianz als auch die
Lorentzinvarianz der Theorie.
Wir benutzen die Stufenfunktion

Θ(R− Λa) =


1 if R > Λa
1
2 if R = Λa
0 if R < Λa ,

um die Abschneide-Regularisierung in der Form

1 Wolfgang Ernst Pauli (1900 – 1958)
2 Felix Villars (1921 – 2002)
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+∞∫
0

dR R3JE(
R2 +K2

)r (25.20)= lim
Λa→∞

Λa∫
0

dR R3JE(
R2 +K2

)r =

= lim
Λa→∞

∞∫
0

dRR3JE
( 1(

R2 +K2
)r − Θ(R− Λa)(

R2 +K2
)r) (25.21)

zu schreiben. Jetzt definieren wir anstelle der harten Stufe den weichen
Übergang

∞∫
0

dRR3JE
Θ(R− Λa)
(R2 +K2)r =

∞∫
0

dRR3JE
1

(R2 + Λ2)r . (25.22)

Für jedes beliebige 0 < Λa <∞ kann ein 0 < Λ <∞ gefunden werden, das
diese Gleichung erfüllt. Damit folgt aus (25.21):

+∞∫
0

dR R3JE
(R2 +K2)r = lim

Λ→∞

∞∫
0

dRR3JE

( 1
(R2 +K2)r −

1
(R2 + Λ2)r

)

Dies ist die einfachste Form der Pauli-Villars-Regularisierung. Man kann
sie flexibler gestalten, indem man anstelle von nur einem Summanden eine
beliebige Zahl N von Summanden zum Integranden hinzufügt:

+∞∫
0

dR R3JE
(R2 +K2)r = lim

Λj→∞

+∞∫
0

dR
(

R3JE
(R2 +K2)r +

N∑
j=1

Cj
R3JE

(R2 + Λ2
j )r
)

(25.23a)

Wenn man die Konstanten Cj so wählt, dass

N∑
j=1

Cj = −1 (25.23b)

ist, wird die Divergenz des Integrals durch die zusätzlich eingefügten Ge-
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genterme unterdrückt. Wir merken an, dass die Methode von Pauli und
Villars nur dann anwendbar ist, wenn die Gegenterme bei endlichem R für
Λj →∞ verschwinden, d. h. Λ im Nenner aber nicht im Zähler steht.

Weil der Grenzübergang Λj → ∞ erst nach der Integration ausgeführt
wird (falls er überhaupt ausgeführt wird), sind für R → ∞ sowohl K2

als auch sämtliche Λ2
j vernachlässigbar klein, so dass das Integral (25.23a)

konvergiert.

25.4 Dimensionale Regularisierung

Bei dieser Methode, die von ’tHooft3 und Veltman4 entwickelt wurde5,
bleiben sowohl die Eichinvarianz als auch die Lorentzinvarianz der Theorie
erhalten. Ihre besondere Stärke besteht darin, dass sie – anders als das
Verfahren von Pauli und Villars – auch in den nicht-abelschen Eichtheorien
der elektroschwachen und der starken Wechselwirkung verwendet werden
kann.
Die grundlegende Idee der dimensionalen Regularisierung besteht darin,

divergierende Integrale als analytische Funktionen ihrer Raum-Zeit-Dimen-
sion zu betrachten. Dazu wird die ganzzahlige Dimension n = 1, 2, 3, 4, . . .
durch

D ≡ n− ε , 0 < ε ∈ C (25.24)

mit beliebigem komplexen ε ersetzt. Bei hinreichend kleinem Realteil von
D wird fast jedes Integral konvergieren. Damit erhält man z. B. im Fall des
allgemeinen vierdimensionalen Schleifenintegrals

3 Gerardus (Gerard) ’t Hooft (∗ 1946)
4 Martinus Justinus Godefriedus Veltman (∗ 1931)
5 Dies war bis Anfang November 2012 die allgemein verbreitete und akzeptierte Kenntnis
über die Entstehungsgeschichte der Dimensionalen Regularisierung. Eine davon abwei-
chende und möglicherweise richtigere Darstellung [54] behauptet dagegen, dass diese
Methode bereits ein Jahr früher von Carlos Guido Bollini (1926 - 2009) und Juan José
Giambiagi (1924 - 1996) entwickelt und publiziert wurde.
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(25.18) = i(−1)r
+∞∫
0

dR
(2π)4

2π2R3JE(
R2 +K2

)r (25.25a)

= lim
D→4

i(−1)r
∞∫
0

dR
(2π)D

SDJE(
R2 +K2

)r . (25.25b)

Das Integral über die radiale Wellenzahl R ist ein einfaches, eindimensionales
Integral. Alle Probleme der D-dimensionalen Integration sind absorbiert
worden vom Faktor SD, der die Oberfläche einer D-dimensionalen eukli-
dischen Kugel mit Radius R darstellt, und die Oberfläche S4

(20.62)= 2π2R3

der vierdimensionalen Kugel mit Radius R ersetzt. Wie können wir SD bei
nicht-ganzzahliger Dimension D finden?
Aus den Rekursionsformeln (20.62) kann man folgende Formel für die

Oberfläche Sn einer n-dimensionalen Euklidischen Kugel mit Radius R
ableiten:

2 ≤ n ∈ N :

Sn =
(2π
n

)(n−2)/2
πnRn−1 für gerades n (25.26a)

Sn =
(2π
n

)(n−3)/2 4π
3 nRn−1 für ungerades n (25.26b)

Das Volumen einer eindimensionalen Kugel mit Radius R ist die Länge
V1 = 2R, und folglich ist

S1 = dV1
dR = 2 (25.26c)

ihre Oberfläche. Nun benutzen wir die Gamma-Funktion

Γ(z) ≡ lim
ν→∞

ν! νz

z(z + 1)(z + 2) . . . (z + ν) , ν ∈ N , z ∈ C , (25.27)

die für beliebiges z ∈ C definiert ist, mit Ausnahme der Pole bei z =
0,−1,−2, . . .. Der Graph der Gammafunktion mit reellem Argument ist
in Abb. 25.1 auf Seite 589 dargestellt. Die grundlegende Eigenschaft der
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Gamma-Funktion ist

Γ(z + 1) = z Γ(z) , z ∈ C . (25.28)

Besonders wichtig ist für unseren Zweck die Gamma-Funktion mit halb-
und ganzzahligen reellen Argumenten:

Γ(n) = (n− 1)! , 1 ≤ n ∈ N (25.29a)

Γ(n+ 1/2) = (2n)!
n! 4n

√
π , 0 ≤ n ∈ N (25.29b)

Γ(−n+ 1/2) = n! (−4)n

(2n)!
√
π , 1 ≤ n ∈ N (25.29c)

Durch explizites Nachrechnen überprüft man leicht

Sn
(25.26)= 2πn/2

Γ(n/2)R
n−1 für n = 1, 2, 3, 4, 5 . (25.30)

Man beachte, dass diese Relation nicht für n ≥ 6 gilt. Das ist keine schwer-
wiegende Einschränkung, weil wir praktisch ausschließlich Integrale der
Dimensionen n = 1, 2, 3, 4 zu lösen haben. Also ist die

Definition: SD ≡
2πD/2

Γ(D/2) R
D−1 ≡ Oberfläche einer

D-dimensionalen Kugel mit Radius R , 0.5 < Re(D) < 5.5 (25.31)

sicherlich vernünftig, und wird konsistente Resultate ergeben, da wir ja
am Ende stets den Grenzwert limD→n mit n = 1, 2, 3, 4, 5 betrachten müs-
sen. Mit diesem Oberflächenfaktor erhält unser Standard-Schleifenintegral
folgende Form:

(25.25) = lim
D→4

i(−1)r

2D−1πD/2Γ(D/2)

∞∫
0

dR RD−1JE(
R2 +K2

)r (25.32)

Wir berechnen das einfachste Integral mit JE ≡ 1:
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ID ≡
∞∫
0

dR RD−1(
R2 +K2

)r (20.63)= 1
2

∞∫
0

dR2 (R2)D/2−1(
R2 +K2

)r (25.33)

Unter der Voraussetzung

K2 > 0 (25.34a)

kann man die Substitution

X ≡ K2

R2 +K2 , dR2 = −K
2

X2 dX , R2 = K2 1−X
X

(25.34b)

durchführen. Dadurch wird (25.33) zu

ID = − 1
2(K2)r−D/2

0∫
1

dXXr−D/2−1(1−X)D/2−1 . (25.35)

Mithilfe der Beta-Funktion

Beta(α, β) ≡
1∫

0

dxxα−1(1− x)β−1 = Γ(α) Γ(β)
Γ(α+ β) (25.36)

erhält man

ID =
∞∫
0

dR RD−1(
R2 +K2

)r = + 1
2(K2)r−D/2

Γ(r −D/2) Γ(D/2)
Γ(r) ,

und durch Einsetzen in (25.32)

lim
D→4

+∞∫
−∞

dDk
(2π)D

1(
k2 −K2 + iε′

)r = lim
D→4

i(−1)r Γ(r −D/2)
2DπD/2 Γ(r) (K2)r−D/2

. (25.37)

Wir werden die Integrale mit J , 1 nicht selbst berechnen, sondern entneh-
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men sie der Literatur6:

1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π
J(

k2 −K2 + iε′
)r (25.18)= i(−1)r

+∞∫
0

dR
(2π)4

2π2R3JE(
R2 +K2

)r =
(25.38a)

= lim
D→4

i(−1)η

(4π)D/2
JD Γ(η − D

2 )
Γ(r)

( 1
K2

)η−D2 (25.38b)

mit



1 ≤ r ∈ N , 0 ≤ K2 ∈ R
J = 1 kµ k2 kµkν (k2)2

JE = 1 0 −R2 −gµνR2/4 R4

r = ≥ 1 — ≥ 2
{
≥ 2 falls µ = 0
≥ 0 falls µ , 0

≥ 3

JD = 1 — D/2 gµν/2 D(D + 2)/4
η = r — r − 1 r − 1 r − 1

Diese Funktionen haben bei (η−2) = 0,−1,−2, . . . Pole aufgrund des Faktors
Γ(η −D/2) (25.24)= Γ(η − 2 + ε/2). Siehe den Graph der Gammafunktion auf
Seite 589. Mithilfe der Reihenentwicklung

Γ(z) =
[
z · eγz ·

∞∏
ν=1

(
1 + z

ν

)
e−z/ν

]−1
(25.39)

γ = Euler-Mascheroni constant = lim
ν→∞

(
− ln ν +

ν∑
j=1

1
j

)
≈ 0.5772

kann die Gammafunktion nahe des Pols Γ(0) approximiert werden:

Γ(ε/2) =
[ ε
2 ·
(
1 + γε

2 +O(ε2)
)
·
(
1 +O(ε2)

)]−1
=

= 2
ε
·
(
1− γε

2 +O(ε2)
)

= 2
ε
− γ +O(ε2) (25.40a)

6 Diese und viele weitere nützliche Formeln zur dimensionalen Regularisierung findet
man im Lehrbuch von Peskin und Schroeder [3, section 7.5 and appendix A.4].
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Γ(ε/2− n) mit n = 1, 2, 3, . . . kann man durch Iteration der grundlegenden
Eigenschaft (25.28) der Gammafunktion

Γ(ε/2) = (ε/2− 1) Γ(ε/2− 1) = (ε/2− 1)(ε/2− 2) Γ(ε/2− 2) =
= (ε/2− 1)(ε/2− 2)(ε/2− 3) Γ(ε/2− 3) = . . .

Γ(ε/2− n) = Γ(ε/2) ·
n∏
ν=1

1
ε/2− ν , n = 1, 2, 3, . . . (25.40b)

auf Γ(ε/2) zurückführen. Man beachte dass

lim
ε→0

Γ(ε/2) =


+∞ falls Re(ε) > 0
−∞ falls Re(ε) < 0
undefiniert falls Re(ε) = 0

(25.41)

ist, siehe den Graph der Gammafunktion in Abb. 25.1 auf der nächsten
Seite. Außerdem müssen die unphysikalischen Minuszeichen, die beim Grenz-
übergang mit Re(ε) < 0 und bei Anwendung von (25.40b) mit ungeradem n
auftreten, vermieden werden. Diese Überlegungen motivieren die folgenden
Regeln:

∗ Wähle für den Grenzübergang lim
ε→0

Γ(ε/2) einen Pfad

in der komplexen Ebene mit Re(ε) , 0 . (25.42a)
∗ Setze beim Grenzübergang lim

ε→0
Γ(ε/2)

einen Faktor 1 · sign
(
Re(ε)

)
ein . (25.42b)

∗ Setze bei Anwendung von (25.40b) einen Faktor (−1)n ein . (25.42c)

Im Folgenden berechnen wir das regularisierte Integral (25.38b) einfach-
heitshalber mit JD = 1 und folglich η = r. Im Hinblick auf (25.42) legen
wir uns auf 0 < ε ∈ R fest. Außerdem wird (25.24) eingesetzt:

(25.38b) = lim
ε→0

i(−1)r

(4π)2−ε/2
Γ(r − 2 + ε/2)

Γ(r)
( 1
K2

)r−2+ε/2
(25.43)
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Mit r ≥ 3 gibt es keine Divergenz, und deshalb schon von Anfang an keinen
Grund eine Regularisierung zu versuchen. Also betrachten wir nur die Fälle
r = 1 und r = 2. Wir beginnen mit r = 1.
Mit Γ(1) = 1 und

Γ(ε/2− 1) (25.40b)= −2
ε

+ γ − 1 +O(ε) (25.44)

und dem Faktor (−1) gemäß (25.42c) erhält man

(25.38b) r=1= −i lim
ε→0

(K
4π
)2(2

ε
− γ + 1

)( 4π
K2

)ε/2
+O(ε) . (25.45)

Jetzt nutzen wir

aε = exp{ε ln a} =
∞∑
n=0

1
n! (ε ln a)n = 1 + ε ln a +O(ε2) , (25.46)

und definieren eine unbestimmte Konstante κ mit der Dimension [κ] =
Wellenzahl, damit der Logarithmus dimensionslos wird:

Γ(x)

x

543210
−1−2

−3

−4

10

5

−5

−10

Abb. 25.1 : Die Gammafunktion mit x ∈ R
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(25.38b) =r=1 −i lim
ε→0

(K
4π
)2( 1

κ2

)ε/2(2
ε
− γ + 1

)[
1 + ε

2 ln
(4πκ2

K2

)]
= −i lim

ε→0

(K
4π
)2[2

ε
− γ + 1 + ln

(4πκ2

K2

)]
(25.47)

In der letzten Zeile wurden mit Hinblick auf limε→0 alle Terme O(ε) unter-
drückt.
Nun wenden wir uns dem Fall r = 2 zu. Mit Γ(ε/2) (25.40a)= 2/ε − γ and

Γ(2) = 1 und Γ(2) = 1 ergibt sich

(25.38b) =r=2 lim
ε→0

i

(4π)2

(2
ε
− γ

)( 4π
K2

)ε/2
=(25.46) lim

ε→0

i

(4π)2

( 1
κ2

)ε/2(2
ε
− γ

)[
1 + ε

2 ln
(4πκ2

K2

)]
= lim

ε→0

i

(4π)2

[2
ε
− γ + ln

(4πκ2

K2

)]
. (25.48)

Es ist zweckmäßig, mit einer
MS ≡ Minimale Subtraktion

genannten Methode den divergierenden Term limε→0 2/ε und den völlig
unbestimmten Faktor κ in einer neuen Variablen w zu kondensieren:

lim
ε→0

2
ε

+ ln
(4πκ2

K2

) MS−−−−−→ lim
w→∞

ln
(4πw2

K2

)
(25.49a)

Bei einer alternativen Methode, die als
MS ≡ modifizierte Minimale Subtraktion

bezeichnet wird, werden außerdem γ und 4π in w absorbiert:

lim
ε→0

2
ε
− γ + ln

(4πκ2

K2

) MS−−−−−→ lim
w→∞

ln
(w2

K2

)
(25.49b)

Mit MS lautet das regularisierte Integral

+∞∫
−∞

d4k

(2π)4
1(

k2 −K2 + iε′
)r

r=1= −i

(
K
4π

)2[
1 + limw→∞ ln

(
w2

K2

)]
r=2= + limw→∞

i
(4π)2 ln

(
w2

K2

)
.

(25.50a)

(25.50b)
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Egal in welchen Potenzen k in (25.38) vorkommt, ist die Divergenz bei
dimensionaler Regularisierung wegen (25.40b) in jedem Fall

limε→0 2/ε (25.49)∼ limw→∞ ln(w2/K2) .

Bei Abschneide-Regularisierung und bei Pauli-Villars-Regularisierung ha-
ben wir Divergenzen ∼ limΛ→∞ ln(Λ/K) harmloser eingeschätzt als Diver-
genzen ∼ limΛ→∞Λ/K, und diese wiederum harmloser als Divergenzen
∼ limΛ→∞Λ2/K2. Zwar divergieren natürlich alle diese Ausdrücke, aber
wir hatten die Möglichkeit im Hinterkopf, dass eine (noch unbekannte)
sehr kleine fundamentale Länge – und folglich eine maximale Wellenzahl
Λmax – existieren könnte, mit der die divergierenden Grenzwerte durch
(Λmax/K)2 � (Λmax/K) � ln(Λmax/K) zu ersetzen wären. Es ist kein
vergleichbares physikalisches Argument bekannt, den Grenzübergang ε→ 0
bzw. w → ∞ bei einem endlichen εmin > 0 bzw. wmax < ∞ zu stoppen.
Divergierende Integrale sind auch nach dimensionaler Regularisierung streng
unendlich, und die Regularisierung bewirkt nichts anderes als sie in ge-
eigneter Weise zur Renormierung irgendeines Parameters vorzubereiten.
Deshalb wäre es sinnlos, den Divergenzgrad von dimensional regularisierten
Integralen zu diskutieren.

Um die Divergenz aus der Theorie zu entfernen, muss in einem folgenden
Schritt einer der Parameter Kopplungskonstante, oder Masse, oder Feldam-
plitude in der Weise renormiert werden, dass er den divergierenden Faktor
limw→∞ ln(w2/K2) absorbiert.
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26 Renormierung der QED

In Tabelle 25.1 auf Seite 578 sind die fünf Schleifendiagramme aufgezählt,
die möglicherweise divergieren können. In diesem Kapitel werden wir die
fünf Diagramme genauer untersuchen und – soweit erforderlich – durch
Renormierung bearbeiten.

26.1 Vakuum-Polarisation

Am Beginn von Abschnitt 20.3 wurde begründet, warum die LSZ-Formel
zur Berechnung von Propagator-Korrekturen nicht verwendet werden kann.
Das gilt natürlich auch für die Propagator-Korrekturen der QED. Man muss
stattdessen auf die allgemeine Formel für Matrixelemente

〈0|Tψ(W )(xr) . . . ψ(W )(x1) |0〉 (23.11)=

=

〈0|Tψ(xr) . . . ψ(x1)
∞∑
n=0

1
n!
(
− i

~

+∞∫
−∞

dτ H(τ)
)n
|0〉

〈0|T
∞∑
m=0

1
m!
(
− i

~

+∞∫
−∞

dτ H(τ)
)m
|0〉

(26.1)

zurückgreifen. Wie in (19.21) vereinbart, sind Operatoren mit Index (W )
die vollständigen Operatoren der Theorie mit Wechselwirkung. Operatoren
ohne diesen Index sind Operatoren im Wechselwirkungs-Bild. Die im Zähler
auftretenden Vakuumblasen werden wir wie gewohnt gegen den Nenner
kürzen, so dass nur der Zähler für verbundene Graphen berechnet werden
muss. Weil wir die Nomenklatur

S(0)(x2 − x1) ≡ S(x2 − x1) (16.31)= 〈0|Tψ(x2)ψ(x1) |0〉
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D(0)
µν (x2 − x1) ≡ Dµν(x2 − x1) (17.85)= 〈0|TAµ(x2)Aν(x1) |0〉

der Feynman-Propagatoren nicht ändern wollen, nennen wir die Propagato-
ren mit Selbstwechselwirkung

S(W )(x2 − x1) =
∞∑
n=0

S(n)(x2 − x1) =

= 〈0|Tψ(W )(x1)ψ(W )(x2) |0〉

D(W )
µν (x2 − x1) =

∞∑
n=0

D(n)
µν (x2 − x1) =

= 〈0|TA(W )µ(x1)A(W )ν(x2) |0〉 .

Aus dem Vergleich der Kästen 20.4 und 20.2 der ψs-Theorie erkennt man,
dass die Feynman-Regeln für die Berechnung von Propagator-Korrekturen
lediglich einige Modifikationen der Regeln für die Berechnung der S-Matrix
enthalten. Um auch die Regeln für die Berechnung der Propagator-Korrek-
turen der QED übersichtlich zur Hand zu haben, wurden die entsprechend
modifizierten Regeln aus Kasten 24.1 extrahiert und in Kasten 26.1 auf der
nächsten Seite eingetragen. Nach diesen Regeln bekommt der erste Graph
in (25.1)

D̃(2)
µν (kγ) =̂ 2 ·

+kγk

k

γkγk

, (26.2)

der oft auch Selbstenergie des Photons genannt wird, ein negatives Vorzei-
chen und den Symmetriefaktor 2. Denn die beiden inneren Fermionenlinien
müssen gemäß Regel K als Teilchen (nicht Antiteilchen) interpretiert werden:

〈0|TA(x1)A(x2)ψ(y) γµAµ(y)ψ(y)ψ(z) γνAν(z)ψ(z) |0〉 (26.3a)

Deshalb muss das Operatorpaar ψ(y)ψ(z) umgedreht werden, damit der
Erzeugungsoperator rechts und der Vernichtungsoperator links steht, was
zum Faktor (-1) führt. Am Ende von Abschnitt 23.1.4 hatten wir erklärt,
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Kasten 26.1 : Feynman-Regeln im Energie-Impuls-Raum für die Be-
rechnung von Propagatorkorrekturen n-ter Ordnung in der Quantenelek-
trodynamik
A Die Propagatorkorrektur entspricht der Summe sämtlicher verbundener

Graphen mit der Struktur
Propagator(n) = Propagator(0) · F (n) · Propagator(0) .

B Der Symmetriefaktor ist die Anzahl der Möglichkeiten, die Operatoren,
aus denen der Graph aufgebaut ist, paarweise zu den Propagatoren
des Graphen zusammenzufassen. Nur einer der gleichwertigen Graphen
wird als Summand in F (n) eingetragen, und mit dem Symmetriefaktor
multipliziert.

B′ Jede Vertauschung zweier fermionischer Operatoren bei der Kombina-
tion zu Propagatoren ergibt einen Faktor (−1).

C Jeder Vertex hat die Struktur .

D Für die n Vertizes gibt es einen Faktor
1
n!
(−iqγν
~

)n
.

G Für jede innere Photonen-Linie mit Wellenzahl k gibt es einen Faktor

D̃νµ(k) (17.86)= −igνµ µ0~c

k2 + iε′
,

für jede innere Fermionen-Linie mit Wellenzahl k einen Faktor

S̃(k) (12.24)=
i(γνkν +m c

~)
k2 −m2 c2

~2 + iε′
.

H Über die Wellenzahl k einer inneren Linie wird mit
1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π

summiert und integriert, falls k nicht durch Energie- und Impulserhal-
tung festgelegt ist.

J Es ist der Umordnungs-Operator US = (23.21) anzuwenden.
K Innere Fermionen-Linien müssen immer als Teilchen (nicht als Antiteil-

chen) interpretiert werden.
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dass dies negative Vorzeichen bei reinen Fermionenschleifen immer auftritt,
egal wie viele Linien die Schleife enthält.
Der Symmetriefaktor n! (in diesem Fall 2!) ergibt sich – wie in allen

Diagrammen der QED (und der Yukawa-Theorie) – aus der Permutation
der Vertizes, die zu folgender zweiten möglichen Kontraktion führt:

〈0|TA(x1)A(x2)ψ(y) γµAµ(y)ψ(y)ψ(z) γνAν(z)ψ(z) |0〉 (26.3b)

Damit wird die Korrektur des Photonenpropagators in Störungsrechnung
zweiter Ordnung:

D̃(2)
µν (kγ) = D̃µα(kγ) · FαβP · D̃βν(kγ)

FαβP = −2 · US
1
2!

(−iqγα)
~

1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π

·
i
(
γσ(kγ + k)σ +m c

~

)
(
(kγ + k)2 −m2 c2

~2 + iε′
) (−iqγβ)

~

i
(
γτkτ +m c

~

)
(
k2 −m2 c2

~2 + iε′
)

= − q
2

~2
1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π

·
Sp
{
γα
(
γσ(kγ + k)σ +m c

~

)
γβ
(
γτkτ +m c

~

)}
(
(kγ + k)2 −m2 c2

~2 + iε′
)(
k2 −m2 c2

~2 + iε′
) (26.4)

Im Zähler der letzten Zeile wurden die Spinorfaktoren der Fermionenschlei-
fe gemäß der Definition (23.21) des Umordnungsoperators US zur Spur
verknüpft. Abzählen der Potenzen von k ergibt den Schleifenindex

kd
(25.1)∼ d4k

k2

k4 ∼ k
2 =⇒ d = 2 .

Man erwartet demnach eine quadratische Divergenz dieses Graphen. Die
genauere Untersuchung wird zeigen, dass die Divergenz tatsächlich „nur“ lo-
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garithmisch ist. Um die Eichinvarianz der QED zu erhalten, wählen wir zur
Regularisierung des Integrals nicht die Abschneide-Methode, sondern das
in Abschnitt 25.3 beschriebene Verfahren von Pauli und Villars. Wir fügen
also N weitere Summanden zum Integranden hinzu, welche die Konstanten
Mj und Cj enthalten:

FαβP = − lim
Mj→∞

q2

~2
1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π

(

Sp
{
γα
(
γσ(kγ + k)σ +m c

~

)
γβ
(
γτkτ +m c

~

)}
(
(kγ + k)2 −m2 c2

~2 + iε′
)(
k2 −m2 c2

~2 + iε′
) +

+
N∑
j=1

Cj
Sp
{
γα
(
γσ(kγ + k)σ +Mj

c
~

)
γβ
(
γτkτ +Mj

c
~

)}
(
(kγ + k)2 −M2

j
c2

~2 + iε′
)(
k2 −M2

j
c2

~2 + iε′
) )

(26.5)

Für |k| → ∞ sind sämtliche Massen m undMj vernachlässigbar klein. Wenn
man die Konstanten so wählt, dass

N∑
j=1

Cj = −1 (26.6)

ist, wird die Divergenz des Integrals durch die zusätzlich eingefügten Ge-
genterme unterdrückt.

Bei der Berechnung von (26.5) wird vielfach das invariante Wellenzahlqua-
drat k2

γ des einlaufenden Photons auftreten. Für ein beobachtetes Photon
ist k2

γ = 0, so dass man alle Terme, die den Faktor k2
γ enthalten, streichen

könnte. Das werden wir jedoch nicht tun. Denn wir wollen die Berechnung
der Vakuumpolarisation von vornherein so anlegen, dass sie auch den Fall
berücksichtigt, dass diese Propagatorkorrektur im Inneren eines größeren
Graphen auftritt. Beispielsweise findet man bei der Streuung eines Fermions
an seinem Antiteilchen in vierter Ordnung der Störungsrechnung unter
anderem diesen Graphen:
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k

+kγk γkγk
(26.7)

Aus der Untersuchung in Abschnitt 24.3.7 wissen wir, dass das virtuelle
Photon in diesem Graphen ein invariantes Wellenzahlquadrat k2

γ < 0 (t-
Kanal-Streuung) oder k2

γ > 4m2c2/~2 (s-Kanal-Streuung, wobeim die Masse
des einlaufenden Fermions ist) hat. Darüber hinaus werden wir auch noch
die Möglichkeit 0 < k2

γ ≤ 4m2c2/~2 zulassen, die nur auftreten kann, wenn
auch die äußeren Fermionenlinien des Graphen (26.7) tatsächlich innere
Linien eines nochmals größeren Graphen sind.
Die Berechnung von FαβP = (26.5) wird in Anhang A.24 in allen Details

vorgeführt. Dabei stellt sich folgendes heraus:
∗ Entgegen dem ersten Anschein würde FαβP ohne Regularisierung durch die
Gegenterme „nur“ logarithmisch, jedoch nicht quadratisch divergieren.
∗ Für die Regularisierung des Integrals (26.5) mit dem Pauli-Villars-Ver-
fahren genügt ein einziger Gegenterm. Es wird deshalb

N = 1 C1 = −1 M ≡M1 (26.8)

festgelegt.
Die Rechnungen in Anhang A.24 ergeben folgendes Resultat:

FαβP =(A.182) (kαγ kβγ − k2
γg
αβ) ·Π (26.9a)

Π ≡ lim
M→∞

1∫
0

dξ −q
2(ξ − ξ2)
2π2~2

· V ·

·
(
− ln

(
1−

(ξ − ξ2)k2
γ~

2

m2c2

)
+ ln

(M2

m2

))
(26.9b)

V ≡
{

1 falls (ξ − ξ2)k2
γ < m2c2/~2

0 falls (ξ − ξ2)k2
γ ≥ m2c2/~2

(26.9c)

FαβP wird als Polarisationstensor bezeichnet, Π als Polarisationsfunktion. m
ist die Masse der Fermionen, die die Blase (26.2) bilden, M ist die Masse
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im Pauli-Villars-Gegenterm. In (26.9b) erkennt man, dass das Elektron als
leichtestes elektrisch geladenes Fermion den dominierenden Beitrag zu Π
leistet. Deshalb wird im Folgenden m = me als Masse und q = −e als
Ladung des Elektrons betrachtet. Das ist eine relativ grobe Näherung, weil
insbesondere die Beiträge der leichteren Quarks (siehe Tabelle 28.1 auf
Seite 655) eigentlich nicht vernachlässigbar klein sind.
Der dimensionslose Integrationsparameter ξ nimmt Werte im Intervall

0 . . . 1 an. Der Faktor (ξ − ξ2) variiert demnach zwischen 0 bei ξ = 0
und ξ = 1, sowie 0.25 bei ξ = 0.5 . Also wird das Argument des ersten
Logarithmus in (26.9b) bei ξ = 0.5 Null oder negativ, falls k2

γ ≥ 4m2c2/~2

ist. Das ist genau die Schwelle, bei der die Energie des virtuellen Photons
ausreicht, um zwei reelle Fermionen zu erzeugen. Diese konkurrierende
Möglichkeit saugt Wahrscheinlichkeitsamplitude aus dem Graphen (26.2) ab.
Die Funktion V = (26.9c) blendet diesen Teil des Integrals aus, weil er nichts
zu FαβP beiträgt. Zugleich verhindert V , dass die Polarisationsfunktion Π
wegen des mathematisch unsinnigen Logarithmus mit negativem Argument
explodiert.
Die Wahrscheinlichkeitsamplitude des Diagramms (26.2) wird aber auch

bei beliebig großem k2
γ nicht Null. Denn in jedem Fall ist (ξ − ξ2)k2

γ in der
Nachbarschaft von ξ = 0 und ξ = 1 kleiner als m2c2/~2, beziehungsweise
1− (ξ − ξ2)k2

γ~
2/(mc)2 größer als Null, und deshalb die Funktion V gleich

1. Siehe Abbildung 26.2. Wir bezeichnen die ξ-Werte, bei denen 1− (ξ −
ξ2)k2

γ~
2/(mc)2 gleich Null ist, als η und 1 − η, und unterteilen (26.9b) in

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

-1,2

-0,8

-0,4

0,0

0,4

0,8

1,2

1,6

-2

2

4

6

8

Die Parameter in der
Legende geben das
Verhältnis
k2
γ~

2/(mc)2 an.

Abb. 26.2 : 1− (ξ − ξ2)k2
γ~

2/(mc)2 als Funktion von ξ
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drei Bereiche:

1∫
0

dξ . . .

︸       ︷︷       ︸
Π

=
η∫

0

dξ . . .

︸       ︷︷       ︸
Πa

+
1−η∫
η

dξ . . .

︸         ︷︷         ︸
Πb

+
1∫

1−η

dξ . . .

︸         ︷︷         ︸
Πc

(26.10)

Die Funktion V setzt Πb auf Null, während Πa und Πc von Null verschieden
sind.

Um übersichtliche Formeln zu erhalten, beschränken wir uns für den Rest
dieses Abschnitts auf den Fall k2

γ < 4m2c2/~2, bei dem V stets Eins ist,
egal welchen Wert ξ hat. Wir betonen aber, dass alles im Folgenden gesagte
sinngemäß auch für k2

γ ≥ 4m2c2/~2 gilt, wobei dann das Integral über ξ
entsprechend (26.10) unterteilt werden muss, und nur die Randintegrale Πa

und Πc zum Ergebnis beitragen.
Außerdem wird die Feinstrukturkonstante

αq = q2µ0c

4π~ = q2

4πε0~c
(26.11a)

α ≡ αe = e2µ0c

4π~ = e2

4πε0~c
≈ 1

137 (26.11b)

in die Formeln eingeführt. Damit vereinfacht (26.9) sich zu

FαβP =(26.9) (kαγ kβγ − k2
γg
αβ) Π (26.12a)

Π = lim
M→∞

2α
π~µ0c

(
I − 1

6 ln
(M2

m2

))
(26.12b)

I ≡
1∫

0

dξ (ξ − ξ2) ln
(
1−

(ξ − ξ2)k2
γ~

2

m2c2

)
(26.12c)

falls k2
γ < 4m2c2/~2

Die mühsame analytische Berechnung des Integrals I ersparen wir uns,
und lassen stattdessen den PC arbeiten. In Abbildung 26.3 wird das Er-
gebnis der numerischen Integration dargestellt. Wegen limξ→0 ξ ln(ξ) = 0
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Weitere Werte:
I(−1E12) = 4.33
I(−1E9) = 3.18
I(−1E6) = 2.02
I(−1E3) = 0.87
I(−1E1) = 0.18

Abb. 26.3 : I = (26.12c) als Funktion von k2
γ~

2/(mc)2

divergiert es bei k2
γ = 4m2c2/~2 nicht, sondern hat den endlichen Wert

−0.44 . Der Wert des Integrals steigt über 0 beim invarianten Wellenzahl-
quadrat k2

γ = 0 eines freien Photons kontinuierlich langsam an auf etwa
4 bei k2

γ = −1012m2c2/~2 eines raumartigen virtuellen Photons. Mit der
Elektronenmasse m ≈ 0.5MeV entspricht k2

γ = −1012m2c2/~2 einer invari-
anten Masse des virtuellen Photons von ~c|kγ | ≈ 500GeV/c2. I ist endlich,
weil k2

γ endlich ist, und liegt unter allen praktisch relevanten Umständen im
Bereich −0.44 < . . . < 5.
Jetzt betrachten wir, wie die Streumatrix M = (24.47b), die wir in

Abschnitt 24.3.1 in Störungsrechnung zweiter Ordnung für die t-Kanal-
Streuung eines Elektrons an einem Myon berechnet haben, durch die Vaku-
umpolarisation, die hier als Effekt 4.Ordnung auftaucht, modifiziert wird.

M(2) +M(4)
a =̂ 2 ·

k
1 k

k

2

4

k
1 3
k-

k
3

+ 24 ·
k

+kγk γkγk

1
k

3
k

4
k

2
k

(26.13)

Die Symmetriefaktoren sind – wie immer in der QED – identisch mit der
Fakultät der Anzahl der Vertizes. Das bedeutet zugleich aber, dass sie
immer gegen den Faktor 1/n! zu kürzen sind, der aus der Taylorentwicklung
des Wechselwirkungsterms im Matrixelement stammt. In (26.4) haben wir
2/2! = 1 eingesetzt, weil dort die Propagatorkorrektur zweiter Ordnung
berechnet wurde. Diesen Faktor müssen wir im Graphen vierter Ordnung
durch 24/4! = 1 ersetzten, d.h. die Änderung der Symmetriefaktoren wird
in den folgenden Formeln überhaupt nicht sichtbar. Der Index a wurde
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eingefügt, weil es in vierter Ordnung der Störungsrechnung mehrere weitere
Korrekturterme zur t-Kanal-Streumatrix zweiter Ordnung gibt, die wir erst
später diskutieren werden. Wir setzen die Streumatrizen aus den Gleichungen
(24.47b), (26.4), und (26.12) zusammen. Weil die einlaufenden Fermionen
unterschiedlichen Flavor haben, sind die grün eingefärbten Faktoren in
(24.47b), die zur u-Kanal-Streuung gehören, gleich Null zu setzen. Außerdem
ist k2

γ = (k1−k3)2 < 0, weil die vier äußeren Fermionenlinien wirklich äußere
Linien sind.

M(2) +M(4)
a = −

(+ie
~

)2
(r3ūk3 γµ r1uk1) (−igµα µ0~c)

(k1 − k3)2 + iε′
·

·
(
gαν + (−iFαβP ) (−igβν µ0~c)

(k1 − k3)2 + iε′

)
(r4ūk4 γν r2uk2)

= lim
M→∞

e2

~2
(r3ūk3 γµ r1uk1) (−igµα µ0~c)

(k1 − k3)2 + iε′
·

·
(
gαν − i

(
(k1 − k3)α(k1 − k3)β − (k1 − k3)2gαβ

) 2α
π~µ0c

·

·
(
I − 1

6 ln(M
2

m2 )
) (−igβν µ0~c)

(k1 − k3)2 + iε′

)
(r4ūk4 γν r2uk2) (26.14)

In diesem Ausdruck kann ein Summand gestrichen werden, weil die Spinoren
Lösungen der freien Diracgleichung sind:

r3ūk3 γµ r1uk1gµα(k1 − k3)α = r3ūk3 (/k1 − /k3)r1uk1 =
= r3ūk3 (−/k3 +mc/~︸                      ︷︷                      ︸

0

+ /k1 −mc/~)r1uk1︸                   ︷︷                   ︸
0

= 0

Anschließend kann man

gµα(Xgαν + Y gαβgβν) = gµν(X + Y )

vereinfachen, und einen Faktor (k1−k3)2 kürzen. (Dabei wird ein Summand
iε′ überflüssig.)
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M(2) +M(4)
a = e2

~2
(r3ūk3 γµ r1uk1) (−igµν µ0~c)

(k1 − k3)2 + iε′
·

·
(

1 + 2α
π

(
I − 1

6 lim
M→∞

ln
{M2

m2

}))
(r4ūk4 γν r2uk2) (26.15)

Wegen e2 ∼ α kann man e2 · ( ) in der Form

e2
( )

= e2
(
1 + 2α

π
I
)
· Z3 +O(α3)

Z3 ≡ 1− α

3π lim
M→∞

ln
{M2

m2

}
(26.16)

schreiben. Es genügt uns, wenn alle Ergebnisse korrekt sind bis zur Ordnung
O(α2). Deshalb durfte die quadratische Ergänzung O(α3) eingefügt werden.
Der Faktor Z3 wird durch die Renormierung der Elektronenladung eli-

miniert. Das bedeutet: Die Ladung e, die in den vorangegangenen Formeln
vorkam, wird zur „nackten“, nicht messbaren Ladung erklärt, die wir mit
dem Index Null als e0 kennzeichnen. Dagegen wird die in Experimenten
gemessene Ladung als e bezeichnet. Auch die Feinstrukturkonstante kenn-
zeichnen wir als α0, wenn sie das Produkt e2

0 enthält, dagegen als α, wenn sie
das Produkt e2 enthält. Folgende Relation zwischen e0 und e wird postuliert:

e2
0 · Z3 = e2

0

(
1− α0

3π lim
M→∞

ln
{M2

m2

}) Renormierung−−−−−−−−−→ e2

Messung bei k2
γ → 0

(26.17)

Der renormierte Wert von e2, der hier einzusetzen ist, wird experimentell
ermittelt, beispielsweise durch Streuung von Elektronen an Myonen. Die
Messung soll bei möglichst kleinem Impulsübertrag k2

γ durchgeführt werden
(das bezeichnet man als Vorwärts-Streuung), damit die komplizierte nichtli-
neare Korrektur durch den Faktor I vermieden wird. Für k2

γ ≈ 0 ist I ≈ 0,
siehe Abbildung 26.3.
Für t-Kanal-Streuung mit beliebig großem Impulsübertrag ist die renor-

mierte Streumatrix
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M(2) +M(4)
a = e2

~2

(
1 + 2

π
α I
)
·

· (r3ūk3 γµ r1uk1) (−igµν µ0~c)
(k1 − k3)2 + iε′

(r4ūk4 γν r2uk2) =

=(24.47b)M(2)
nicht renormiert ·

e2

e2
0

(
1 + 2

π
α I
)
. (26.18)

Bei t-Kanal-Streuung ist wegen k2
γ = (k3−k1)2 < 0 der Faktor I positiv. Des-

halb nimmt die experimentell beobachtete wirksame Ladung e2(1 + 2αI/π)
mit zunehmendem Impulsübertrag zu. Dagegen nimmt sie bei s-Kanal-Streu-
ung wegen k2

γ > 0 mit zunehmendem Impulsübertrag ab. Eine anschauliche
Interpretation des Faktors I ist nicht offensichtlich. Die Wirkung von I darf
nicht mit der „laufenden Kopplungskonstanten“ verwechselt werden, die wir
in (26.21)ff diskutieren werden.
Für ein freies (nicht virtuelles) Photon ist (kγ)2 = 0 und I = 0. Mit der

nicht renormierten Feinstrukturkonstanten α0 und

α0
3π lim

M→∞
ln
(M2

m2

) (26.17)= 1− Z3

ergibt sich als Propagatorkorrektur in zweiter Ordnung der Störungstheorie

D̃(2)
µν (kγ) =(26.4)

D̃µα(kγ) · FαβP · D̃βν(kγ)

=(26.14) (−igµα µ0~c)
(kγ)2 + iε′

kαγ k
β
γ α0

3π~µ0c
lim
M→∞

ln
(M2

m2

) (−igβν µ0~c)
(kγ)2 + iε′

=?
−gµαkαγ kβγ gβν µ0~c(1− Z3)

(kγ)4 + iε′
nur vorläufig!

Dieser Ausdruck ist unbrauchbar, weil er das unbekannte Z3 enthält. Es
fehlt der Faktor e2

0, mit dem Z3 das bekannte Produkt Z3e
2
0 = e2 bilden

würde. Das Problem beruht darauf, dass die Vorstellung eines freien Photons
physikalisch fragwürdig ist. Wir können von der Existenz eines Photons
nur dadurch etwas erfahren, dass es einmal von einem geladenen Fermion
emittiert wurde, oder dass es von einem Fermion absorbiert werden wird. Im
Grunde sollte also jede Photonenlinie als innere Linie betrachtet werden. Aus
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(26.18) liest man für das Produkt (e2
0·Propagator mit Selbstwechselwirkung)

ab:

innere Photonenlinie: e2
0D̃

(W )
µν (kγ) = e2

0D̃
(0)
µν (kγ) + e2

0D̃
(2)
µν (kγ) =

= (−igµν µ0~c)
(kγ)2 + iε′

(
1 + 2

π
α0I

)
Z3e

2
0︸                                         ︷︷                                         ︸

nicht renormiert

= (−igµν µ0~c)
(kγ)2 + iε′

(
1 + 2

π
αI
)
e2

︸                                   ︷︷                                   ︸
renormiert (26.19)

Zurückübersetzt auf das Matrixelement (24.45) im Zeit-Orts-Raum bedeutet
das

〈0|T . . . Aµ(W )(y)Aν(W )(z) . . . |0〉c =

= 〈0|T . . .
√
Z3A

µ(y)
√
Z3A

ν(z) . . . |0〉c . (26.20)

Der Feldoperator des Eichfeldes erhält durch die Selbstwechselwirkung einen
zusätzlichen Normierungsfaktor

√
Z3. Wann immer das Feld an einen Vertex

mit Ladungsfaktor q0 andockt, wird das Produkt q0
√
Z3 = q gebildet. Der

Selbstwechselwirkungsgraph (26.2) verschwindet aus der Theorie (besser
gesagt: er wird unsichtbar), wenn erstens die Ladungsparameter q0 durch
experimentell ermittelte Ladungsparameter q ersetzt werden, und wenn
zweitens für jede innere Photonenlinie ein zusätzlicher Faktor (1 + 2αIπ)
mit I = (26.12c) eingefügt wird.

Wenn man (26.17) mit 1/(4πε0~c) multipliziert, erhält man eine Gleichung
für die Kopplungskonstante:

α0 −
α2

0
3π lim

M→∞
ln
{M2

m2

}
= α (26.21)

Es ist klar, dass α0 in genau abgestimmter Weise divergieren muss, damit
sich die gemessene Kopplungskonstante α ≈ 1/137 ergibt. Interessanter
ist diese Gleichung, wenn man gemäß (21.29) eine fundamentale Länge r
annimmt, und deshalb Integrale über Wellenzahlen bei Λ ≈ π/r abschneiden
muss. Bei Pauli-Villars-Regularisierung bedeutet das, dass man als Masse
des Gegenterms den endlichen Wert
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Mc

~
= Λ = π

r
=⇒ M = π~

rc
(26.22a)

einsetzen muss. Dadurch wird die Kopplungskonstante α0 in (26.21) zu αr:

αr
[
1− αr

3π ln
{ π2~2

r2c2m2

}]
= α

αr ≈
α

1− α

3π ln
{ π2~2

r2c2m2

} = α

1− α

3π ln
{Λ2~2

m2c2

} ≈ αΛ (26.22b)

Das ist offensichtlich nur dann eine brauchbare Näherung, wenn der Betrag
des zweiten Terms im Nenner klein gegen 1 ist. Die gemessene Kopplungs-
konstante α = 1/137 für r →∞ (d. h. sehr kleinen Impulsübertrag zwischen
den streuenden Fermionen bzw. |kγ | des virtuellen Photons sehr klein) ist
bekannt, ebenso die Compton-Wellenlänge 2π~/(mc) = 2.4 · 10−12m des
Elektrons. Damit findet man

αr ≈ 1/126 für r = 1, 6 · 10−35m = lPlanck
αr ≈ 1/128 für r = 10−30m
αr ≈ 1/134 für r = 10−18m
αr ≈ 1/137 für r = 10−12m ≈ lCompton .

(26.22c)

Das stimmt qualitativ, aber nicht quantitativ mit den gemessenen Werten
(21.20a) überein. Um genauere Werte der laufenden Kopplungskonstanten zu
erhalten, muss man offenbar noch Terme O(α3) hinzufügen, vor allem aber
auch den Beitrag virtueller Quarks zur Vakuum-Polarisation berücksichti-
gen, siehe die Anmerkung unter (26.9). Man kann aber grob abschätzend
feststellen, dass die relative Änderung α0/α der Kopplungskonstanten der
QED bei der Renormierung weit weniger als einen Faktor 2 betragen dürfte,
wenn die fundamentale Länge r (so es sie denn gibt) nicht wesentlich kleiner
als die Planck-Länge ist. In (26.17) divergiert die relative Änderung der
Kopplungskonstanten, weil als fundamentale Länge r = 0 angenommen
wird.

Zur anschaulichen Deutung der laufenden Kopplungskonstanten findet
man in der Literatur zuweilen suggestive Bilder, in denen die dielektri-
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sche Wirkung der Elektronenblase als Verschiebung virtueller Elektronen
gegen virtuelle Positronen dargestellt wird. Solche Bilder sind zumindest
missverständlich. Nach Satz (23.39) sind virtuelle Fermionen in der Quanten-
elektrodynamik formal niemals als virtuelle Antiteilchen, sondern immer als
virtuelle Teilchen zu behandeln. Beide inneren Fermionenlinien im rechten
Graphen von (26.13) müssen als Elektronen mit der Ladung −e interpre-
tiert werden. Die dielektrische Abschirm-Wirkung kommt durch den Faktor
(-1) zustande, der aus der Antisymmetrie der Matrixelemente (26.3) bei
Vertauschung zweier fermionischer Operatoren resultiert. Wieder stellen wir
fest, dass die Quantenfeldtheorie hinsichtlich der Anziehung und Abstoßung
zwischen geladenen Teilchen wesentlich unanschaulicher ist als die Klassische
Theorie.

26.2 Selbstenergie des Fermions

Der Propagator eines Fermions mit Selbstwechselwirkung

S̃(W )(k1) =
∞∑
n=0

S̃(n)(k1) (26.23a)

ist in nullter Ordnung der Störungsrechnung gleich dem Propagator

S̃(0)(k1) ≡ S̃(k1) =̂ (26.23b)

des Fermions in der Theorie ohne Wechselwirkung. Das Diagramm zweiter
Ordnung

S̃(2)(k1) =̂ 2! · (26.23c)

ist das zweite Diagramm in der Tabelle (25.1) der möglicherweise divergieren-
den Schleifendiagramme der QED. Wir werden es gleich explizit berechnen.
In vierter Ordnung gibt es unter anderem die folgenden Diagramme:

S̃(4)(k1) =̂ 4! · + 4! · +

+ 4! · + 4! · . . . (26.23d)
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Das dritte Diagramm ist one-particle-reducibel, siehe Definition im Anschluss
an (20.82) auf Seite 453. Die beiden anderen Diagramme sind 1PI=one-
particle-irreducibel, denn man kann sie nicht durch Auftrennen einer einzigen
Linie in zwei Diagramme zerlegen. In sechster Ordnung findet man unter
anderem die Diagramme

S̃(6)(k1) =̂ 6! · + 6! · +

+ 6! · + . . . (26.23e)

Das erste Diagramm ist 1PI, die beiden anderen sind es nicht. Man definiert
die Summe aller 1PI Diagramme mit Ausnahme von S̃(0)(k1) als

S̃(k1) Σ(k1) S̃(k1) =̂ 2! · + 4! · +

+ 4! · + 4! · . . . + 6! · + . . . . (26.24)

Achtung: Σ ist hier nicht das Summen-Zeichen, sondern eine unendliche
Reihe mit dem Namen Sigma. Nach dieser Definition gehören also die ein-
und auslaufenden Propagatoren in den Diagrammen nicht zu Σ, sondern nur
das, was dazwischen grün gezeichnet ist. Insbesondere ist der Term O(q2)
in dieser Reihe gleich

k

k1- k1k 1k
=̂ S̃(2)(k1) = S̃(k1) · Σ(2)(k1) · S̃(k1) . (26.25)

Mit der Definition (26.24) kann man den Propagator eines Fermions mit
Selbstwechselwirkung auch in Form einer Geometrischen Reihe schreiben,
wobei wir wieder die Schreibweise mit dem Feynman-Dagger /k ≡ γνkν
verwenden:
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S̃(W ) = S̃ + S̃ΣS̃ + S̃ΣS̃ΣS̃ + . . .
(12.23),(12.24)=

=

i

/k1 −m0c/~

1− iΣ
/k1 −m0c/~

= i

/k1 −m0c/~− iΣ

(26.26)

Vereinfachend wird oft auch das Diagramm zweiter Ordnung (26.25) als
Selbstenergie des Fermions bezeichnet, obwohl es sich bei ihm lediglich um
den Term niedrigster Ordnung in der vollständigen Propagatorkorrektur
(26.26) handelt. Die nackte Masse m0 des Fermions existiert nur als Pa-
rameter in der Theorie, dieser Parameter ist nicht direkt messbar. Was
man messen kann ist die effektive Masse m, die den Pol im renormierten
Propagator

S̃(W ) = i

/k1 −mc/~

bewirkt. Allerdings kann man nicht einfach iΣ~/c als Massekorrektur be-
trachten. Denn Σ(k1) ist keine Konstante, sondern hängt in komplizierter
Weise von k1 ab. Wir entwickeln Σ(k1) in einer Taylorreihe um /k1 = m0c/~:

Σ(k1) =
∞∑
n=0

(/k1 −m0c/~)nWn =

= A+ (/k1 −m0c/~)B︸                        ︷︷                        ︸
O(q2)

+
∞∑
n=2

(/k1 −m0c/~)nWn︸                          ︷︷                          ︸
O(q4)

(26.27)

Um zu verstehen warum alle Summanden mit (/k1 − m0c/~)n, n ≥ 2 der
Störungsrechnung höherer als zweiter Ordnung zuzurechnen sind, betrach-
ten wir die Diagramme (24.106), (24.107), und (24.108), sowie die dort
abgeschätzten Massen der virtuellen Fermionen. Man erkennt, dass diese
Massen unter realistischen Annahmen über die Impulse der ein- und aus-
laufenden Teilchen nur geringfügig von den Massen der freien Fermionen
abweichen. Das liegt daran, dass die ein- und auslaufenden Photonen in
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diesen Streuprozessen die Ruhemasse Null haben, weil sie freie Teilchen
sind. Erst in Diagrammen höherer Ordnung, die sowohl virtuelle Photonen
als auch virtuelle Fermionen enthalten, ist mit größeren Abweichungen der
Masse virtueller Fermionen von der Masse freier Fermionen zu rechnen.
Deshalb können Terme (/k1 −m0c/~)n, n ≥ 2 in der Taylorentwicklung

(26.27) vernachlässigt werden, wenn man sich mit einer Genauigkeit O(q2)
der Korrektur des Fermionenpropagators zufrieden gibt. Diese Genauigkeit
des Propagators entspricht einer Genauigkeit O(q4) von Streudiagrammen
mit zwei einlaufenden und zwei auslaufenden Teilchen. Denn wir können die
Berechnung der Graphen (24.106), (24.107), und (24.108) bis zur vierten
Ordnung der Störungsrechnung, d.h. O(q4), ausdehnen, indem wir der
virtuellen Fermionenlinie die Korrektur zweiter Ordnung (26.25), die wir
im Folgenden berechnen werden, aufpfropfen. Man erhält ein einschließlich
O(q2) korrektes Ergebnis, wenn die Koeffizienten A und B der Taylorreihe
(26.27) berücksichtigt und die restlichen KoeffizientenWn mit n ≥ 2 ignoriert
werden.

Die beiden Koeffizienten A,B ∈ R sind von der Größenordnung O(q2).
Deshalb kann man den Nenner des Propagators (26.26) schreiben als

/k1 −m0c/~− iA
1 + iB

=
/k1 −m0c/~− iA− /k1iB + iBm0c/~−AB

(1 + iB)(1− iB) =

= /k1 −m0c/~−iA− (/k1 −m0c/~)iB︸                             ︷︷                             ︸
−iΣ(2)

+O(q4) , (26.28)

und der Propagator mit Selbstwechselwirkung erhält folgende Form:

S̃(W ) (26.26)= i (1 + iB)
/k1 −m0c/~− iA

+O(q4) = i Z2
/k1 −mc/~

+O(q4)

mit Z2 ≡ 1 + iB und m ≡ m0 + iA~/c (26.29)

Da wir uns mit einer Genauigkeit O(q2) zufrieden geben, kann man die
Koeffizienten

A
(26.27)= Σ(2)

∣∣∣∣
/k1=m0c/~

und B
(26.27)= ∂Σ(2)

∂/k1

∣∣∣∣
/k1=m0c/~

(26.30)
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berechnen, sobald man die algebraische Form von Σ(2) kennt. Diese müssen
wir als Nächstes berechnen.

Es wird sich herausstellen, dass das Diagramm (26.25) logarithmisch
divergiert. Die Divergenz werden wir durch die Renormierung der Masse
des Fermions sowie durch eine weitere Renormierung der Ladung beheben.
Allerdings wird nur die Renormierung der Masse Bestand haben. Die zweite
Renormierung der Ladung (eine erste Renormierung der Ladung haben wir
ja gerade aufgrund der Vakuum-Polarisation vorgenommen) wird durch
eine dritte Renormierung der Ladung, die im nächsten Abschnitt bei der
Vertexkorrektur auftreten wird, genau kompensiert. Deshalb unterscheiden
wir im Folgenden zwischen der nicht messbaren „nackten“ Masse m0 des
Fermions, und der renormierten Masse m. Die Berechnung des Diagramms
wird mit der nicht renormierten Masse m0, jedoch mit der im vorigen
Abschnitt renormierten Ladung durchgeführt. Nach den Regeln von Kasten
26.1 hat das Diagramm (26.25) folgenden Wert:

k

k1- k1k 1k
=̂ S̃(2)(k1) = S̃(k1) · Σ(2)(k1) · S̃(k1) (26.31)

Σ(2) = −2 · US
1
2!

(−iqγα)
~

1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π

· i(γν(k1 − k)ν +m0c/~)
(k1 − k)2 − (m0c/~)2 + iε′

(−i)gαβ µ0~c

k2 + iε′
(−iqγβ)
~

= q2µ0c

~

1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π
γα
(
γν(k1 − k)ν +m0c/~

)
γα(

(k1 − k)2 −m2
0c

2/~2
)
k2 + iε

(26.32)

Hier wurde der Symmetriefaktor 2 eingesetzt, der wie immer in der QED
identisch ist mit der Fakultät der Anzahl der Vertizes, und sich deshalb gegen
den Faktor 1/2! aus der Taylorentwicklung des Wechselwirkungsterms kürzt.
Denn das Matrixelement der Selbstenergie eines fermionischen Teilchens
(nicht Antiteilchens), das sich von x1 nach y bewegt, dort ein Photon mit
Wellenzahl k emittiert, bei z dieses Photon wieder absorbiert, und sich
schließlich weiter nach x2 bewegt, hat die Kontraktion
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〈0|Tψ(x1)ψ(x2)ψ(y) γµAµ(y)ψ(y)ψ(z) γνAν(z)ψ(z) |0〉 .

Um die Propagatoren zu bilden, sind 5 Vertauschungen fermionischer Opera-
toren erforderlich, also gibt es einen Faktor (−1). Wenn sich das einlaufende
Teilchen stattdessen von x1 nach z bewegt, und schließlich von y nach x2
ausläuft, hat das Matrixelement die Kontraktion

〈0|Tψ(x1)ψ(x2)ψ(y) γµAµ(y)ψ(y)ψ(z) γνAν(z)ψ(z) |0〉 .

Zur Bildung der Propagatoren ist 1 Vertauschung fermionischer Operatoren
erforderlich, was wieder einen Faktor (−1) ergibt.

Betrachtet man stattdessen den Graph

k

k1- k1k 1k eines Antiteilchens,
das sich von x1 nach y oder nach z bewegt, dort ein Photon mit Wellenzahl
k emittiert, dieses Photon bei z oder bei y wieder absorbiert, und schließlich
nach x2 ausläuft, dann erhält man ein Matrixelement mit den beiden
folgenden Kontraktionen:

〈0|Tψ(x1)ψ(x2)ψ(y) γµAµ(y)ψ(y)ψ(z) γνAν(z)ψ(z) |0〉

〈0|Tψ(x1)ψ(x2)ψ(y) γµAµ(y)ψ(y)ψ(z) γνAν(z)ψ(z) |0〉

Auch in diesem Fall ist der Symmetriefaktor 2, und es gibt ein negatives
Vorzeichen, weil die Bildung der Propagatoren in beiden Fällen 3 Vertau-
schungen fermionischer Operatoren erfordert. Also ist die Korrektur der
Selbstenergie des Antiteilchens identisch mit der Korrektur (26.32) des
Teilchens, so dass keine separate Berechnung nötig ist.

Ohne den kleinen Summanden iε hätte das Integral (26.32) Pole bei
(k1 − k)2 = m2

0c
2/~2 und bei k2 = 0. Außer der logarithmischen UV-Di-

vergenz bei |k| → ∞ werden wir auch eine logarithmische IR-Divergenz
bei |k| → 0 finden, die allerdings erst in (26.44) deutlich sichtbar wird.
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Um die IR-Divergenz in Schach zu halten, ordnen wir dem Photon for-
mal eine kleine aber endliche Ruhemasse mγ zu, verschieben den Pol des
Photonenpropagators also nach k2 = m2

γc
2/~2. Diese formale Maßnahme

ist zulässig, weil – wie in Abschnitt 24.3.6 festgestellt – die IR-Divergenz
letztlich durch Graphen mit Bremsstrahlungsphotonen unmessbar kleiner
Energie kompensiert wird, also überhaupt nur deshalb auftaucht, weil wir
hier nur einen unvollständigen Teil der relevanten Graphen betrachten.

Nun fasst man die beiden Faktoren des Nenners mit der Methode (20.72)
zusammen:

1(
(k1 − k)2 −m2

0
c2

~2

)(
k2 −m2

γ
c2

~2

) =

=
1∫

0

dξ(
ξ
(
(k1 − k)2 −m2

0
c2

~2

)
+ (1− ξ)

(
k2 −m2

γ
c2

~2

))2 =

=
1∫

0

dξ(
(k − ξk1)2 + ξ(1− ξ)k2

1 − (1− ξ)m2
γ
c2

~2 − ξm
2
0
c2

~2

)2 (26.33)

Mithilfe der definierenden Relation (8.9) berechnen wir einige Kontraktionen
von γ-Matrizen:

γαγα = 4 (26.34a)
γαγτγα = (2gατ − γτγα)γα = 2γτ − γτ · 4 = −2γτ (26.34b)

γαγσγτγα = (2gασ − γσγα)γτγα =
= 2γτγσ + 2γσγτ = 4gστ (26.34c)

γαγργσγτγα = (2gαρ − γργα)γσγτγα = 2γσγτγρ − 4gστγρ =
= 4gστγρ − 2γτγσγρ − 4gστγρ = −2γτγσγρ (26.34d)

Man verwendet (26.34a) und (26.34b), substituiert die Summations- und
Integrationsvariable k durch k → κ = k − ξk1 und benennt anschließend κ
um in k. Damit lautet das Integral
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Σ(2) (26.32)= −
1∫

0

dξ 2q2µ0c

~

1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π ·

· (1− ξ)/k1 − /k − 2m0c/~(
k2 + ξ(1− ξ)k2

1 − (1− ξ)m2
γc

2/~2 − ξm2
0c

2~2 + iε
)2 . (26.35)

Hier wurde wieder der Feynman-Dagger /k ≡ γνkν verwendet. Der Summand
/k im Zähler kann gestrichen werden. Denn er ist antisymmetrisch für ±k,
während der Rest des Integranden symmetrisch ist für ±k, so dass das
Integral über diesen Summanden Null ergibt. Das verbleibende Integral hat
den Schleifenindex

kd ∼ d4k k-4 =⇒ d = 0 ,

so dass man für |k| → ∞ eine logarithmische Divergenz erwartet.
Wir schreiben Σ(2) in der Form

Σ(2) = 2q2µ0c

~

1∫
0

dξ V
(
2 m0c

~
− (1− ξ)/k1

)
·

· 1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π
1(

k2 −K2 + iε
)2 (26.36a)

K2 ≡ −(ξ − ξ2)k2
1 + (1− ξ)m2

γc
2/~2 + ξm2

0c
2/~2 (26.36b)

V ≡
{

1 falls K2 ≥ 0
0 falls K2 < 0 .

(26.36c)

K~/c spielt die Rolle einer effektiven Masse. Denn bei k = ±K hat Σ(2)

Pole. Unter Vernachlässigung des sehr kleinen m2
γ ist

K2~2

m2
0c

2 = ξ − (ξ − ξ2) k
2
1~

2

m2
0c

2 .

Diese Funktion wird in Abbildung 26.4 dargestellt. Für ein freies Teilchen
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Abb. 26.4 : K2~2/(m0c)2 als Funktion von ξ

mit k2
1 = m2

0c
2/~2 ist K2 bei beliebigem ξ immer ≥ 0 , ebenso für ein

virtuelles Teilchen mit k2
1 < m2

0c
2/~2. Dagegen gibt es bei einem virtuellen

Teilchen mit k2
1 > m2

0c
2/~2 einen Bereich kleiner ξ-Werte, bei denen K2 < 0

wird, die effektive Masse also imaginär ist. Die imaginäre effektive Masse
ist das formale Kennzeichen eines dissipativen Prozesses, in dem Energie
dadurch aus dem untersuchten System verschwindet, dass sie in Wärme
umgewandelt wird. In diesem Fall besteht die Dissipation darin, dass ein
Kanal zugänglich wird, der in Konkurrenz zum Diagramm (26.32) steht: Bei
k2

1 > m2
0
c2

~2 reicht die Energie im System dafür aus, dass aus dem virtuellen
Photon mit Wellenzahl k ein reales Photon mit Wellenzahl k und aus dem
virtuellen Fermion mit Wellenzahl k1 − k ein reales Fermion mit Wellenzahl
k1 − k wird. An die Stelle von (26.32) tritt also ein Bremsstrahlungsprozess
der Art (24.91).
Die Funktion V bewirkt, dass bei der Integration über ξ der dissipati-

ve Bereich mit K2 < 0 ausgeblendet wird. Deshalb kann die allgemeine
Integralformel

1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π
1(

k2 −K2 + iε′
)r (20.64)= i(−1)r

16π2

+∞∫
0

dR2 R2(
R2 +K2

)r
r ∈ R, r > 1

2 , K2 ∈ R,K2 ≥ 0 (26.37)

angewendet werden. Mit ihr erhält man
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Σ(2) =
1∫

0

dξ V
iq2µ0c

(
2m0c/~− (1− ξ)/k1

)
8π2~

+∞∫
0

dR2 R2

(R2 +K2)2 . (26.38)

Das Integral über R divergiert logarithmisch bei R→∞. In der ψs-Theorie
haben wir es mithilfe eines Abschneide-Parameters Λ regularisiert. Diese
Methode wollen wir hier nicht wiederholen, um nicht die Eichinvarianz der
QED zu gefährden. Stattdessen regularisieren wir das Integral nach der
Methode von Pauli und Villars durch Einführung eines Gegenterms:

Σ(2) = lim
M→∞

1∫
0

dξ V
iq2µ0c

(
2m0c/~− (1− ξ)/k1

)
8π2~

·

·
+∞∫
0

dR2
(

R2

(R2 +K2)2 −
R2

(R2 +K2
M )2

)
(26.39a)

K2 =(26.36b) −(ξ − ξ2)k2
1 + (1− ξ)m2

γc
2/~2 + ξm2

0c
2/~2 (26.39b)

K2
M ≡ −(ξ − ξ2)k2

1 + (1− ξ)m2
γc

2/~2 + ξM2c2/~2 ≈
≈ ξM2c2/~2 because of M2 � m2

0 (26.39c)

M , und demzufolge auch KM , werden groß aber endlich gewählt. Deshalb
werden bei R →∞ sowohl K2 als auch K2

M vernachlässigbar klein gegen
R2, und die beiden Terme in (26.39a) kompensieren sich zu Null.

Σ(2) =(26.39a) lim
M→∞

1∫
0

dξ V
iq2µ0c

(
2m0c/~− (1− ξ)/k1

)
8π2~

·

·
(

K2

R2 +K2 + ln
( R2 +K2

R2 +K2
M

)
− K2

M

R2 +K2
M

)∣∣∣∣∞
0

= iαq
2π

1∫
0

dξ V
(
2 m0c

~
− (1− ξ)/k1

)
lim
M→∞

ln
(K2

M

K2

)
. (26.40)

Die Feinstrukturkonstante αq wurde in (26.11) definiert.
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Unter Beachtung von

(/k1)2 = 1
2kα(γαγβ + γβγα)kβ

(8.9)= 1
2kα2gαβkβ = (k)2 (26.41)

berechnen wir nun die Koeffizienten A und B:

A = Σ(2)
∣∣∣∣
/k1=m0c/~

(26.40)= iαqm0c

2π~

1∫
0

dξ V (1 + ξ) lim
M→∞

ln
(k2

M

K2

)

Die Funktion V = (26.36c) verhindert eine allgemeine Lösung des Integrals
über ξ. Wir schränken uns deshalb für den Rest dieses Abschnitts auf den
Fall k2

1 ≤ m2
0c

2/~2, also auf freie und auf raumartige virtuelle Fermionen ein.
Unter dieser Voraussetzung ist K2 bei beliebigem ξ stets ≥ 0 und deshalb
stets V = 1. Dann kann man A mit

ln
(k2

M

K2

)∣∣∣∣
/k1=m0c/~

= ln
( ξM2

(ξ2 − ξ)m2
0 + (1− ξ)m2

γ + ξm2
0

)
=

= ln(ξ) + ln
(M2

m2
0

)
− ln

(
ξ2 + (1− ξ)

m2
γ

m2
0

)
︸                         ︷︷                         ︸

≈ 2 ln(ξ)
1∫

0

dξ (1 + ξ) ln(ξ) = −5
4 ,

1∫
0

dξ (1 + ξ) = 3
2

berechnen:

A = iαqm0c

2π~

(3
2 lim
M→∞

ln
(M2

m2
0

)
+ 5

4

)
(26.42)

Nun wird M dadurch eliminiert, dass die nackte Masse m0 des Fermions
auf die experimentell festgestellte Fermionenmasse m renormiert wird:

m
(26.29)= m0 + i

A~

c

(26.42)= m0 −
αqm0

2π

(3
2 lim
M→∞

ln
(M2

m2
0

)
+ 5

4

)
(26.43)



26.2 Selbstenergie des Fermions 617
Es ist interessant, diese Renormierung der Masse mit der im vorigen Ab-
schnitt berechneten Renormierung

α
(26.17)= α0 −

α2
0

3π lim
M→∞

ln
{M2

m2

}
der Kopplungskonstanten zu vergleichen. Die Struktur der beiden Renormie-
rungs-Gleichungen ist identisch. Also ist auch die renormierte Masse eine
„laufende Konstante“, deren Wert entsprechend (26.22) davon abhängt, wie
fein die Längenskala r ist, auf der die Theorie geprüft wird. Und genau
wie bei der Kopplungskonstanten können wir grob abschätzend feststellen,
dass die relative Änderung m0/m der Masse bei der Renormierung weniger
als einen Faktor 2 betragen dürfte, wenn die fundamentale Länge, so sie
existieren sollte, nicht wesentlich kleiner als die Planck-Länge ist. In (26.43)
divergiert die relative Änderung der Masse, weil als fundamentale Länge
r = 0 angenommen wird.
Als Nächstes berechnen wir den Normierungsfaktor Z2 im Propagator

(26.29), wobei wir uns wieder auf den Fall k2
1 ≤ m2

0c
2/~2 einschränken, in

dem V bei beliebigem ξ gleich Eins ist:

B = i(1− Z2) = ∂Σ(2)

∂/k1

∣∣∣∣
/k1=m0c/~

(26.40)= iαq
2π lim

mγ→0

1∫
0

dξ
(

(−1 + ξ)

· lim
M→∞

ln
( ξM2c2/~2

(ξ2 − ξ)k2
1 + (1− ξ)m2

γc
2/~2 + ξm2

0c
2/~2

)
+

+
(
2 m0c

~
− (1− ξ)/k1

)
·

· (−2)(ξ2 − ξ)/k1
(ξ2 − ξ)k2

1 + (1− ξ)m2
γc

2/~2 + ξm2
0c

2/~2

)∣∣∣∣
/k1=m0c/~

= iαq
2π

(3
4 −

1
2 lim
M→∞

ln
(M2

m2
0

)
− C

)
(26.44)

C ≡
1∫

0

dξ
( 2(ξ3 − ξ)

ξ2 + (1− ξ)
m2
γ

m2
0

+ (ξ − 1) ln
(
ξ2 + (1− ξ)

m2
γ

m2
0

)
︸                         ︷︷                         ︸

≈ 2 ln(ξ)

)
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Bevor wir weiterarbeiten, ersetzen wir in B überall m0 durch den gerade
renormierten Wertm. Wegen des linearen Terms (nicht wegen des logarithmi-
schen Terms) in C ist mγ , 0 zur Vermeidung der IR-Divergenz erforderlich.
Man kann C dadurch annähern, dass man den Summanden (1− ξ)m2

γ/m
2

durch eine Verschiebung der unteren Integrationsgrenze ersetzt:

C ≈
1∫

mγ/m

dξ
(2(ξ3 − ξ)

ξ2 + (ξ − 1) ln(ξ2)
)

= 1−
m2
γ

m2 + ln
(m2

γ

m2

)
−

− 1
2 −

1
2
m2
γ

m2 ln
(m2

γ

m2

)
+ 1

2
mγ

m
+ 2 + mγ

m
ln
(m2

γ

m2

)
− 2mγ

m

≈ − ln
(m2

m2
γ

)
+ 5

2 wegen mγ � m

Damit erhält man

Z2 =(26.29) 1 + iB = 1 + αq
2π

(1
2 lim
M→∞

ln
(M2

m2

)
+ 7

4 − ln
(m2

m2
γ

))
. (26.45)

Der Term mit mγ , bei dem für mγ → 0 eine IR-Divergenz auftritt, wird
bei Berücksichtigung von Diagrammen mit unmessbar niederenergetischer
Bremsstrahlung verschwinden, wie in Abschnitt 24.3.6 festgestellt. Wir
brauchen uns also nicht um diesen Term zu kümmern. Der Faktor M wird
durch Renormierung behandelt: Der Term Z2 ist im Zähler des Propagators
(26.29) enthalten. Man kann ihn also als zusätzlichen Normierungsfaktor
der Feldoperatoren im Propagator

〈0|Tψ(W )(x2)ψ(W )(x1) |0〉 = 〈0|T
√
Z2ψ0(x2)

√
Z2 ψ0(x1) |0〉

betrachten. Zum Vertex z eines Graphen gehört das Operatorprodukt√
Z2ψ0(z)

√
Z2 ψ0(z)A(z). Also wird der Vertexfaktor – der nach Regel

D von Kasten 24.1 gleich −iqγµ/~ ist – mit
√
Z2
√
Z2 = Z2 multipliziert.

Demnach erfordert die Selbstwechselwirkung des Fermions eine weitere
Renormierung der nackten Ladung q0 des Fermions:
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Z2 · q0
Renormierung−−−−−−−−−→ q (26.46)

Eine erste Renormierung der Fermionenladung mit der Renormierungs-
konstanten Z3 haben wir bereits aufgrund der Vakuumpolarisation vorge-
nommen, siehe (26.17). Und bei der Untersuchung der Vertexkorrektur im
nächsten Abschnitt wird sich herausstellen, dass eine dritte Renormierung
der Fermionenladung mit einer Renormierungskonstanten 1/Z1 erforderlich
ist. Insgesamt gilt

√
Z3

Z2
Z1
· q0

Renormierung−−−−−−−−−→ q . (26.47)

Wir werden aber auch feststellen, dass Z2 = Z1 ist, so dass insgesamt die
Ladung schließlich doch den Wert behält, der durch Z3 in (26.17) festgelegt
wurde.

Die Renormierungen (26.43) und (26.46) bedeuten, dass alle in (26.24)
angedeuteten Selbstenergie-Korrekturen in sämtlichen Graphen durch die
einfache Propagatorlinie zu ersetzen sind. Dadurch entstehen Gra-
phen, die bereits in niedrigerer Ordnung der Störungstheorie berücksichtigt
wurden. Daraus folgt im Effekt, dass jeder Graph, der eine der Selbsten-
ergie-Korrekturen (26.24) enthält, zu streichen ist. Diese Graphen werden
damit „unsichtbar“. Aber sie verschwinden nicht wirklich aus der Theorie,
sondern stecken implizit in der renormierten Fermionenmasse m und in der
renormierten Ladung q.

26.3 Vertexkorrektur

Nach Regel D von Kasten 24.1 auf Seite 520 ist für jeden Vertex ein Faktor

=̂ − iqγ
ν

~
(26.48a)

einzutragen. Zusätzlich erhält ein Graph mit n Vertizes einen Faktor 1/n!,
so dass insgesamt die Regel
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n · =̂ 1
n!
(−iqγν
~

)n
(26.48b)

gilt. Hier wurden die Vertizes durch grüne Punkte markiert um deutlich
herauszustellen, dass sich die Faktoren nur auf die Kontaktstelle der ein-
und auslaufenden Propagatoren beziehen, aber nicht auf die Propagatoren
selbst. Wir definieren eine korrigierte Vertexfunktion Γ(k1, k3) durch

− iqΓ
ν(k1, k3)
~

=̂

1k 3k

γk

≡

1k 3k

γk

︸         ︷︷         ︸
Γ(0)ν

+ 3! ·

1k 3k

γk

︸             ︷︷             ︸
Γ(2)ν

+

+ 5! ·

1k 3k

γk

+ 5! ·

1k 3k

γk

+ 5! · . . .

︸                                                     ︷︷                                                     ︸
Γ(4)ν

+ . . . . (26.48c)

Wie immer in der QED sind die Symmetriefaktoren identisch mit der
Fakultät der Anzahl der Vertizes. Dagegen gibt der Index (n) von Γ(n)ν die
Anzahl der Vertizes an, die zusätzlich zu (26.48a) im Graphen vorhanden
sind. Achtung: Nur 1PI-Diagramme werden zu Γν gerechnet. Diagramme

wie z. B.
1k

3k
γk

gehören nicht dazu, weil dies Diagramm durch das Auftrennen
einer einzigen Linie (wie rot gestrichelt angedeutet) in zwei Diagramme
zerlegt werden kann. Weil Energie und Impuls der ein- und auslaufenden
Teilchen erhalten bleiben müssen, ist kγ durch k1 und k3 eindeutig festgelegt
und braucht in der Definition von Γν(k1, k3) nicht extra spezifiziert zu
werden.

Klarerweise ist Γ(0)ν = γν . Wir werden im Folgenden Γν nur bis zur Ord-
nung Γ(2)ν berechnen, also nur die Vertexkorrektur in niedrigster Ordnung.
Das tun wir anhand der der t-Kanal-Streuung eines Elektrons an einem
Myon. Diesen Vorgang haben wir in Abschnitt 24.3.1 in zweiter Ordnung
der Störungsrechnung berechnet. Als einen Beitrag vierter Ordnung haben
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wir in Abschnitt 26.1 bereits die Vakuumpolarisation des virtuellen Pho-
tons untersucht, siehe Graph (26.13). Als weiteren Beitrag vierter Ordnung
betrachten wir nun die Vertexkorrektur in niedrigster Ordnung, die in Ta-
belle (25.1) als drittes möglicherweise divergierendes Diagramm der QED
aufgelistet wurde.

M(2) +M(4)
b =̂ 2 ·

k
1 k

k

2

4

k
1 3
k-

k
3

+ 24 ·

k
1

k
2

k
3

k
1 k
-

k
4

kγk

k+ kγ
(26.49)

k1 symbolisiert das einlaufende Elektron, k2 das einlaufende Myon, und es
ist kγ = k2−k4 = k3−k1. Wir werden gleich sehen, dass die Vertexkorrektur
proportional zu m-4 ist. Dabei ist m die Masse des Fermions. Weil das Myon
etwa 207 mal schwerer als das Elektron ist, ist die Vertexkorrektur am Myo-
nenstrom um mehr als den Faktor 10−9 schwächer als die Vertexkorrektur
des Elektronenstroms, und kann vernachlässigt werden.
Aus dem Matrixelement zweiter Ordnung der t-Kanal-Streuung

(24.45) = 〈0|Tψ3ψ4ψ1ψ2ψy /Ayψyψz /Azψz|0〉 (26.50)

haben wir erstens abgelesen, dass es einen Faktor (-1) gibt, weil die Kontrak-
tion des Matrixelements zu den Propagatoren des Graphen eine ungerade
Anzahl von Vertauschungen der Fermionen-Operatoren erfordert. Zweitens
haben wir abgelesen, dass die zweite mögliche Kontraktion, bei der die Verti-
zes y und z vertauscht sind, ebenfalls den Faktor (-1) bekommt, weil sie eine
geradzahlige weitere Anzahl von Vertauschungen fermionischer Operatoren
erfordert. Das ist in der QED offenbar immer so: Weil zu jedem Vertex
eine gerade Zahl (nämlich zwei) fermionischer Operatoren gehört, ergibt die
Permutation der Vertizes keinen Vorzeichenwechsel. Alle Kontraktionen, die
zum gleichen Graphen führen, haben das gleiche Vorzeichen.
Das MatrixelementM(4)

b wird aus

〈0|Tψ3ψ4ψ1ψ2ψv /Avψvψw /Awψwψy /Ayψyψz /Azψz|0〉 (26.51)
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gebildet. Wieder wurde nur eine der 4! = 24 möglichen Kontraktionen in
den Graphen (26.49) eingetragen. Alle haben das gleiche, nämlich negative,
Vorzeichen. Denn es gibt 6 Kreuzungen der Kontraktionsklammern, und
zusätzlich müssen 3 fermionische Operatorpaare umgedreht werden, damit
stets rechts der Erzeugungs- und links der Vernichtungsoperator steht.
Der Symmetriefaktor der Vertexkorrektur ist – wie immer in der QED –

identisch mit der Fakultät der Anzahl der Vertizes. Das bedeutet zugleich
aber, dass diese Faktoren immer gegen den Faktor 1/n! zu kürzen sind,
der aus der Taylorentwicklung des Wechselwirkungsterms im Matrixele-
ment stammt. Mithilfe der Regeln von Kasten 24.1 wird der Term mit der
Vertexkorrektur in der Streumatrix berechnet:

M(4)
b = −

( ie
~

)4 1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π

r3ūk3 γσ i(/k + /kγ +mc/~)
(k + kγ)2 −m2c2/~2 + iε′

· γ
µ i(/k +mc/~) γτ r1uk1

k2 −m2c2/~2 + iε′
· (−igστ µ0~c)

(k1 − k)2 −m2
ϕc

2/~2 + iε′

· (−igµν µ0~c)
k2
γ −m2

γc
2/~2 + iε′

(r4ūk4 γν r2uk2) (26.52)

Hier wurden wieder kleine Massen für die virtuellen Photonen eingefügt,
um Infrarotdivergenzen vorzubeugen. mγ ist die Masse des Photons mit
Wellenzahl kγ .mϕ ist die Masse des Photons mit Wellenzahl (k1−k). Bei den
Spinorprodukten wurde sorgfältig auf die korrekte Reihenfolge der Faktoren
gemäß (23.21) geachtet. Mit Blick auf (24.47b) (wo die grünen Faktoren
gleich Null zu setzen sind, weil wir jetzt t-Kanal-Streuung untersuchen)
kann man die Streumatrix in folgender Form schreiben:

M(2) +M(4)
b = −

( ie
~

)2(
r3ūk3 (Γ(0)µ︸  ︷︷  ︸

γµ

+Γ(2)µ) r1uk1
)
·

· (−igµν µ0~c)
k2
γ −m2

γc
2/~2 + iε′

(r4ūk4 γν r2uk2) (26.53a)
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Γ(2)µ =
( ie
~

)2 1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π
γσ i(/k + /kγ +mc/~)

(k + kγ)2 −m2c2/~2 + iε′
·

· γ
µ i(/k +mc/~) γτ

k2 −m2c2/~2 + iε′
· (−igστ µ0~c)

(k1 − k)2 −m2
ϕc

2/~2 + iε′
(26.53b)

Γµ = Γ(0)µ + Γ(2)µ + . . . = γµF1 + [γν , γµ] (kγ)ν~
4mc F2 (26.53c)

Die Zerlegung von Γµ in zwei Summanden mit den sogenannten Formfak-
toren F1 und F2 ist nicht offensichtlich. Ebenfalls nicht offensichtlich ist,
dass F1 und F2 nur von k2

γ = (k3 − k1)2, also dem Quadrat des Vierer-
Impulsübertrags zwischen Elektron und Myon beim Streuexperiment, ab-
hängen, jedoch nicht vom Absolutwert von k1 und k3. Wir werden Γ(2)µ im
Folgenden so umformen, dass diese Struktur klar erkennbar wird.
In zweiter Ordnung der Störungsrechnung (d. h. Γµ = γµ) ist F1 =

1 und F2 = 0. Den Wert der beiden Formfaktoren in Störungstheorie
vierter Ordnung (d. h. Γµ = γµ + Γ(2)µ) werden wir gleich berechnen. Zur
physikalischen Bedeutung der Formfaktoren merken wir ohne Beweis (man
kann die Herleitung beispielsweise in [3, Abschnitt 6.2] nachlesen) folgendes
an: Bei sehr geringem Impulsübertrag (sogenannter Vorwärtsstreuung mit
k2
γ → 0) ist die wirksame Ladung des Elektrons

eeffektiv = e · F1(k2
γ ≈ 0) , (26.54a)

und sein magnetisches Moment ist

µeffektiv = g
e

2mS = 2
(
F1(k2

γ ≈ 0) + F2(k2
γ ≈ 0)

) e

2mS , (26.54b)

wobei S der Spin des Elektrons und g der Landé-Faktor ist. Die Berechnung
der Formfaktoren in vierter Ordnung (und in noch höherer Ordnung) wird
also Strahlungskorrekturen von e und g ergeben, die mit den Ergebnissen
von Präzisionsexperimenten verglichen werden können.

Der Zähler von Γ(2)µ enthält das Spinorprodukt
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Y ≡ γσ (/k + /kγ +mc/~) γµ (/k +mc/~) γτgστ =

= γσ
(
(/k + /kγ)γµ/k + (/k + /kγ)γµmc/~+ γµ/kmc/~+ γµm2c2/~2

)
γσ .

Zwischen den zu kontrahierenden Matrizen γσγσ stehen in den vier Sum-
manden 3, 2, 2, und 1 andere γ-Matrizen. Denn auch in jedem Produkt
/k ≡ γαkα mit dem Feynman-Dagger steckt eine γ-Matrix. Wir führen die
Kontraktion mithilfe von (26.34) aus:

Y = 2
(
− /kγµ(/k + /kγ) + 2(2k + kγ)µmc/~− γµm2c2/~2

)
(26.55)

Die drei Nenner, die k enthalten, können mithilfe der Formel

1
A1A2A3

=(20.73b)
1∫

0

dx
1∫

0

dy
1∫

0

dz 2 δ(x+ y + z − 1)
(X)3 (26.56a)

X ≡ xA1 + yA2 + zA3 (26.56b)

zusammengefasst werden:

X = x
(
(k + kγ)2 −m2c2/~2

)
+ y(k2 −m2c2/~2) +

+ z
(
(k1 − k)2 −m2

ϕc
2/~2

)
+ (x+ y + z)iε′ =

= (k + xkγ − zk1)2 − (xkγ − zk1)2 + xk2
γ + zk2

1 −
− (1− z)m2c2/~2 − zm2

ϕc
2/~2 + iε′ (26.57)

Hier haben wir von x + y + z = 1 Gebrauch gemacht, und werden das
in den nächsten Schritten mehrfach wiederholen. Jetzt schränken wir die
Untersuchung auf den Fall ein, dass es sich bei den ein- und auslaufenden
Elektronen um freie Teilchen handelt, welche die Relation

k2
1 = k2

3 = m2c2/~2 = (k3 − k1 + k1)2 = (kγ + k1)2 =
= m2c2/~2 + 2k1kγ + k2

γ =⇒ 2k1kγ = −k2
γ

erfüllen. Damit kann der Nenner weiter vereinfacht werden zu
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X = (k + xkγ − zk1)2 − (−xyk2

γ + (1− z)2m2c2/~2 + zm2
ϕc

2/~2 + iε′ .

Wir setzen X in Γ(2)µ = (26.53b) ein, führen anschließend die Substitution
k → κ = k + xkγ − zk1 durch, und benennen schließlich κ um in k:

Γ(2)µ =
1∫

0

dx
1∫

0

dy
1∫

0

dz 2 δ(x+ y + z − 1)
( ie
~

)2
i µ0~c ·

· 1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π
Y

(k2 −K2 + iε′)3 (26.58a)

K2 ≡ −xyk2
γ + (1− z)2m2c2/~2 + zm2

ϕc
2/~2 (26.58b)

Y =(26.55) 2
(
− (/k − x/kγ + z/k1)γµ

(
/k + (1− x)/kγ + z/k1

)
+

+
(
4k + 4zk1 + 2(1− 2x)kγ

)µ
mc/~− γµm2c2/~2

)
(26.58c)

Wir vereinfachen im Folgenden die Summanden in Y , die /k, /kγ , oder /k1
enthalten, und beginnen mit /k. Aus (26.58a) wissen wir, dass der Nenner des
Integrals über k symmetrisch in ±k ist. Deshalb werden bei der Integration
alle Summanden in Y , die linear in k sind, Null ergeben, und können von
vornherein gestrichen werden. Insbesondere besteht der Summand −/kγµ/k
aus 16 unter-Summanden, von denen nur 4 quadratisch in kα sind und
deshalb bei der Integration einen von Null verschiedenen Beitrag leisten:

−
∫
d4k

/kγµ/k

X3 = −
∫
d4k

kαγ
αγµγβk

β

X3 =

= −1
4

∫
d4k

kσγ
αγµγαk

σ

X3
(26.34)= 1

2

∫
d4k

k2γµ

X3

Also kann man Y folgendermaßen vereinfachen:

Y = 2
(

1
2k

2γµ + (x/kγ − z/k1)γµ
(
(1− x)/kγ + z/k1

)
+

+
(
4zk1 + 2(1− 2x)kγ

)µ
c/~− γµm2c2/~2

)
(26.59)
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Im Folgenden wird kγ = k3 − k1 =⇒ /kγ = /k3 − /k1 genutzt. Diesen Zu-
sammenhang liest man aus dem rechten Diagramm (26.49) ab. Denn die
Vertexkorrektur ändert nichts daran, dass letztlich die Bilanz von Energie
und Impuls stimmen muss. Außerdem werden mithilfe der Kommutator-
Relationen

/kjγ
µ = γαγµ(kj)α = (2gαµ − γµγα)(kj)α = 2(kj)µ − γµ/kj

/ki/kj = (kj)β(2gαβ − γβγα)(ki)α = 2kikj − /kj/ki

alle Produkte, in denen der Feynman-Dagger auftaucht, so geordnet, dass
/k3 ganz links steht und /k1 ganz rechts:

Y = 2
(

1
2k

2γµ + 2x(1− x)/k3k
µ
3 − x(1− x)/k3/k3γ

µ +

+ z/k3γ
µ/k1 − (2x+ 2z)(1− x)/k3k

µ
1 + 2(x− x2 + z − xz)k1k3γ

µ−
− 2(x− x2 + z − xz)kµ3 /k1 + (2x− 2x2 + 2z − 4xz − 2z2)kµ1 /k1 +
+ (−x+ x2 + 2xz − z + z2)γµ/k1/k1 +

+ (4z − 2 + 4x)kµ1mc/~+ (2− 4x)kµ3mc/~− γµm2c2/~2
)

(26.60)

Weil das einlaufende und das auslaufende Elektron beobachtet werden, sind
die Spinoren r1uk1 und r3ūk3 Lösungen der Dirac-Gleichung

(/k1 −mc/~) r1uk1 = (γνkν −mc/~) r1uk1 = 0
/k1/k1

r1uk1 = r1uk1 m2c2/~2

r3ūk3 (/k3 −mc/~) = 0
r3ūk3 /k3/k3 = r3ūk3 m2c2/~2 .

Weil Γ(2)µ, und demzufolge auch Y , in (26.53a) links vom Faktor r3ūk3 und
rechts vom Faktor r1uk1 eingerahmt wird, folgt
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Y = 2

(
k2γµ/2 + (2x2 − 2x+ 2xz + z2 − 1)γµm2c2/~2 +

+ (2x− 2x2 + 2z − 2xz)k1k3γ
µ + 2(−z + xz + 1− 2x)kµ3mc/~+

+ 2(2x− xz − z2 + 2z − 1)kµ1mc/~
)

= 2
(
k2γµ/2 + (−1 + 2z + z2)γµm2c2/~2 +

+ (−2xy − 2z)γµm2c2/~2 + (2xy + 2z)k1k3γ
µ + 2xzkµ3mc/~+

+ 2yzkµ1mc/~+ (xz − yz − 2x+ 2y)kµγmc/~
)
. (26.61)

Vielfach wurde von x+y+z = 1 Gebrauch gemacht. Der Nenner von (26.58a)
ist wegen 1 − z = x + y symmetrisch unter dem Austausch x ↔ y. Aus
diesem Grund darf man in den Summanden des Zählers x und y vertauschen,
und dies in jedem einzelnen Summanden, unabhängig von den anderen Sum-
manden. Deshalb ergibt der letzte Summand Null. Außerdem wird wieder
kγ = k3 − k1 eingesetzt. Dann findet man aufgrund der Vertauschbarkeit
von x und y

(−yz − 2x+ 2y + 3xz)kµ3mc/~+ (−xz − 2y + 2x+ 3yz)kµ1mc/~ =
= 2xz(kµ3 + kµ1 )mc/~ = (x+ y)z(kµ3 + kµ1 )mc/~ =
= (1− z)z(kµ3 + kµ1 )mc/~ .

Mithilfe von m2c2/~2 = k2
1 = k2

3 bildet man die quadratischen Ergänzungen
für k2

γ :

Y = 2
(
k2γµ/2 + (−1 + 2z + z2)γµm2c2/~2 +

− (xy + z)k2
γγ

µ + (1− z)z(kµ3 + kµ1 )mc/~
)

(26.62)

Der letzte Summand wird umgeformt mithilfe der

Gordon-Identität:

ūkγµ uq = ūk
((k + q)µ

2mc/~ + (k − q)ν
4mc/~ · [γν , γµ]

)
uq , (26.63)
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die wir ohne Beweis verwenden. Nach diesen Umformungen ist

Γ(2)µ =(26.58a)
1∫

0

dx
1∫

0

dy
1∫

0

dz 2 δ(x+ y + z − 1)
( ie
~

)2
i µ0~c ·

· 1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π
Y

(k2 −K2 + iε′)3 (26.64a)

Y = 2
(
k2/2 + (−1 + 4z − z2)m2c2/~2 − (xy + z)k2

γ

)
γµ−

− 4(1− z)z m
2c2

~2
(kγ)ν
4mc/~ [γν , γµ] (26.64b)

K2 =(26.58b) −xyk2
γ + (1− z)2m2c2/~2 + zm2

ϕc
2/~2 . (26.64c)

Jetzt haben wir die Struktur (26.53c) erreicht, in der (γµ + Γ(2)µ) zerlegt ist
in einen Formfaktor F1, der proportional zu γµ ist, und einen Formfaktor
F2, der proportional zu [γν , γµ](kγ)ν/(4mc/~) ist.

Als nächstes müssen wir die Summation und Integration über k ausführen.
Abzählen der Potenzen von k ergibt d4k k2/k6, so dass für |k| → ∞ eine
logarithmische Divergenz zu erwarten ist. In Abschnitt 24.3.7 haben wir
festgestellt, dass bei t-Kanal-Streuung, die wir hier untersuchen, k2

γ < 0 ist.
Also ist K2 ≥ 0 und K reell. Deshalb ist die allgemeine Schleifenintegral-
Formel (20.64) anwendbar, und man erhält

Γ(2)µ =
1∫

0

dx
1∫

0

dy
1∫

0

dz 2 δ(x+ y + z − 1)
( ie
~

)2
µ0~c ·

·
+∞∫
0

dR2 R2

16π2
(R2γµ + Jµ)
(R2 +K2)3 (26.65a)

Jµ ≡ 2
(
(−1 + 4z − z2)m2c2/~2 − (xy + z)k2

γ

)
γµ−

− 4(1− z)z m
2c2

~2
(kγ)ν~
4mc [γν , γµ] (26.65b)
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K2 =(26.58b) −xyk2
γ + (1− z)2m2c2/~2 + zm2

ϕc
2/~2 . (26.65c)

Das Integral

+∞∫
0

dR2 R2

(R2 +K2)3 =
(
− 1
R2 +K2 + K2

2(R2 +K2)2

)∣∣∣∣∞
0

= 1
K2 −

K2

2K4 = 1
2K2

ist konvergent. Dagegen gibt es beim Integral

+∞∫
0

dR2 R4

(R2 +K2)3 =
(

ln(R2 +K2) + 2K2

R2 +K2 −
K4

2(R2 +K2)2

)∣∣∣∣∞
0

wie erwartet eine logarithmische Divergenz. Um sie zu vermeiden, regulari-
siert man das Integral nach dem Verfahren von Pauli und Villars, indem
man einen Gegenterm einfügt:

L2 ≡ (1− z)2M2c2/~2 ,

+∞∫
0

dR2 R4

(R2 +K2)3 =

= lim
M→∞

+∞∫
0

dR2
(

R4

(R2 +K2)3 −
R4

(R2 + L2)3

)
=

= lim
M→∞

(
− ln

(K2

L2

)
− 2K2

K2 + K4

2K4 + 2L2

L2 −
L4

2L4

)
= lim

M→∞
ln
( L2

K2

)
M ist, bevor der Grenzübergang durchgeführt wird, eine große, aber end-
liche Masse. K2 und L2 werden bei R →∞ vernachlässigbar, so dass die
Konvergenz des Integrals erzwungen wird. Mit dem Gegenterm ergibt sich
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Γ(2)µ=−
1∫

0

dx
1∫

0

dy
1∫

0

dz δ(x+ y + z−1) α

2π

(
γµ lim

M→∞
ln
( L2

K2

)
+ Jµ

2K2

)
.

(26.66)

Hier wurde die Feinstrukturkonstante α = e2µ0c/(4π~) ≈ 1/137 eingefügt.
In (26.53c) haben wir die beiden Formfaktoren

Γµ (26.53c)= γµF1 + [γν , γµ] (kγ)ν~
4mc F2 .

definiert. Mithilfe von
1∫

0

dx
1∫

0

dy
1∫

0

dz δ(x+ y + z − 1) f(x, y, z) =
1∫

0

dz
1−z∫
0

dy f(1− y − z, y, z)

können wir sie jetzt in der Näherung Γµ ≈ γµ + Γ(2)µ explizit angeben:

F1 = 1−
1∫

0

dz
1−z∫
0

dy α

2π

(
ln
(
(1− z)2

)
+ lim
M→∞

ln
(M2

m2

)
−

− ln
(
− (1− y − z)y

k2
γ~

2

m2c2 + (1− z)2 + z
m2
ϕ

m2

)
+

+
(−1 + 4z − z2)m2c2/~2 − ((1− y − z)y + z)k2

γ

−(1− y − z)yk2
γ + (1− z)2m2c2/~2 + zm2

ϕc
2/~2

)
(26.67a)

F2 = α

2π

1∫
0

dz
1−z∫
0

dy
( 2(1− z)zm2c2/~2

−(1− y − z)yk2
γ + (1− z)2m2c2/~2 + zm2

ϕc
2/~2

)
(26.67b)

Der Formfaktor F1 hätte bei Vorwärtsstreuung, also sehr schwacher Streu-
ung mit k2

γ ≈ 0 , eine IR-Divergenz bei z → 1, wenn wir nicht mit der
kleinen Photonenmasse mϕ dieser Divergenz vorgebeugt hätten. Obwohl
wir unsere Untersuchung weiterhin auf die Vertexkorrektur bei t-Kanal-
Streuung konzentrieren, bei der für das virtuelle Photon k2

γ = (k3−k1)2 < 0
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gilt, dürfen wir die Möglichkeit k2

γ ≈ 0 nicht einfach ignorieren. Denn kein
Detektor kann beliebig genau messen. Deshalb ist es sinnvoll, auch bei t-
Kanal-Streuung den Grenzfall k2

γ ≈ 0 im Sinne eines unmessbar kleinen k2
γ

ins Auge zu fassen. Man beachte: Die IR-Divergenz wird nicht verhindert
durch die fiktive Masse mγ des Photons, das Impuls −kγ auf das Myon
überträgt, sondern durch die fiktive Masse mϕ des Photons mit Impuls
k1 − k im Graph (26.49):

F1(k2
γ ≈ 0) =(26.67) 1−

1∫
0

dz
1−z∫
0

dy α

2π

(
ln
(
(1− z)2

)
+

+ lim
M→∞

ln
(M2

m2

)
− ln

(
(1− z)2

)
+ (−1 + 4z − z2)m2

(1− z)2m2 + zm2
ϕ

)
=

= 1− α

2π

(1
2 ln

(M2

m2

)
+

1∫
0

dz (1− z) (−1 + 4z − z2)
(1− z)2 + zm2

ϕ/m
2

)

Im Logarithmus wurde der kleine Summand mitm2
ϕ/m

2 vernachlässigt. Man
kann das Integral in guter Näherung dadurch abschätzen, dass man den
divergenzverhindernden Summanden im Nenner durch eine Modifikation
der oberen Grenze des Integrals über z ersetzt. Weil z im Nenner des
Integranden ebenso wie m2

ϕ/m
2 quadratisch vorkommt, ersetzen wir die

Integrationsgrenze 1 durch 1−mϕ/m mit linearem mϕ/m:

1−mϕ
m∫

0

dz (1− z)(−1 + 4z − z2)
(1− z)2 =

1−mϕ
m∫

0

dz
(
− 1 + z + 2z

1− z
)

= −
(
1− mϕ

m

)
+ 1

2
(
1− mϕ

m

)2
− 2

(
1− mϕ

m

)
− 2 ln

(mϕ

m

)
Also ist wegen mϕ/m� 1

1
Z1
≡ F1(k2

γ ≈ 0) (26.67)= 1− α

2π

(1
2 lim
M→∞

ln
(M2

m2

)
− 5

2 + ln
(m2

m2
ϕ

))
.

(26.68)
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Die IR-Divergenz bei mϕ → 0 können wir ignorieren, denn sie wird – wie in
Abschnitt 24.3.6 festgestellt – durch Graphen mit Bremsstrahlung unmessbar
niedriger Frequenz kompensiert. Der Parameter limM→∞ ln(M2/m2) wird
durch eine weitere Renormierung der Ladung eliminiert. Nach Regel D von
Kasten 24.1 ist für jeden Vertex der Faktor −iqγµ/~ einzusetzen. Jetzt
haben wir in vierter Ordnung

Γµ = γµ + Γ(2)µ +O(q5) (26.53c)= γµF1 + [γν , γµ] (kγ)ν~
4mc F2 (26.69)

berechnet. F1(k2
γ ≈ 0) = 1/Z1 ist ein Multiplikator von γµ. Also kann der

Faktor limM→∞ ln(M2/m2) durch

q0
Z1

Renormierung−−−−−−−−−→ q (26.70)

aus den Formeln entfernt werden, wobei q0 den Wert der Ladung vor der
Renormierung, und q den Wert der Ladung nach der Renormierung bedeutet.
Im vorigen Abschnitt haben wir in (26.46) die Renormierung

Z2 · q0
Renormierung−−−−−−−−−→ q

Z2
(26.45)= 1 + αq

2π

(1
2 lim
U→∞

ln
(U2

m2

)
+ 7

4 − ln
(m2

m2
γ

))
der Ladung durchgeführt, um den großen Parameter U , der bei der Berech-
nung des Selbstenergiegraphen des Fermions auftritt, zu eliminieren. (Damit
wir die Parameter, die zur Regularisierung eingefügt wurden, auseinander
halten können, wurde hier das M von (26.45) nach U umbenannt.) Wir
bilden das Produkt von Z2 mit (26.68):
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Z2
Z1

=
[
1 + αq

2π

(1
2 lim
U→∞

ln
(U2

m2

)
+ 7

4 − ln
(m2

m2
γ

))]
·

·
[
1− α

2π

(1
2 lim
M→∞

ln
(M2

m2

)
− 5

2 + ln
(m2

m2
ϕ

))]
=

= 1 +O(α3) wegen limU→∞ ln(U/m) + 7/4
limM→∞ ln(M/m)− 5/2 = 1 (26.71)

Der vernachlässigte Summand ist O(α3), weil unsere Berechnung von Z2 und
Z1 ja bereits O(α2) ist. Die beiden IR-divergierenden Terme wurden wegen
(24.101) ignoriert. Also kompensieren sich die beiden Renormierungen der
Ladung, die wir aufgrund der Selbstenergie der Fermionen, und aufgrund
der Vertexkorrektur vorgenommen haben, und das Verhältnis zwischen
renormierter und nackter Ladung wird allein durch die Vakuumpolarisation
bestimmt: √

Z3 ·
Z2
Z1
· q0 =

√
Z3 · q0

Renormierung−−−−−−−−−→ q (26.72)

Die Renormierung (26.70) (und die Vernachlässigung des IR-divergenten
Terms) bewirkt, dass F1(k2

γ ≈ 0) den einfachen Wert

F1(k2
γ ≈ 0) = 1 +O(α3) (26.73a)

erhält. Anders als F1 enthält der Formfaktor F2 weder den unbestimm-
ten Regularisierungsparameter M , noch einen IR-divergenten Term. Wir
berechnen auch F2 für den Fall der Vorwärts-Streuung:

F2(k2
γ ≈ 0) = α

2π

1∫
0

dz
1−z∫
0

dy 2z
(1− z) = α

2π +O(α3) (26.73b)

Damit können wir den Landé-Faktor des Elektrons berechnen:

g =(26.54b) 2
(
F1(k2

γ ≈ 0) + F2(k2
γ ≈ 0)

)
=

= 2
(
1 + α

2π
)

= 2 · 1.001 161 4 +O(α3) (26.74)
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Der experimentell ermittelte Wert [55] liegt bei

g = 2 · 1.001 159 652 180 73(28) ,

wobei die beiden letzten Stellen als 73±28 zu lesen sind. Offenbar ist unsere
Berechnung ziemlich gut, aber noch nicht gut genug. Berechnungen in
höherer Ordnung der Störungstheorie sind erforderlich, um die Korrektheit
der Theorie durch Vergleich mit den Messdaten überprüfen zu können.
Nachdem F1(k2

γ ≈ 0) renormiert wurde, gibt es in Γ(2)µ keinen diver-
gierenden ln(M/m) und keine IR-Divergenzen mehr. Denn für k2

γ-Werte
messbarer Größe kann man Γ(2)µ in einer Taylorreihe um k2

γ ≈ 0 entwickeln:

Γ(2)µ =
∞∑
n=0

(k2
γ)nWn = Γ(2)µ

0 +
∞∑
n=1

(k2
γ)nWn = Γ(2)µ

0 + Γ(2)µ
Rest (26.75)

Der Term mit M ist durch die Subtraktion aus Γ(2)µ
Rest verschwunden und

steckt allein in Γ(2)µ
0 . Und k2

γ ist in Γ(2)µ
Rest messbar von Null verschieden,

so dass keine IR-Divergenz auftritt. Sämtliche „problematischen“ Terme
wurden in Γ(2)µ

0 – genauer gesagt in F1(k2
γ ≈ 0) – konzentriert, und entweder

durch Renormierung beseitigt oder unter Verweis auf (24.101) ignoriert.

26.4 Ward-Takahashi-Identität

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir die beiden Normierungsfak-
toren

Z2 = (26.45) und 1/Z1 = (26.68) (26.76a)

hergeleitet und den Zusammenhang

Z2
Z1

=(26.71) 1 +O(α2) (26.76b)

entdeckt. In (26.71) hatten wir O(α3) angegeben, weil dort auch noch
der Vertex des Myonenstroms mitgerechnet wurde. In diesem Abschnitt
konzentrieren wir uns aber auf die Vertexkorrektur und die Selbstenergie
der Fermionen, die in den vorangegangenen Abschnitten beide bis zur
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Ordnung O(q2) = O(α) einschließlich berechnet wurden. Tatsächlich ist der
Zusammenhang (26.76b) nur ein Spezialfall einer von Ward1 entdeckten
und von Takahashi2 verallgemeinerten Relation zwischen der durch

− iqΓ
ν(k1, k3)
~

(26.48c)
=̂

1k 3k

γk

≡

1k 3k

γk

︸         ︷︷         ︸
Γ(0)ν

+ 3! ·

1k 3k

γk

︸             ︷︷             ︸
Γ(2)ν

+

+ 5! ·

1k 3k

γk

+ 5! ·

1k 3k

γk

+ 5! · . . .

︸                                                     ︷︷                                                     ︸
Γ(4)ν

+ . . . (26.77)

definierten Vertexfunktion Γ(k1, k3) und der durch

S̃(W )(k) (26.26)= i

/k −m0
c
~ − iΣ

, (26.78)

S̃(k) Σ(k) S̃(k)
(26.24)

=̂ 2! · + 4! · +

+ 4! · + 4! · . . . + 6! · + . . .

definierten Fermionen-Selbstenergie-Funktion Σ. Deutlichkeitshalber wur-
den hier die Teile der Graphen, die −iqΓν/~ bzw. Σ repräsentieren, grün
hervorgehoben. Der grüne Teil des ersten Diagramms in der letzten Glei-
chung ist Σ(2)(k), die grünen Teile der beiden nächsten Diagramme gehören
zu Σ(4)(k), und der grüne Teil des letzten Diagramms gehört zu Σ(6)(k).
Takahashi [56] bewies 1957 die Relation

(k3 − k1)µΓµ(k3, k1) = i

S̃(W )(k3)
− i

S̃(W )(k1)
, (26.79a)

1 John Clive Ward (1924 – 2000)
2 Takahashi Yasushi (1924 - 2013)
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die auch (aber nicht nur) gültig ist, wenn die mit k1 und k3 am Vertex ein-
und auslaufenden Fermionen nicht auf der Masseschale liegen, sondern wenn
es sich um innere Linien eines umfangreicheren Graphen handelt.
Wenn man den Fermionenpropagator S̃(W )(k) = (26.78) in die Relation

(26.79a) einsetzt

(k3 − k1)µΓµ(k3, k1) = /k3 − /k1 − iΣ(k3) + iΣ(k1) ,

kann man die Relation wegen (k3 − k1)µΓ(0)µ(k3, k1) (26.77)= (k3 − k1)µγµ =
/k3 − /k1 auch in der Form∑

n

(k3 − k1)µΓ(n)µ(k3, k1) = −i
∑
n

(
Σ(n)(k3)− Σ(n)(k1)

)
mit n = 2, 4, 6, . . . ,∞ (26.79b)

schreiben. Im Grenzfall

k3 → k1 ⇐⇒ k2
γ = (k3 − k1)2 ≈ 0

kann (26.79a) als Differentialquotient betrachtet werden:

lim
k3→k1

Γµ(k3, k1) = lim
k3→k1

i/S̃(W )(k3)− i/S̃(W )(k1)
(k3 − k1)µ

Γµ(kγ ≈ 0) = d
dkµ

i

S̃(W )(k)
(26.80a)

Wegen Γ(0)µ(kγ ≈ 0) (26.77)= γµ = d/k/dkµ kann man dies auch als

∑
n

Γ(n)µ(kγ ≈ 0) (26.26)= −i
∑
n

dΣ(n)(k)
dkµ

mit n = 2, 4, 6, . . . ,∞ (26.80b)

schreiben. (26.80) ist die Form, in der Ward 1950 den Zusammenhang
zwischen der Vertexfunktion Γ und dem Fermionenpropagator bzw. der
Funktion Σ der Fermionen-Selbstenergie veröffentlichte [57]. Man kann
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(26.80) mithilfe von Feynman-Graphen veranschaulichen. In nullter Ordnung
gilt

− iqΓ
(0)µ

~
= − iqγ

µ

~

(26.80a)= q

~

d
dkµ

1
S̃(0)(k)

= q

~

d
dkµ

1
S̃(k)

=̂

=̂
k k

kγ ≈ 0
= q

~

d
dkµ

(
k
)−1

.

In zweiter Ordnung findet man

− iqΓ
(2)µ(kγ ≈ 0)
~

(26.80b)= q

~

dΣ(2)(k)
dkµ

=̂

=̂ k k

kγ ≈ 0

kϕ

= q

~

d
dkµ

k k
k − kϕ

kϕ

.

In vierter Ordnung betrachten wir nur einen von mehreren Graphen, die zu
Σ(4) gehören:

q

~

dΣ(4)(k)
dkµ

(26.80b)= − iqΓ
(4)µ(kγ ≈ 0)
~

=̂

=̂ q

~

d
dkµ

(
+ . . .

)
= +

+ + + . . .

Die Ableitung von Σ nach kµ bedeutet also, dass in jeweils einen Fermionen-
Propagator von Σ ein Vertex mit einer Photonenlinie kγ ≈ 0 eingeschoben
und dann über alle Graphen summiert wird. In entsprechender Weise lässt
sich auch die Relation (26.79) von Takahashi durch Graphen darstellen.
Beispielsweise erhält man in zweiter Ordnung
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q

~

(
Σ(2)(k3)− Σ(2)(k1)

) (26.79b)= − iqΓ
(2)µ(k3, k1)
~

· (k3 − k1)µ =̂

=̂ q

~

( k3 k3
k3 − kϕ

kϕ

− k1 k1
k1 − kϕ

kϕ )
=

=
k1 k3

kγ = k3 − k1

kϕ

· (k3 − k1)µ .

Wir werden die Relation (26.79) nicht beweisen, sondern als Werkzeug
zum Beweis von (26.76b) verwenden. Wir setzen die Taylorentwicklung

Σ(k) (26.27)= Σ(2)
∣∣∣∣
/k=m0c/~︸             ︷︷             ︸
A

+(/k −m0c/~)
∂Σ(2)

∂/k

∣∣∣∣
/k=m0c/~︸                ︷︷                ︸
B

+O(q4)

ein in
Γµ(kγ ≈ 0)− γµ =(26.80b) −i dΣ(2)(k)

dkµ
+O(q4)

Γµ(kγ ≈ 0) = γµ(1− iB) +O(q4) .

Mithilfe von

Γµ(kγ ≈ 0) =(26.53c)
γµF1(k2

γ ≈ 0) (26.68)= γµ

Z1

Z2 =(26.29) 1 + iB
(26.28)= 1

1− iB +O(q4)

folgt daraus das gleiche Ergebnis wie in (26.76b):

Γµ(k2
γ ≈ 0) = γµ

Z1
= γµ

Z2
+O(q4) (26.81)

26.5 Fermionenschleifen

Die Auflistung (25.1) der fünf möglicherweise divergenten Graphen der QED
enthält als vierten Eintrag eine Schleife von drei fermionischen Linien. Wir
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werden jetzt zeigen, dass jedes Diagramm, das diese Struktur enthält, von
vornherein aus sämtlichen Berechnungen gestrichen werden kann.

A

B

C = (−1)3 ·
A

B

C (26.82)

Wenn man ein Matrixelement zum links gezeichneten Graphen kontrahieren
kann, dann kann man es auch zum rechts gezeichneten Graphen kontrahieren.
Dabei ist es belanglos, ob A,B,C (teilweise) weitere Teile des Graphen
symbolisieren, oder ob die drei Photonenlinien (teilweise) externe Linien
sind. Der rechte Graph unterscheidet sich vom linken nur dadurch, dass
die Pfeile der Fermionenlinien umgedreht wurden. Diese beiden Graphen
müssen (zusätzlich zu weiteren möglichen Kontraktionen) kohärent zum
Gesamtergebnis addiert werden. Wir werden im Folgenden zeigen, dass der
rechte Graph sich vom linken durch den Faktor (−1)3 unterscheidet, so dass
die Summe dieser beiden Graphen Null ist. Allgemein gilt der (auch als
„Theorem von Furry“ bekannte)

Satz: Der Wert eines Graphen, der eine Schleife mit n fer-
mionischen und Null bosonischen Linien enthält, ändert sich
um den Faktor (−1)n, wenn die Fermionenpfeile der Schleife
umgedreht werden.

(26.83)

Deshalb kann man sämtliche Graphen, die eine reine Fermionenschleife
mit einer ungeraden Anzahl von Linien enthalten, von vornherein aus
allen Berechnungen streichen. Zum Beweis des Satzes bemerken wir, dass
bei der Berechnung einer aus n Fermionenlinien und Null Bosonenlinien
bestehenden Schleife nach den Regeln der Kästen 24.1 und 26.1 unter
anderem die Faktoren

. . .
ieγα

~
· i(γ

σk1σ +mc/~)
k2

1 −m2c2/~2 + iε′
. . .

ieγν

~
· i(γτknτ +mc/~)
k2
n −m2c2/~2 + iε′

. . .︸                                                                                        ︷︷                                                                                        ︸
n Vertexfaktoren ·n Propagatoren

auftauchen. Die Faktoren im Nenner kommutieren, nicht jedoch die Faktoren
im Zähler. Die Zähler haben – abgesehen von uninteressanten Konstanten –
die Form
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γαab(γσbck1σ + 1bcmc/~) . . . γνvw(γτwaknτ + 1wamc/~) =

= Sp
{
γα(γσk1σ +mc/~) . . . γν(γτknτ +mc/~)

}
. (26.84a)

In der ersten Zeile wurden die Spinor-Indizes explizit ausgeschrieben. Die Rei-
henfolge der Faktoren wird durch den Umordnungs-Operator US = (23.21)
festgelegt. Weil wir eine geschlossene Schleife fermionischer Linien betrach-
ten, die keinen definierten Anfangspunkt hat, muss der letzte Spinorindex
des Produktes mit dem ersten Spinorindex identisch sein. Deshalb erhält
man die Spur des Produktes.
Wenn die Pfeile auf den Fermionenlinien umgedreht werden, ergibt sich

stattdessen die Spur

Sp
{

(γτknτ +mc/~)γν . . . (γσk1σ +mc/~)γα
}
, (26.84b)

in der die Faktoren in umgekehrter Reihenfolge erscheinen. Um diesen
Ausdruck mit (26.84a) zu vergleichen, wird hinter jeden Faktor in (26.84b)
ein Faktor

1 = D-1
C DC ≡ (γ0γ2)-1γ0γ2

eingeschoben. Anmerkung: DC ist die Darstellung der Ladungskonjugation
auf der Basis von Spinoren, die wir in Abschnitt 11.2.3 untersucht haben.
Für den folgenden Beweis ist es belanglos, ob die Ladungskonjunktion eine
Symmetrie der untersuchten Theorie ist, oder nicht. Denn selbstverständlich
darf man in jedes beliebige Produkt jeder beliebigen Theorie die Faktoren
1 = (γ0γ2)-1γ0γ2 einfügen.
DC ändert weder die Lorentzvektoren kj noch die Konstanten mc/~.

Dagegen werden die γ-Matrizen durch DC gemäß

−D-1
C γ

ν∼DC

(11.23)= γν =⇒ D-1
C γ

νDC = −γν∼

transformiert. Dabei bezeichnet ∼ die transponierte Matrix. Unter der Spur
dürfen die Faktoren zyklisch vertauscht werden. Deshalb gilt:
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(26.84b) = Sp

{
(γτknτ +mc/~)D-1

C DCγ
νD-1

C DC . . .

. . . (γσk1σ +mc/~)D-1
C DCγ

αD-1
C DC

}
=

= Sp
{

(DCγ
τD-1

C knτ +mc/~)DCγ
νD-1

C . . .

. . . (DCγ
σD-1

C k1σ +mc/~)DCγ
αD-1

C

}
=

=
(
(−1)4

)n
(−1)n Sp

{
(γτ∼knτ +mc/~)γν∼ . . . (γσ∼k1σ +mc/~)γα∼

}
=

= (−1)n Sp
{(
γα(γσk1σ +mc/~) . . . γν(γτknτ +mc/~)

)∼}
=

= (−1)n · (26.84a) wegen Sp{A∼} = Sp{A} (26.85)

Damit ist Satz (26.83) bewiesen.

26.6 Photon-Photon-Streuung

Dies Diagramm wurde als letztes der möglicherweise divergen-
ten Diagramme der QED in Tabelle (25.1) aufgelistet. Die oberflächliche
Abzählung der Wellenzahl-Potenzen lässt eine logarithmische Divergenz
erwarten. Tatsächlich ergibt die Berechnung, die man in [58] nachlesen kann,
dass die Streuamplitude der Photon-Photon-Streuung konvergent ist. Das
ist typisch für Diagramme mit mehreren externen Photonenlinien. Schon bei
der Berechnung der Vakuumpolarisation haben wir statt der befürchteten
quadratischen Divergenz nur eine logarithmische Divergenz gefunden. Das
liegt daran, dass die oberflächliche Abschätzung des Divergenzgrades auf der
Annahme beruht, dass jedes Feld vier voneinander unabhängige Komponen-
ten habe. Das ist aber beim Photonenfeld aufgrund der Eichinvarianz nicht
der Fall, so dass der tatsächliche Divergenzgrad oft geringer als erwartet
ist. Weil wir uns in diesem Kapitel auf divergierende Diagramme und ihre
Renormierung konzentrieren, werden wir die Photon-Photon-Streuung nicht
berechnen, sondern verweisen auf die zitierte Literatur.
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Teil4:
Nichtabelsche
Eichtheorien
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27 Flavor-Isospin

27.1 Der Isospin der Nukleonen

Sowohl das Proton als auch das Neutron können durch ein Diracfeld beschrie-
ben werden. Bei hinreichend grober Betrachtung unterscheiden sich diese
Felder nur durch einen kleinen Unterschied ihrer Massen und ihre elektro-
magnetischen Eigenschaften, verhalten sich aber hinsichtlich der Kernkraft
identisch. Im Isospin-Modell stellt man sich deshalb vor, dass die beiden
Nukleonen identische Teilchen wären, wenn man die elektromagnetische
Wechselwirkung abschalten könnte. So, wie manche Energieniveaus von
Atomen, die sich nur durch die Projektion ihres Spins auf eine bestimmte
Achse des Ortsraums unterscheiden, durch ein von außen in Richtung dieser
Achse angelegtes magnetisches Feld aufgespaltet werden können (Zeeman-
Effekt), aber ohne das äußere Magnetfeld entartet sind, so wird das Doublett
der Nukleonen durch die elektromagnetische Wechselwirkung aufgespaltet,
und die beiden Nukleonen hätten ohne diese Wechselwirkung nach dem
Isospin-Modell die gleiche Masse.

Ein Zeeman-Doublett beruht auf einem Elektronenzustand mit Spin S =
~/2, der auf die Achse des äußeren Magnetfeldes (die man meist als x3-Achse
wählt) die Projektion S3 = +~/2 oder S3 = −~/2 haben kann. In Analogie
dazu ordnet man dem Nukleon einen Isospin I = 1/2 zu. Man beachte, dass
der Isospin üblicherweise als dimensionslose Zahl definiert wird, während der
Spin die Dimension eines Drehimpulses hat. Per Definition beschreibt der
Zustand mit I3 = +1/2 das Proton, der Zustand mit I3 = −1/2 das Neutron.
Der Isospin-Raum ist ein abstrakter Raum, der nichts mit dem Zeit-Orts-
Raum zu tun hat. Deshalb wird im Isospin-Raum auch nicht zwischen ko-
und kontravarianten Vektoren unterschieden, sondern es gilt die euklidische
Metrik. Damit kann man die Zustandsfunktionen von Nukleonen schreiben
als Produkt eines zweikomponentigen Iso-Spinors, und eines vom Isospin



644 27 Flavor-Isospin

unabhängigen Rests, der für Proton und Neutron identisch ist:

ψProton =
(

1
0

)
· RestNukleon ψNeutron =

(
0
1

)
· RestNukleon (27.1)

Diese Schreibweise der Zustandsfunktion der Nukleonen wurde 1932 von
Heisenberg eingeführt [59]. Die Faktoren „Rest“ werden wir im Folgenden
nicht mehr explizit ausschreiben.
Die dritte der Pauli-Matrizen

σ1 =
(

0 1
1 0

)
σ2 =

(
0 −i
i 0

)
σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(27.2)

ist – bis auf den Faktor 1/2 – gleich dem I3-Operator der Nukleonen. Wir
schreiben die Pauli-Matrizen, wenn sie als Operatoren im Isospin-Raum
wirken, als τ j ≡ σj , um Verwechslungen des Isospins mit dem Spin zu
vermeiden. Die Eigenwert-Gleichungen des Operators I3 sind

I3 ψProton ≡
τ3

2

(
1
0

)
= +1

2

(
1
0

)
= +1

2 ψProton (27.3a)

I3 ψNeutron ≡
τ3

2

(
0
1

)
= −1

2

(
0
1

)
= −1

2 ψNeutron . (27.3b)

Wie üblich benutzen wir identische Bezeichnungen für Operatoren und ihre
Eigenwerte. Z.B. ist I3 = τ3/2 ein Operator, und I3 = ±1/2 sind seine
Eigenwerte. Die Leiteroperatoren I1 ± iI2 = 1

2(τ1 ± iτ2) wandeln Protonen
und Neutronen ineinander um:

1
2(τ1 + iτ2)ψNeutron =

(
0 1
0 0

)(
0
1

)
= ψProton (27.3c)

1
2(τ1 − iτ2)ψProton =

(
0 0
1 0

)(
1
0

)
= ψNeutron (27.3d)



27.2 Globale Phasentransformationen 645
27.2 Globale Phasentransformationen

In Abschnitt 4.4 haben wir in Gleichung (4.77) die globale Phasentransfor-
mation

ψ′(x) =U ψ(x) = e+ i
~
Kq ψ(x)

ψ
′(x) =ψ(x)U † = e−

i
~
Kq ψ(x)

}
mit K, q ∈ R (27.4)

auf das Diracfeld angewandt. Diese Transformation dreht die Phase des
Feldes ψ(x) in allen Raumzeitpunkten x um den gleichen Winkel Kq/~.
Der Generator q dieser Transformation hat die Dimension Ladung, der
Parameter K hat die Dimension Wirkung/Ladung.
Als bilineare Funktion von ψ und ψ ist die Lagrangedichte

L = ψ(i~cγρdρ −mc2)ψ = ψU †(i~cγρdρ −mc2)Uψ = L′ (27.5)

– und demzufolge auch die Feldgleichung – des freien Dirac-Feldes inva-
riant unter der globalen Phasentransformation. Nach dem Noether’schen
Theorem korreliert diese Invarianz mit einer erhaltenen Stromdichte, deren
Komponenten wir als

jρ =(4.16)
C
∑
r

∂L
∂(dρφr)

kq φr mit

φr = ψ oder ψ
k ≡ lim

n→∞
K/n , n ∈ N

berechnet haben. Mit C ≡ 1/(i~k) fanden wir schließlich als Komponenten
der erhaltenen Stromdichte

jρ = 1
i~k

(
∂L

∂(dρψ)kqψ − ψ
∂L

∂(dρψ)
kq

)
(4.87)= qψcγρψ . (27.6)

Bei festgehaltenem Generator q bildet die Menge der Transformationen

U
(27.4)= exp

{ i
~
Kq
}

mit K, q ∈ R (27.7)

mit beliebigem K die eindimensionale Fundamental-Darstellung der abstrak-
ten Gruppe U(1), siehe die Übersicht der systematischen Nomenklatur von
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Matrixgruppen auf Seite 125 .
Jetzt wollen wir globale Phasentransformationen der Nukleonen-Zustands-

funktionen (27.1) untersuchen. In Abschnitt 6.1 haben wir bewiesen, dass
jedes Element der Matrixgruppe SU(2) – die zugleich die Fundamentaldar-
stellung der abstrakten Gruppe SU(2) ist – in der Form

U(Θ) (6.17)= exp
{ i
~

Θk
~σk

2
}

(27.8)

geschrieben werden kann. Wie in Abschnitt 4.1 erläutert, sind die drei
Faktoren ~σk/2 die Generatoren dieser Darstellung, während die drei reellen
Parameter Θk das jeweilige Element der Gruppe spezifizieren. Der Vergleich
zwischen dieser Gleichung und der globalen U(1)-Phasentransformation
(27.7) legt es nahe, den Vektoroperator

gI = g
(τ1

2 ,
τ2

2 ,
τ3

2
)

(27.9)

als dreidimensionalen Isospin-Ladungsoperator zu definieren, in dem der
reelle, eindimensionale Faktor g eine Kopplungskonstante mit der Dimension
Isospinladung ist. Der Isospin-Ladungsoperator ist Generator der globalen
Phasentransformation

ψ′ = Uψ = exp
{ i
~
K̃g
}
ψ ≡ exp

{ i
~
KjgI

j
}
ψ (27.10a)

mit K̃ ≡ KjI
j = Kj

τ j

2 , Kj ∈ R , (27.10b)

bei der über j von 1 bis 3 summiert wird. ψ = (27.1) ist die Zustandsfunkti-
on der Nukleonen, die zwei Isospin-Komponenten hat. Der reelle Parameter-
Vektor K hat die Dimension Wirkung/Isospinladung. Die Bedeutung der
2× 2-Matrizen im Exponenten wird durch die Reihenentwicklung der Expo-
nentialfunktion definiert:

Uψ(x) = exp
{ i
~
KjgI

j
}
ψ =

∞∑
n=0

1
n!
( i
~
gKjI

j
)n
ψ (27.11)
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In jedem Summanden wird ψ mit der 2× 2-Matrix (KjI

j)n = K̃n multipli-
ziert. Die infinitesimale Phasentransformation ergibt sich aus

U = exp
{ i
~
KjgI

j
}
ψ = lim

n→∞

(
1 + i

~
g
Kj

n︸ ︷︷ ︸
≡kj

Ij
)n

mit n ∈ N

als
UINF = 1 + i

~
gkjI

j . (27.12)

Weil die Phasentransformation unitär ist, U † = U−1, ist die Lagrangedichte

L = ψ(i~cγρdρ −mc2)ψ (27.13)

der Nukleonen offensichtlich invariant unter der globalen Phasentransforma-
tion

L′ = ψU †(i~cγρdρ −mc2)Uψ = L . (27.14)

Deshalb gibt es nach dem Noether’schen Theorem eine erhaltene Stromdichte
mit den vier Raum-Zeit-Komponenten

jρ =(27.6)
C

(
∂L

∂(dρψ) gKlI
lψ − ψgKlI

l ∂L
∂(dρψ)

)
. (27.15)

Weil die drei Komponenten Kl voneinander unabhängig sind, kann die
Konstante als CKl ≡ δjl/(i~) mit j = 1, 2, 3 gewählt werden, und es gibt
drei erhaltene Stromdichten mit den Raum-Zeit-Komponenten

j(j)ρ = gψcγρIjψ mit j = 1, 2, 3 . (27.16)

γρ ist eine 4× 4-Matrix im Spinorraum. ψ ist ein vierkomponentiger Spal-
tenspinor, ψ ist ein vierkomponentiger Zeilenspinor. Ij ist eine 2× 2-Matrix
im Isospin-Raum. ψ ist ein zweikomponentiger Spalten-Isospinor, ψ ist ein
zweikomponentiger Zeilen-Isospinor. Die Faktoren wurden so angeordnet,
dass in jρ sowohl sämtliche Spinor-Indizes als auch sämtliche Isospin-Indizes
kontrahiert sind.
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27.3 Lokale Phasentransformationen

Ist das System der Nukleonen auch invariant unter lokalen SU(2)-Pha-
sentransformationen? Diese Frage wurde 1954 von Yang und Mills [60]
untersucht. Bei der lokalen Phasentransformation

ψ′(x) = U(x)ψ(x) = exp
{ i
~
K̃(x) g

}
ψ(x)

= exp
{ i
~
Kj(x) gIj

}
ψ(x) (27.17)

kann Kj an jedem Raum-Zeit-Punkt x unterschiedlich gewählt werden. Wir
verlangen lediglich, dass die drei Felder Kj(x) an jedem Raum-Zeit-Punkt
stetig und differenzierbar sind. Auf die Lagrangedichte wirkt die lokale
Phasentransformation folgendermaßen:

L′ = ψU †(i~cγρdρ −mc2)Uψ
= ψU †i~cγρUdρψ − ψU †mc2Uψ + ψU †i~cγρ(dρU)ψ
= L+ ψU †i~cγρ(dρU)ψ = L − ψcγρg(dρKj)Ijψ (27.18)

Die Lagrangedichte ist nicht invariant unter lokalen Phasentransformationen.
Dies Ergebnis entspricht dem Resultat (4.96) der lokalen U(1)-Phasentrans-
formation.
Im Fall der U(1)-Symmetrie konnten wir die Invarianz unter lokalen

Phasentransformationen dadurch erzwingen, dass wir den normalen Diffe-
rentialoperator dρ durch den kovarianten Differentialoperator

Dρ(x)
(4.102)
≡ dρ + i

~
qAρ(x) (27.19)

ersetzten, und die Phasentransformation zur U(1)-Eichtransformation er-
weiterten, siehe (4.109):

ψ(x) U(x)−→ ψ′(x) = U(x)ψ(x) = ψ(x) exp
{ i
~
K(x) q

}
(27.20a)

Aρ(x) U(x)−→ A′ρ(x) = Aρ(x) + i~

q
(dρU)U † = Aρ(x)− dρK(x) (27.20b)
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Diese Methode zur Sicherstellung der Invarianz unter lokalen Phasen-

transformationen wollen wir jetzt auf die Gruppe SU(2) übertragen. Dazu
definieren wir den kovarianten Differentialoperator

Dρ(x) ≡ dρ + i

~
gW̃ρ(x) (27.21a)

W̃ρ(x) ≡Wjρ(x) Ij = Wjρ(x) τ
j

2 . (27.21b)

Die drei Ladungen gIj treten an die Stelle der Ladung q von (27.19), und
die drei Eichfelder Wj(x) treten in der Eichgruppe SU(2) an die Stelle
des Eichfeldes A(x) der Eichgruppe U(1). W̃ (x) ist ein Vektorfeld mit vier
Raum-Zeit-Komponenten. Weil die Nukleonen-Zustandsfunktion ψ, auf die
W̃ (x) wirkt, zwei Isospin-Komponenten hat, definieren wir jede einzelne
Raum-Zeit-Komponente W̃ρ(x) als 2× 2-Isospin-Matrix. Dadurch wird die
größtmögliche Allgemeinheit des Ansatzes erreicht. Die je vier Raum-Zeit-
Komponenten Wjρ(x) der drei Eichfelder Wj(x) sind ein-komponentige
Zahlen mit der Dimension Impuls/Isospinladung. Es ist üblich, auch W̃ (x)
als Eichfeld zu bezeichnen.

Wir definieren folgendes Verhalten von W̃ (x) bei einer Eichtransformation:

W̃ ′ρ = UW̃ρU
†︸      ︷︷      ︸

WjρU
τ j

2 U
†

+ i~

g
(dρU)U † (27.22)

Das unterscheidet sich von der einfachen Form (27.20b) im Fall der U(1)-
Eichsymmetrie dadurch, dass die Phasentransformationen U nicht mit ihren
Generatoren τ j/2 kommutieren. Deshalb können wir die Ableitung von U
nach xρ nicht explizit ausführen. Denn dazu müsste man U als Reihenent-
wicklung (27.11) schreiben, und aus der Ableitung dieser Reihe ließe sich
keine Exponentialfunktion ausklammern.

Die Definition von W̃ ′ρ wurde in dieser Weise gewählt, damit der kovariante
Differentialoperator sich unter einer Eichtransformation folgendermaßen
transformiert:
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D′ρ ψ′ = D′ρ Uψ = dρUψ + i

~
g
(
UW̃ρU

† + i~

g
(dρU)U †︸                           ︷︷                           ︸

W̃ ′ρ

)
Uψ

= (dρU)ψ + Udρψ + i

~
gUW̃ρψ − (dρU)ψ

= U Dρ ψ =⇒ D′ρ = U Dρ U
† (27.23)

Das entspricht der Transformation (4.100) des kovarianten Differentialope-
rators der U(1)-Eichgruppe. Dies Transformationsverhalten bewirkt, dass
die Lagrangedichte invariant unter der Eichtransformation ist, wenn der
normale Differentialoperator dρ durch den kovarianten Differentialoperator
Dρ ersetzt wird:

L′ = ψU †(i~cγρ D′ρ−mc2)Uψ = ψ(i~cγρU †D′ρ U −mc2)ψ =
= ψ(i~cγρ Dρ−mc2)ψ = L (27.24)

Wir können die Ableitung dρU in (27.22) zwar nicht für eine allgemeine
Phasentransformation U explizit ausführen, wohl aber für die infinitesimale
Transformation UINF = (27.12):

W̃ ′ρ =(27.22) (1 + i

~
gkkI

k)W̃ρ(1−
i

~
gklI

l†) + i~

g
(dρ

i

~
gkkI

k)(1− i

~
gklI

l†)

(27.25)

Die Pauli-Matrizen (27.2) sind selbstadjungiert, d. h. es ist I l† = I l = τ l/2.
Bei Vernachlässigung von Termen O(k2), zu denen auch kldρkk gehört,
erhält man

W̃ ′ρ = W̃ρ + i

~
g
[
kk
τk

2 , W̃ρ

]
− dρkj

τ j

2 . (27.26)

Mit (27.21b) gilt demnach für die Komponenten Wjρ der drei Eichfelder
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W ′jρ
τ j

2 = Wjρ
τ j

2 − dρkj
τ j

2 + i

~
gkkWlρ

[τk
2 ,

τ l

2
]

= Wjρ
τ j

2 − dρkj
τ j

2 −
1
~
g εkljkkWlρ

τ j

2 . (27.27)

Im letzten Schritt wurde der bekannte Kommutator[σj
2 ,

σk

2
] (6.24)= iεjkl

σl

2 (27.28)

verwendet, in dem εjkl der total antisymmetrische Levi-Cività-Tensor ist.
In der Sprache der Gruppentheorie sind die Faktoren εjkl die Strukturkon-
stanten der Gruppe SU(2). Der gemeinsame Faktor τ j/2 in (27.27) kann
gekürzt werden:

W ′jρ = Wjρ − dρkj −
g

~
εkljkkWlρ (27.29a)

Die Kombination dieser infinitesimalen Transformation bzw. der endlichen
Transformation in der Isospin-Matrix-Form

W̃ ′ρ
(27.22)= UW̃ρU

† + i~

g
(dρU)U † (27.29b)

mit der lokalen Phasentransformation

ψ′(x) = U(x)ψ(x) (27.17)= exp
{ i
~
gKj(x)τ

j

2
}
ψ(x) (27.29c)

des Feldes ψ ist die SU(2)-Eichtransformation, die mit der U(1)-Eichtransfor-
mation (27.20) verglichen werden sollte. In (27.29a) bzw. in (27.29b) tritt ein
zusätzlicher Summand auf, weil die Generatoren der Phasentransformation
nicht kommutieren, und deshalb die Strukturkonstanten der Gruppe SU(2)
– anders als die Strukturkonstanten der Gruppe U(1) – von Null verschieden
sind. Außerdem haben wir es bei der lokalen Phasentransformation der Nu-
kleonen mit drei Parameterfeldern Kj(x) und drei Eichfeldern Wj(x) zu tun,
weil die Gruppe dieser Transformationen identisch ist mit der Matrixgruppe
SU(2), die drei Generatoren (sprich Ladungen) gIj = gτ j/2 hat. Allgemein
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gilt (ohne Beweis): Die Matrixgruppe SU(n) mit beliebigem n ≥ 2 hat
n2 − 1 Generatoren, so dass die Forderung nach lokaler Eichinvarianz n-
dimensionaler geladener Felder zu n2 − 1 Eichfeldern führt.
Bei der Untersuchung der U(1)-Eichtransformationen in Abschnitt 4.5

stellte sich heraus, dass die Feldgleichung des Eichfeldes A(x) durch die
Forderung nach Eichinvarianz weitestgehend festgelegt ist. Als kombinierte
Lagrangedichte des Diracfeldes und des U(1)-Eichfeldes ergab sich

L =(4.120)
ψ
(
i~cγρ(dρ + i

~
qAρ)−mc2

)
ψ − 1

4µ0
FστF

στ

Fστ ≡ dσAτ − dτAσ . (27.30)

Jetzt wollen wir die Lagrangedichte (27.24) des Nukleonenfeldes so erweitern,
dass sich auch für die drei EichfelderWj dynamische Feldgleichungen ergeben.
Selbstverständlich muss die Erweiterung so vorgenommen werden, dass die
Eichinvarianz nicht beschädigt wird. Wir behaupten, dass die folgende
Lagrangedichte die eichinvariante Verallgemeinerung von (27.30) auf die
Eichgruppe SU(2) darstellt:

L ≡ ψ(i~cγρ Dρ−mc2)ψ − 1
2 Sp{F̃στ F̃ στ} (27.31a)

F̃στ ≡ Dσ W̃τ −Dτ W̃σ ≡ Fjστ
τ j

2 ≡ (DσWjτ −Dτ Wjσ)τ
j

2 (27.31b)

Der Feldstärketensor wird jetzt mit den kovarianten Ableitungen definiert.
Im Fall der Eichgruppe U(1) ist es wegen

Fστ = Dσ Aτ −Dτ Aσ
(27.19)= dσAτ − dτAσ + i

~
q [Aσ, Aτ ]︸       ︷︷       ︸

0

(27.32)

egal, ob man die normale oder die kovariante Ableitung verwendet. Dagegen
ist im Fall der Eichgruppe SU(2) die Verwendung der kovarianten Ableitung
zwingend erforderlich, damit die Lagrangedichte L eichinvariant ist. In
Anhang A.25 wird gezeigt, dass
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F̃ ′στ
(A.183)= UF̃στU

† (27.33)

gilt. Daraus folgt zusammen mit (27.24) sofort die Eichinvarianz von L.
Denn wegen der zyklischen Vertauschbarkeit der Faktoren unter der Spur
ist

Sp{F̃ ′στ F̃ ′στ} = Sp{UF̃στU †UF̃ στU †} =
= Sp{U †UF̃στU †UF̃ στ} = Sp{F̃στ F̃ στ} .

Die Spur kann auch in der Form

Sp{F̃στ F̃ στ} = FjστF
στ
k Sp

{τ j
2
τk

2
}

=

= 1
4FjστF

στ
k Sp

{
( 1 0

0 1 )δjk + iεjklτ l
}

= 1
4FjστF

στ
j · 2 (27.34)

geschrieben werden. Die Terme mit unterschiedlichem j und k haben sich
hier zu Null summiert. Damit erhält die Lagrangedichte (27.31) die Form

L = ψ(i~cγρ Dρ−mc2)ψ − 1
4FjστF

στ
j , (27.35)

in der die Ähnlichkeit mit der U(1)-Lagrangedichte (27.30) noch deutlicher
zutage tritt. In beiden Fällen wird das Produkt der Feldstärketensoren mit
−1/4 multipliziert. Nur der Faktor µ0 ist jetzt entfallen, und es wird über
j = 1, 2, 3 summiert.
Die drei Eichfelder Wj(x) werden in Experimenten nicht beobachtet.

Anders als die elektrischen Ladungen sind also die den Nukleonen zuge-
schriebenen Isospin-Ladungen nicht die Quellen von Eichfeldern, die Wech-
selwirkungen zwischen den Teilchen bewirken. Trotzdem war die Arbeit, die
wir (bzw. Yang und Mills) auf die Erforschung der SU(2)-Eichwechselwir-
kung verwendet haben, nicht vergebens. Denn erstens können alle Ergebnisse
mit geringfügigen Modifikationen in der Quantenchromodynamik, die eine
SU(3)-Eichwechselwirkung ist, weiter genutzt werden, und zweitens werden
wir die Gruppe SU(2) bei der Beschreibung der schwachen Wechselwirkung
benutzen.
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Im „Standard-Modell“ der Elementarteilchen werden die Isospin-Ladun-
gen nicht den Nukleonen oder anderen Hadronen zugeordnet, sondern den
Quarks, die als ihre Konstituenten betrachtet werden. Während das up-
Quark (etwa 4MeV/c2) und das down-Quark (etwa 7MeV/c2) näherungs-
weise gleich schwer sind, ist die Isospin-Symmetrie (oft auch als flavour-
Symmetrie bezeichnet) bei den weiteren Quarks (strange etwa 150MeV/c2,
charm etwa 1GeV/c2, bottom etwa 4GeV/c2, top etwa 175GeV/c2) deut-
lich gebrochen. Deshalb hat die auf Isospin-Ladungen beruhende flavour-
Symmetrie bei den Hadronen, die aus den leichteren Quarks aufgebaut
werden, als Ordnungsschema immerhin noch einen gewissen Nutzen, aber
kaum mehr bei den Hadronen, die schwere Quarks enthalten.
Dagegen stellte sich die auf Farb-Ladungen beruhende Symmetrie der

Quarks als streng erhaltene Symmetrie heraus. Damit werden wir uns im
folgenden Kapitel beschäftigen.
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28 Quantenchromodynamik

28.1 Quarks und Gluonen

Die Quantenchromodynamik beruht auf der Annahme, dass alle Hadro-
nen aus Quarks und Gluonen bestehen. Quarks sind Fermionen, die eine
elektrische Ladung, eine Farbladung, und eine schwache Ladung tragen.
Gluonen sind die bosonischen Eichfelder, deren Quellen die Farbladungen
sind. Einige wichtige Eigenschaften von Quarks und Gluonen sind in Tabel-
le 28.1 zusammengestellt. Die durch Kommata getrennten Farbladungen sind
alternativ zu verstehen, d. h. es gibt jeden Quark-flavor mit 3 verschiedenen
Farbladungen, und acht Gluonen mit unterschiedlichen Farbladungen. Die
Farbladungen werden als r = rot, g = grün, b = blau, r̄ = anti-rot, ḡ =
anti-grün, b̄ = anti-blau gelesen und haben selbstverständlich nichts mit den
Farben der Alltagssprache zu tun. Die anti-Farbladungen sind die Ladungen
der Antiquarks, und e ist die elektrische Ladung des Positrons.
Genau so wie wir in (27.1) das Proton und das Neutron als Isospin-

Flavor Spin elektr. Lad. Farbladung Ruhmasse
down 1/2 −e/3 r , g , b ≈ 7.5MeV/c2

up 1/2 +2e/3 r , g , b ≈ 4.2MeV/c2

strange 1/2 −e/3 r , g , b ≈ 150MeV/c2

charme 1/2 +2e/3 r , g , b ≈ 1.1GeV/c2

bottom 1/2 −e/3 r , g , b ≈ 4.2GeV/c2

top 1/2 +2e/3 r , g , b ≈ 175GeV/c2

rḡ , rb̄ , gr̄ ,

Gluon 1 0 gb̄ , br̄ , bḡ , 0
(gḡ − rr̄)/

√
2 ,

(gḡ + rr̄ − 2bb̄)/
√

6

Tab. 28.1 : Eigenschaften von Quarks und Gluonen
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Dublet beschrieben haben, können beispielsweise die drei up-Quarks mit
verschiedenen Farbladungen als Farb-Triplet dargestellt werden:

ψup,rot =
( 1

0
0

)
· Restup ψup,grün =

( 0
1
0

)
· Restup

ψup,blau =
( 0

0
1

)
· Restup (28.1)

Dadurch bildet jedes einzelne der sechs Quarks eine Basis für eine dreidi-
mensionale Fundamentaldarstellung der Gruppe SU(3). Mesonen (die aus
einem Quark und einem Antiquark bestehen) und Baryonen (die aus drei
Quarks bestehen), werden in der QCD durch

ψMeson = 1√
3
ψA,αψB̄,ᾱ (28.2a)

ψBaryon = 1√
6
εαβγ ψA,αψB,βψC,γ (28.2b)

repräsentiert. Bei mehrfach auftretenden Farbindizes α, β, γ ist über rot,
grün, blau zu summieren. Das gilt auch dann, wenn ein Farbindex als Farbe
und der andere als Antifarbe auftritt:

(28.2a) = 1√
3

(ψA,rotψB̄, ¯rot + ψA,grünψB̄, ¯grün + ψA,blauψB̄, ¯blau)

Der total antisymmetrische Levi-Cività-Tensor εαβγ bewirkt, dass die Zu-
standsfunktion der Baryonen auch dann antisymmetrisch (d. h. mit dem
Pauli-Prinzip verträglich) ist, wenn die drei Quark-Flavors A,B,C gleich
sind und auch der hier nicht explizit angegebene Rest der Funktion symme-
trisch ist, wie z. B. bei der ∆++-Resonanz

ψ∆++ = 1√
6
εαβγ ψup,αψup,βψup,γ .

Die Zustandsfunktionen (28.2) sind Farb-Singlets, d. h. sie sind invariant
unter beliebigen Koordinatentransformationen des dreidimensionalen Far-
braums. Es stellt sich als ein sehr wichtiges Prinzip der QCD heraus, dass
die Zustandsfunktionen aller isoliert beobachtbarer Felder Farb-Singlets sein
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müssen.

Alle Elemente einer Fundamentaldarstellung der Gruppe SU(n) mit n ≥ 2
können in der Form

U = exp
{ i
~
Kj g

λj

2
}

= lim
r→∞

(
1 + i

~
g
Kj

r︸ ︷︷ ︸
≡ kj

λj

2

)r
(28.3a)

=⇒ UINF = 1 + i

~
gkj

λj

2 (28.3b)

geschrieben werden, wobei über den doppelt vorkommenden Index j von
1 bis n2 − 1 summiert wird und r ∈ N eine natürliche Zahl ist. Die n2 − 1
Faktoren gλj/2 sind die Generatoren der Darstellung. g ist eine reelle Kopp-
lungskonstante mit der Dimension Farbladung. Die λj sind dimensionslose
hermitesche n×n-Matrizen. Die FaktorenKj (bzw. kj bei der infinitesimalen
Transformation) haben die Dimension Wirkung/Farbladung.

Die Generatoren der SU(2) haben wir mit den 2× 2-dimensionalen Pauli-
Matrizen (27.2) konstruiert. Zur Konstruktion der Generatoren der SU(3)
hat Gell-Mann [61] die 3× 3-dimensionalen Matrizen

λ1 =

0 1 0
1 0 0
0 0 0

 λ2 =

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 λ3 =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0


λ4 =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 λ5 =

0 0 −i
0 0 0
i 0 0

 λ6 =

0 0 0
0 0 1
0 1 0


λ7 =

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 λ8 =

1/
√

3 0 0
0 1/

√
3 0

0 0 −2/
√

3

 (28.4)

vorgeschlagen. Der Kommutator der Generatoren ist

[λi
2 ,

λj

2
]

= if ijk
λk

2 . (28.5)
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Wie bei allen Gruppen SU(n) sind die Strukturkonstanten f ijk reell und total
antisymmetrisch, d. h. sie wechseln bei jeder Permutation zweier Indizes das
Vorzeichen. Die Strukturkonstanten der SU(3) kann man aus (28.4) und
(28.5) berechnen oder dem Artikel von Gell-Mann [61] entnehmen:

ijk 123 147 156 246 257 345 367 458 678
f ijk 1 1/2 −1/2 1/2 1/2 1/2 −1/2

√
3/2

√
3/2

Alle Strukturkonstanten, die hier nicht aufgelistet sind und nicht durch
Permutation der Indizes aus diesen f ijk hervorgehen, sind Null.

Wie für die Generator-Matrizen jeder SU(n) gilt auch für die Generator-
Matrizen der SU(3)

Sp{λj} = 0 Sp{λjλk} = 2δjk . (28.6)

Um diese Relationen zu erfüllen, hat Gell-Mann die Matrix λ8 in der
eigenartigen Form gewählt, während die sieben anderen Matrizen den Pauli-
Matrizen nachgebildet sind.

Die Lagrangedichte des freien (nicht wechselwirkenden) Quark-Flavors A
ist

LA = ψA(i~cγρdρ −mAc
2)ψA . (28.7)

Die Zustandsfunktion ψA ist entsprechend der Definition (28.1) ein Farbla-
dungs-Triplet. Weil die Phasentransformation (28.3) unitär ist, U † = U−1,
ist diese Lagrangedichte offensichtlich invariant unter der globalen Phasen-
transformation

L′A = ψA,αU
†
αβ(i~cγρdρ −mAc

2)UβγψA,γ = LA . (28.8)

Hier wurden die Farb-Indizes α . . . explizit ausgeschrieben. In den meisten
Formeln, wie z. B. (28.7) unterdrücken wir diese Indizes. Es wird bei doppelt
vorkommendem Farb-Index α automatisch über die drei Farben summiert,
über doppelt vorkommende Raum-Zeit-Indizes ρ wird von Null bis Drei
summiert, und über doppelt vorkommende Generator-Indizes j wird von Eins
bis Acht summiert. Nach dem Noether’schen Theorem ist die Stromdichte
mit den vier Raum-Zeit-Komponenten
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jρj =(27.16)
gψA,αcγ

ρ
λjαβ
2 ψA,β mit j = 1 . . . 8 (28.9)

erhalten. Für jede der acht Farbladungen gλj/2 gilt also ein Erhaltungssatz.
Nun betrachten wir die lokale Phasentransformation

ψ′A(x) = U(x)ψA(x) = exp
{ i
~
K̃(x) g

}
ψA(x)

= exp
{ i
~
Kj(x) gλ

j

2
}
ψA(x) , (28.10)

bei der die acht Parameter Kj an jedem Raum-Zeit-Punkt x unterschiedlich
gewählt werden können. Wir verlangen lediglich, dass die acht Felder Kj(x)
an jedem Raum-Zeit-Punkt stetig und differenzierbar sind. Auf die La-
grangedichte (28.7) wirkt die lokale Phasentransformation folgendermaßen:

L′A =(27.18) LA − ψAcγρg(dρKj)
λj

2 ψA (28.11)

Die Lagrangedichte ist nicht invariant unter lokalen Phasentransformationen.
Wie gewohnt erzwingen wir die Invarianz dadurch, dass wir den normalen
Differentialoperator dρ gemäß (27.21) durch den kovarianten Differential-
operator

Dρ(x) ≡ dρ + i

~
gG̃ρ(x) (28.12a)

G̃ρ(x) ≡ Gjρ(x) λ
j

2 (28.12b)

ersetzen. In der Quantenchromodynamik treten die acht Ladungen gλj/2
an die Stelle der Ladung q in der entsprechenden Gleichung (27.19) der
Quantenelektrodynamik, und die acht Eichfelder Gj(x) treten in der Eich-
gruppe SU(3) an die Stelle des Eichfeldes A(x) der Eichgruppe U(1). Die
Dimension der Gluon-Felder ist

[Gj ] = Impuls
Farbladung . (28.12c)

Dρ, G̃ρ, und λj sind Matrizen mit 3× 3 Farbkomponenten. Eine einzelne
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Komponente des kovarianten Differentialoperators ist

Dρ,αβ(x) = 1αβdρ + i

~
gG̃ρ,αβ(x) = 1αβdρ + i

~
gGjρ(x)

λjαβ
2 . (28.12d)

Wir definieren folgendes Verhalten von G̃(x) bei einer Eichtransformation:

G̃′ρ
(27.22)= UG̃ρU

† + i~

g
(dρU)U † = GjρU

λj

2 U
† + i~

g
(dρU)U † (28.13)

Damit transformieren sich der kovariante Differentialoperator bzw. seine
einzelnen Farbkomponenten unter einer Eichtransformation folgendermaßen:

D′ρ =(27.23)
U Dρ U

† (28.14a)

D′ρ,αδ = Uαβ Dρ,βγ U
†
γδ (28.14b)

Dies Transformationsverhalten bewirkt, dass die Lagrangedichte invariant
unter der Eichtransformation ist, wenn der normale Differentialoperator dρ
durch den kovarianten Differentialoperator Dρ ersetzt wird:

L′A = ψA,αU
†
αβ(i~cγρ D′ρ,βγ −1βγmAc

2)UγδψA,δ =
= ψA,α(i~cγρ Dρ,αδ −1αδmAc

2)ψA,δ = LA (28.15)

Für die infinitesimale lokale Phasentransformation (28.3b) kann man die
Transformation des Eichfeldes explizit angeben:

G′jρ
(27.29a)= Gjρ − dρkj −

g

~
fkljkkGlρ (28.16a)

Die Kombination dieser infinitesimalen Transformation bzw. der endlichen
Transformation in der Matrix-Form

G̃′ρ
(28.13)= UG̃ρU

† + i~

g
(dρU)U † (28.16b)

mit der lokalen Phasentransformation
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ψ′A(x) = U(x)ψA(x) (28.10)= exp
{ i
~
gKj(x)λ

j

2
}
ψA(x) (28.16c)

ist die SU(3)-Eichtransformation. Die Invarianz der Lagrangedichte unter
dieser Eichtransformation bildet das Fundament der Quantenchromodyna-
mik.

Die kombinierte Lagrangedichte des Quarkfeldes und der Eichfelder kann
unmittelbar aus (27.31b) abgelesen werden:

≡LA ψA(i~cγρ Dρ−mAc
2)ψA −

1
2 Sp{F̃στ F̃ στ} (28.17a)

F̃στ ≡ Dσ G̃τ −Dτ G̃σ ≡ Fjστ
λj

2 ≡ (Dσ Gjτ −Dτ Gjσ)λ
j

2 (28.17b)

Indem man den kovarianten Differentialoperator (28.12) einsetzt, kann man
den Feldstärketensor folgendermaßen schreiben:

Fjστ
λj

2 = dσGjτ
λj

2 − dτGjσ
λj

2 + i

~
g
(
GkσGjτ

λk

2
λj

2 −GkτGjσ
λk

2
λj

2
)

Im ersten Term der zweiten Zeile werden die kontrahierten Indizes j umbe-
nannt in l, und im zweiten Term der zweiten Zeile werden die kontrahierten
Indizes k in l und j in k umbenannt:

Fjστ
λj

2 = dσGjτ
λj

2 − dτGjσ
λj

2 + i

~
gGkσGlτ

(λk
2
λl

2 −
λl

2
λk

2
)

Fjστ =(28.5) dσGjτ − dτGjσ −
1
~
gf jklGkσGlτ (28.18)

Die in Anhang A.25 bewiesene Relation

F̃ ′στ
(A.183)= UF̃στU

† (28.19)

gilt auch im Fall der SU(3), so dass wegen der zyklischen Vertauschbarkeit
der Faktoren unter der Spur
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Sp{F̃ ′στ F̃ ′στ} = Sp{UF̃στU †UF̃ στU †} =
= Sp{U †UF̃στU †UF̃ στ} = Sp{F̃στ F̃ στ}

zusammen mit (28.15) die Eichinvarianz von LA = (28.17) sichergestellt ist.
Die Spur kann auch in der Form

Sp{F̃στ F̃ στ} = FjστF
στ
k Sp

{λj
2
λk

2
} (28.6)= 1

4FjστF
στ
j · 2 (28.20)

geschrieben werden. Damit erhält die Lagrangedichte (28.17) die Form

LA = ψA(i~cγρ Dρ−mAc
2)ψA −

1
4FjστF

στ
j , (28.21)

in der die Ähnlichkeit mit der U(1)-Lagrangedichte (27.30) noch deutlicher
zutage tritt. In beiden Fällen wird das Produkt der Feldstärketensoren mit
−1/4 multipliziert. Nur der Faktor µ0 ist jetzt entfallen, und es wird über
die Generator-Indizes j = 1 . . . 8 summiert.

28.2 Confinement und asymptotische Freiheit

Die QCD ist also formal ganz ähnlich gebaut wie die QED. Insbesondere
sind Gluonen genau wie Photonen masselos, so dass man eine unendliche
Reichweite der Wechselwirkung zwischen den Quarks erwarten würde. Das
ist aber bekanntlich nicht der Fall. Die starke Wechselwirkung hat eine
Reichweite von etwa 10−15m. Ursache dieses fundamentalen Unterschieds
zwischen elektromagnetischer und starker Wechselwirkung ist die Tatsache,
dass die U(1) eine abelsche Gruppe ist, die SU(3) aber eine nicht-abelsche
Gruppe. Man erkennt die Folgen dieses Unterschieds, sobald man die kova-
riante Ableitung (28.12) und die Feldstärketensoren (28.18) explizit in die
Lagrangedichte der QCD einsetzt:
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LA = ψA

(
i~cγρ(dρ + i

~
gGjρ

λj

2 )−mAc
2
)
ψA−

− 1
4
(
dσGjτ − dτGjσ −

1
~
gf jklGkσGlτ

)
·

·
(
dσGτj − dτGσj −

1
~
gf jklGσkG

τ
l

)
=

= ψA(i~cγρdρ −mAc
2)ψA︸                              ︷︷                              ︸

¬

−ψAcγρgGjρ
λj

2 ψA︸                     ︷︷                     ︸


−

− 1
4(dσGjτ − dτGjσ)(dσGτj − dτGσj )︸                                              ︷︷                                              ︸

®

+

+ 1
2~ gf

jklGkσGlτ (dσGτj − dτGσj )︸                                         ︷︷                                         ︸
¯

− 1
4~2 g

2f jklf jmnGkσGlτG
σ
mG

τ
n︸                                      ︷︷                                      ︸

°
(28.22)

Anders als in der QED gibt es in der QCD nicht nur eine Kopplung zwischen
dem Diracfeld und seinem Eichfeld, sondern auch Selbstwechselwirkungen
der Eichfelder:

 ¯ °

Der Term ¬ beschreibt die freien (nicht wechselwirkenden) Quarkfelder, und
der Term ® beschreibt die acht freien, nicht wechselwirkenden Gluon-Felder.
Der Term , der proportional zur Kopplungskonstante g ist, beschreibt
die Kopplung zwischen den Quarkfeldern und den Gluonfeldern. Weil die
Strukturkonstanten f jkl der SU(3) – anders als die Strukturkonstanten der
U(1) – von Null verschieden sind, kommen in der QCD gegenüber der QED
die Terme ¯ und ° neu hinzu. Sie beschreiben Selbstwechselwirkungen der
Gluon-Felder. ¯ wird als 3G-Kopplung bezeichnet, weil jeder Summand
das Produkt von 3 Feldamplituden enthält. Dementsprechend bezeichnet
man ° als 4G-Kopplung. Die 3G-Kopplung ist wie die Kopplung zwischen
den Quarkfeldern und den Gluonfeldern proportional zu g, während die 4G-
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Kopplung proportional zu g2 ist.
Die Selbstwechselwirkung der Gluonen verändert den Charakter der star-

ken Wechselwirkung völlig. Wenn man in der QED beispielsweise den Wir-
kungsquerschnitt für die Streuung eines Elektrons an einem Myon berechnet,
dann tritt in Störungsrechnung ∼ e4 unter anderem der Graph

±

auf. Die als Vakuum-Polarisation bezeichnete virtuelle Fermionenschleife
haben wir in Abschnitt 26.1 untersucht. Sie bewirkt eine Abschirmung, und
damit eine laufende Kopplungskonstante, die wir als

α(k2
γ) ≡ e2

4πε0~c
(26.22b)
≈ α(0)

1− α(0)
3π ln

{−k2
γ~

2

m2c2

} (28.23)

abgeschätzt haben. k2
γ ist das Wellenzahlquadrat des virtuellen Photons.

Aus der Untersuchung in Abschnitt 24.3.7 wissen wir, dass bei t-Kanal-
Streuung k2

γ < 0 ist. α(0) ≈ 1/137 ist die Kopplungskonstante bei sehr
schwacher Streuung. Die Näherung (28.23) gilt nur, wenn der Betrag des
zweiten Terms im Nenner klein gegen 1 ist.
In der QCD findet man bei der Berechnung der Streuung eines Quarks

an einem anderen Quark in Störungsrechnung ∼ g4 unter anderem diese
Graphen:

² ³
´

Der Graph ² der QCD entspricht offenbar dem Graphen ± der QED.
Allerdings muss die virtuelle Fermionenschleife in ² von Quarks gebildet
werden, weil Leptonen nicht an Gluonen koppeln. Das (28.23) entsprechende
Ergebnis für die Graphen ²,³, und ´ entnehmen wir der Literatur [29,
Abschnitt 2.5.2]:
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αs(k2) ≡ g2

4π~c ≈
αs(Λ2)

1− αs(Λ2)
12π (2nA − 33) ln

{−k2

Λ2

} (28.24)

Diese Näherung gilt nur, wenn der Betrag des zweiten Terms im Nenner
klein gegen 1 ist. αs ist die Kopplungskonstante der starken Wechselwirkung.
−k2 > 0 ist das bei der Streuung übertragene Wellenzahlquadrat. Λ2 ist
ein Referenzwert, der experimentell ermittelt werden muss. Er beträgt
Λ ≈ 0.2GeV/(~c). Und nA ist die Anzahl der Quark-Flavors, aus denen
die virtuelle Quarkschleife in ² gebildet werden kann. Der im Nenner neu
auftretende Faktor −33 ergibt sich aus den Graphen ³ und ´. Er hat das
umgekehrte Vorzeichen wie nA, und er überwiegt, denn es gibt nur sechs
Quark-Flavors. Deshalb nimmt αs(k2) mit steigendem |k2| ab, während
α(k2

γ) mit steigendem |k2
γ | zunimmt. Experimentell ermittelte Zahlenwerte

der elektromagnetischen und der starken laufenden Kopplungskonstanten
wurden in (21.20) angegeben.

Der Abstand r zwischen den streuenden Quarks ist größenordnungsmäßig
≈ 1/

√
−k2. Bei kleinem Abstand r sind auch αs bzw. g klein. Dann führt

eine Störungsrechnung, in der nur eine oder wenige Ordnungen von g
berücksichtigt werden, zu brauchbaren Ergebnissen. In diesem Bereich sind
die aus der QED bekannten störungstheoretischen Methoden anwendbar.
Das Verhalten g(|k2|) → 0 bei |k2| → ∞ wird als asymptotische Freiheit
bezeichnet.
Das umgekehrte gilt bei |k2| → 0. Wenn der Abstand r zwischen den

Quarks, die in einem Hadron gebunden sind, größer wird als

r & 10−15m ≈̂ 0.2GeV/(~c) ≈ Λ &
√
|k2| , (28.25)

dann wird die Anziehung zwischen den Quarks so groß dass der Energiein-
halt der Gluonfelder zur Paarbildung weiterer Quarks ausreicht. Deshalb
erhält man bei hochenergetischen Stößen zweier Protonen nicht einzelne
Quarks, sondern mehrere Farb-Singulets der Art (28.2). Der unüberwindbare
Einschluss der Quarks in Farb-Singulets wird als Confinement bezeichnet.
Da αs im Bereich (28.25) nicht mehr klein gegen 1 ist, sind die gewohnten
Methoden der Störungsrechnung nicht mehr anwendbar. Das macht alle
Berechnungen überaus schwierig.
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29 Elektroschwache Wechselwirkung

Die Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung ist neben der QCD das
zweite Standbein des „Standardmodells der Elementarteilchen“. Die elek-
troschwache Theorie ist vor allem aus zwei Gründen weitaus komplizierter
als die QCD: Erstens liegt ihr die zusammengesetzte Symmetriegruppe
SU(2) ⊗ U(1) zugrunde, während die QCD auf der einfachen Symmetrie-
gruppe SU(3) beruht. Und zweitens sind die Eichbosonen der SU(2)⊗U(1)
auch noch an ein Higgsfeld mit spontan gebrochener Symmetrie gekoppelt.
Was das bedeutet, werden wir in Abschnitt 29.3 klären.

Die elektroschwache Theorie musste so kompliziert konstruiert werden,
weil sie mehreren scheinbar unvereinbaren Randbedingungen gerecht werden
soll:
(1) Sie soll eine Eichtheorie sein, d. h. ihre Lagrangedichte soll invariant unter

lokalen Phasentransformationen sein, und die zwischen den fermionischen
Feldern wirkenden Kräfte sollen als Eichfelder beschrieben werden.

(2) Die relative Stärke S der Wechselwirkungen muss korrekt wiedergegeben
werden:
Sschwach : Sem : Sstark ≈ 10−5 : 10−2 : 1

(3) Die Reichweite R der Wechselwirkungen muss korrekt wiedergegeben
werden:
Rschwach ≈ 10−18m ; Rem =∞ ; Rstark ≈ 10−15m

Es versteht sich von selbst, dass eine Theorie mit den in (2) und (3) genann-
ten experimentellen Beobachtungen übereinstimmen muss. Dagegen ist (1)
eher als eine erratene Leitlinie zu betrachten, welche die Forscher schließlich
zum Ziel führte. Das war eine Überraschung, denn zunächst musste (1) als
ein zusätzliches, fast unüberwindliches Problem erscheinen, und zwar aus
folgendem Grund:
QED und QCD sind Eichtheorien mit masselosen Eichfeldern (den Pho-

tonen und den Gluonen). Weil Photonen masselos sind, ist die Reichweite
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Rem =∞ der elektromagnetischen Wechselwirkung unendlich. Obwohl die
Gluonen ebenfalls masselos sind, ist die Reichweite Rstark ≈ 10−15m der
starken Wechselwirkung endlich. Das liegt an der Selbstwechselwirkung
der Gluonfelder, deren Stärke im 3-Gluon-Vertex proportional zur starken
Kopplungskonstante g und im 4-Gluon-Vertex proportional zum Quadrat
g2 der starken Kopplungskonstante ist, siehe die starke Lagrangedichte
L = (28.22) auf Seite 663.

Wenn man die schwache Wechselwirkung ebenfalls durch eine Eichtheorie
beschreiben möchte, dann sollte es sich also um eine nicht-abelsche Eichtheo-
rie handeln, damit ihre Reichweite endlich ist. Und ihre Kopplungskonstante
sollte etwa tausend mal größer als die starke Kopplungskonstante sein, damit
die Reichweite entsprechend (3) einjustiert wird. Das widerspricht aber (2):
Die schwache Wechselwirkung soll nicht 10+3 mal stärker sondern um den
Faktor 10−5 schwächer als die starke Wechselwirkung sein.
Offenbar müssen Reichweite und Stärke der schwachen Wechselwirkung

in der Theorie voneinander entkoppelt werden. Wie das möglich ist, haben
wir bereits anhand der Yukawa-Theorie in Kapitel 23 geklärt: Eine Wechsel-
wirkung hat dann die Reichweite R, wenn sie durch massive Bosonen mit
der Ruhenergie

Mc2 (23.7)
≈ ~c

R
≈ ~c

10−18m ≈ 200GeV (29.1)

übertragen wird. Tatsächlich haben die Bosonen, die schließlich als Träger
der schwachen Wechselwirkung gefunden wurden, Ruhemassen von etwa
80GeV/c2 und 91GeV/c2. Das Problem bei dieser Lösung: Die Yukawa-
Theorie ist keine Eichtheorie. Man überzeugt sich nämlich leicht, dass die
Eichfelder einer Eichtheorie masselos sein müssen.

Die Masse eines Feldes erscheint in der Lagrangedichte dieses Feldes stets
als Multiplikator des Produkts der Feldamplitude und der adjungierten
Feldamplitude. Siehe zum Beispiel die Lagrangedichte L = (28.22) der
QCD, die im Term mAc

2ψAψA die Massen der verschiedenen Quarkflavors
A enthält, oder die Lagrangedichte L = (10.10) des Klein-Gordon-Feldes
mit dem Masse-Term m2c4ψ+ψ.

Für massive Eichfelder wären dementsprechend z. B. in die Lagrangedich-
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te L = (28.22) der QCD Terme der Art mWjc
2WjµW

µ
j einzusetzen. Bei

einer Eichtransformation müssten diese Terme gemäß (28.13) transformiert
werden. Die dabei auftauchenden Summanden ig(dρU)U †/~ könnten aber
nicht mehr durch entsprechende Transformationsprodukte der Quarkfelder
kompensiert werden, denn die wurden ja bereits durch die zuvor vorhan-
denen Eichfeld-Terme komplett kompensiert. Eine von Null verschiedene
Ruhemasse der Eichfelder würde also die Eichinvarianz der Theorie zerstö-
ren.
Schließlich wurde eine (oft nach ihren Entdeckern Glashow1, Salam2,

und Weinberg3 GSW-Modell genannte) Konstruktion gefunden, in der sich
die genannten Forderungen (1),(2),(3) miteinander vereinbaren lassen: Das
Modell geht aus von einer nicht-abelschen Eichtheorie mit masselosen Eich-
bosonen. Dann postuliert es die Existenz eines zusätzlichen skalaren Feldes,
dessen Symmetrie spontan gebrochen ist. Die Eichbosonen koppeln an das
zusätzliche skalare Feld, und erhalten dadurch eine effektive Masse. Im
Folgenden werden wir diese Konstruktion Schritt für Schritt erläutern.

29.1 Die Basis der Darstellung

Es sind 12 Fermionen (plus deren 12 Antiteilchen) bekannt, die schwach
wechselwirken können, nämlich die 6 Leptonen und die 6 Quarks

νe, e
−, νµ, µ

−, ντ , τ
− ; d′, u, s′, c, b′, t . (29.2)

Die Striche′ an drei der Quarks deuten an, dass sie nicht identisch sind mit
den drei Quarks d, s, b, die in der QCD auftreten. Vielmehr besteht das
Quark d′ hauptsächlich aus d, enthält aber auch kleine Zumischungen von s
und b. Für s′ und b′ gilt entsprechendes. Die Mischungswinkel werden in der
Cabibbo-Kobayashi-Maskawa-Matrix zusammengefasst, die experimentell
bestimmt werden muss.
Im GSW-Modell wird sorgfältig zwischen links- und rechtshändigen Fel-

dern unterschieden. In den frühen Jahren des GSW-Modells nahm man an,

1 Sheldon Lee Glashow, ∗ 1932
2 Abdus Salam, 1926 - 1996
3 Steven Weinberg, ∗ 1933
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dass ausschließlich linkshändige Neutrinos (Spin und Bewegungsrichtung
sind antiparallel) und rechtshändige Antineutrinos (Spin and Bewegungs-
richtung sind parallel) existieren. Folglich nahm man an dass Neutrinos
masselos sind. Denn wenn sie eine endliche Masse hätten, dann könnten
wir uns selbst in ein Bezugssystem transformieren, das das Neutrino über-
holt, und dadurch aus einem linkshändigen Neutrino ein rechtshändiges
macht, und umgekehrt. Heute ist experimentell sichergestellt (durch die Be-
obachtung von „Neutrinooszillationen“), dass Neutrinos eine endlich Masse
haben müssen. Die Masse ist allerdings so klein, dass sie bisher nicht direkt
gemessen werden konnte. Dennoch werden wir das GSW-Modell mit der
zusätzlichen Annahme präsentieren, dass Neutrinos eine endliche Masse
haben, und dass deshalb auch rechtshändige Neutrinos und linkshändige
Antineutrinos existieren.

Genau so wie in (27.1) die Zustandsfunktionen von Protonen und Neutro-
nen zu Isospin-Dublets zusammengefasst wurden, werden die linkshändigen
Komponenten der 12 Fermionen zu sechs linkshändigen „schwachen Isospin-
Dublets“ kombiniert. Beispielsweise bildet man die linkshändigen Zustands-
funktionen des Elektron-Neutrinos und des Elektrons in der Form

ψνe,L =
(

1
0

)
· Restνee−,L (29.3a)

ψe−,L =
(

0
1

)
· Restνee−,L (29.3b)

Kurzschreibweise:
(
νe
e−

)
L

≡ ψνee−,L . (29.3c)

Auf diese Weise bildet man die sechs linkshändigen schwachen Isospin-
Dublets (

νe
e−

)
L

,

(
νµ
µ−

)
L

,

(
ντ
τ−

)
L

;
(
u
d′

)
L

,

(
c
s′

)
L

,

(
t
b′

)
L

, (29.4)

und die entsprechenden sechs rechtshändigen schwachen Isospin-Dublets
ihrer Antiteilchen. Es ist klar, dass der schwache Isospin etwas anderes
ist als der Flavor-Isospin, mit dem wir uns in Kapitel 27 befasst haben.
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Formal ist die Konstruktion aber in beiden Fällen identisch. Jedes der
Doublets (29.4) ist die Basis einer Fundamentaldarstellung der Gruppe
SU(2), genauso wie das Proton-Neutron-Doublet (27.1). Wir nennen den
Operator des schwachen Isospins T . Seine drei Komponenten werden wie
gewohnt mithilfe der Pauli-Matrizen gebildet:

T j ≡ τ j

2 , j = 1, 2, 3 , τ j ≡ σj = (27.2) (29.5)

Alle sechs Doublets haben den schwachen Isospin T = 1/2. Sie tragen die
drei schwachen Isospin-Ladungen

g2
τ j

2 , j = 1, 2, 3 . (29.6)

Genau wie beim Flavor-Isospin sind die sechs Funktionen(
νe
0

)
L

,

(
νµ
0

)
L

,

(
ντ
0

)
L

;
(
u
0

)
L

,

(
c
0

)
L

,

(
t
0

)
L

Eigenfunktionen des T 3-Operators mit Eigenwert +1/2, während die sechs
Funktionen (

0
e−

)
L

,

(
0
µ−

)
L

,

(
0
τ−

)
L

;
(

0
d′

)
L

,

(
0
s′

)
L

,

(
0
b′

)
L

Eigenfunktionen des T 3-Operators mit Eigenwert −1/2 sind. Wie üblich
benutzen wir identische Bezeichnungen für Operatoren und ihre Eigenwerte.
Z. B. ist T 3 = τ3/2 ein Operator, und T 3 = ±1/2 sind seine Eigenwerte.
Die rechtshändigen Zustandsfunktionen der Fermionen (29.2) bilden 12

Singlets:
e−R, νeR, µ

−
R, νµR, τ

−
R , ντR ; d′R, uR, s′R, cR, b′R, tR (29.7)

Jedes dieser Singlets und jedes ihrer Antifelder wird im GSW-Modell als
Basis einer Fundamentaldarstellung der Gruppe U(1) betrachtet, deren
Generator die schwache Hyperladung g1Y/2 ist. Per Definition haben alle
diese Singlets den schwachen Isospin T = 0, und demzufolge auch T3 = 0.
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Die schwache Hyperladung g1Y/2 ist definiert durch die Relation

Y ≡ 2q
e
− τ3 bzw. Y ≡ 2q

e
− 2T 3 . (29.8)

Links steht die Operator-Form der Relation, rechts ihre Eigenwert-Form. q
ist die elektrische Ladung, e ist die elektrische Ladung des Positrons. Dem-
nach haben die drei rechtshändigen Neutrinos die schwache Hyperladung
Y = 0, und die drei rechtshändigen elektrisch geladenen Leptonen haben
die schwache Hyperladung Y = −2. uR, cR, und tR haben die schwache Hy-
perladung Y = +4/3, und d′R, s′R, und b′R haben die schwache Hyperladung
Y = −2/3.
Auch die schwachen Doublets tragen schwache Hyperladung. Die beiden

Gleichungen (29.8) sind bei Bedarf als Matrixgleichungen zu lesen. Beispiels-
weise ergibt die Anwendung der Operatoren auf das Elektron-Doublet

Y

(
νe
e−

)
L

≡
(
Y 0
0 Y

)(
νe
e−

)
L

≡
(

2q
e − 1 0

0 2q
e + 1

)(
νe
e−

)
L

=

=
(
−1 0
0 −1

)(
νe
e−

)
L

= −1 ·
(
νe
e−

)
L

.

Die drei Leptonen-Doublets in (29.4) haben die schwache Hyperladung
Y = −1, und die drei Quark-Doublets haben die schwache Hyperladung Y =
+1/3. Wir werden für Matrixgleichungen weiterhin meistens eine abkürzende
Schreibweise wie in (29.8) verwenden. Die korrekte Interpretation derartiger
Gleichungen ist der Aufmerksamkeit des Lesers anvertraut.

29.2 Elektroschwache Eichfelder

Es ist eine grundlegende Annahme des GSW-Modells, dass die Lagrange-
dichte der 6 schwach wechselwirkenden Doublets (29.4) und der 12 schwach
wechselwirkenden Singulets (29.7) invariant unter lokalen Phasentransforma-
tionen sein muss. Das ist nur möglich, wenn der normale Differentialoperator
dµ ersetzt wird durch den kovarianten Differentialoperator
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Dµ(x) ≡ dµ + i

~

g1
2 Y B0

µ(x) + i

~
g2W

j
µ(x) τ

j

2 . (29.9)

Es sind die jeweiligen Ladungen g1Y/2 und g2τ
j/2 des Objekts einzusetzen,

auf das dieser Operator wirkt. Beispielsweise ist

Dµ e
−
R = dµe−R + i

~

g1
2 (−2)B0

µ(x) e−R (29.10a)

Dµ

(
νe
e−

)
L

= dµ

(
νe
e−

)
L

+ i

~

g1
2 (−1)B0

µ(x)
(
νe
e−

)
L

+ i

~
g2W

j
µ(x) τ

j

2

(
νe
e−

)
L

.

(29.10b)

Die schwache Hyperladung g1Y/2 tritt an die Stelle der elektrischen La-
dung q, und ihr Eichfeld B0(x) tritt an die Stelle des Eichfelds A(x) in der
entsprechenden Definition (27.19) der QED. Und die schwachen Isospin-La-
dungen g2τ

j/2 und ihre Eichfelder W j(x) treten an die Stelle der Ladungen
gτ j/2 und Eichfelder W j(x) in der entsprechenden Definition (27.21) der
Flavor-Isospin-Eichtheorie. Die Flavor-Isospin-Eichtheorie ist niemals „in
Kraft getreten“, weil ihre Eichbosonen nicht beobachtet werden. Deshalb
sollte es nicht zu Verwirrung führen, wenn wir – in Übereinstimmung mit
weiten Teilen der Literatur – in der GSW-Theorie teilweise die gleichen
Bezeichnungen verwenden wie in der Flavor-Isospin-Eichtheorie von Yang
und Mills.

So wie das GSW-Modell postuliert, dass die Basen der elektroschwachen
Theorie nicht mit den drei Quarks d, s, b (die bei der starken Wechselwirkung
auftreten) sondern mit ihre Mischungen d′, s′, b′ gebildet werden, so postuliert
es, dass die in elektroschwachen Reaktionen wirksamen Eichfelder durch
Mischungen der Felder B0 und W j gebildet werden müssen. Zunächst
mischen wir die Felder W j untereinander (beim Feld W 3 handelt es sich
lediglich um eine Umbenennung):W+

µ

W 0
µ

W−µ

 ≡ 1√
2

1 +i 0
0 0

√
2

1 −i 0


W 1

µ

W 2
µ

W 3
µ

 (29.11)

Das Triplet der Eichfelder (W+,W 0,W−) wird als Basis einer dreidimensio-
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nalen Darstellung der Gruppe SU(2) mit schwachem Isospin T = 1 betrach-
tet, und das Eichfeld B0 wird als Basis einer eindimensionalen Darstellung
der Gruppe U(1) betrachtet, deren Generator die schwache Hyperladung
g1Y/2 ist. Anders als die Eichfelder W , die schwachen Isospin haben und
deshalb untereinander schwach wechselwirken können, trägt das Eichfeld
B0 keine schwache Hyperladung und auch keinen schwachen Isospin. Um
die Eichinvarianz nicht zu stören, sind alle vier Eichfelder masselos.

Feld T T 3 Y q/e = Y/2 + T 3 Ruhemasse
W+ 1 +1 0 +1 0
W 0 1 0 0 0 0
W− 1 −1 0 −1 0
B0 0 0 0 0 0

(29.12)

Um die QED in das GSW-Modell einzubauen, werden die beiden nicht
elektrisch geladenen Eichfelder miteinander gemischt:(

Aµ
Z0
µ

)
≡
(

cos θW sin θW
− sin θW cos θW

)(
B0
µ

W 0
µ

)
(29.13)

A(x) ist das elektromagnetische Eichfeld der QED. Der Winkel θW der
orthogonalen Drehung (29.13) wird als Weinberg-Winkel bezeichnet. Nach
dem GSW-Modell sind nicht die Felder W 1,W 2,W 3, B0, sondern die Felder
W+,W−, Z0, A die physikalisch beobachtbaren Eichfelder der elektroschwa-
chen Wechselwirkung.
Mit der Definition der Leiteroperatoren

τ+ ≡ 1
2
(
τ1 + iτ2

)
τ− ≡ 1

2
(
τ1 − iτ2

)
(29.14)

ist √
2(W+

µ τ
− +W−µ τ

+) =

= 1
2
(
W 1
µτ

1 + i(−W 1
µτ

2 +W 2
µτ

1) +W 2
µτ

2 +

+W 1
µτ

1 + i(+W 1
µτ

2 −W 2
µτ

1) +W 2
µτ

2
)

=
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= W 1
µτ

1 +W 2
µτ

2 . (29.15)

Damit, und mit Y (29.8)= 2q/e− τ3, wird der kovariante Differentialoperator
des GSW-Modells

Dµ
(29.9)= dµ + i

~

g1
2 (2q/e− τ3)(Aµ cos θW − Z0

µ sin θW ) +

+ i

~

( g2√
2

(W+
µ τ
− +W−µ τ

+) + g2(Aµ sin θW + Z0
µ cos θW ) τ

3

2
)

= dµ + i

~
√
g2

1 + g2
2

(g1g2
2

2q
e
−g1g2

2 τ3 + g1g2
2 τ3︸                        ︷︷                        ︸

0

)
Aµ +

+ i

~
√
g2

1 + g2
2

(
− g2

1
2

2q
e

+ g2
1
2 τ3 + g2

2
2 τ3

)
Z0
µ−

+ i

~

g2√
2

(W+
µ τ
− +W−µ τ

+) . (29.16)

Damit das Modell kompatibel zur QED wird, darf das Eichfeld A(x) nur als
Summand iqA/~ im kovarianten Differentialoperator vorkommen. Daraus
ergibt sich für die elektrische Ladung e des Positrons und die schwachen
Kopplungskonstanten g1 und g2 bzw. den Weinberg-Winkel θW folgende
Bedingung:

e = g1g2√
g2

1 + g2
2

= g1 cos θW = g2 sin θW (29.17)

Weil der Wert der beiden Kopplungskonstanten nicht von vornherein be-
stimmt ist, kann auch der Wert des Weinbergwinkels nicht aus dieser Relation
berechnet werden. Er ist vielmehr einer der experimentell zu bestimmenden
Parameter des Modells. Man findet sin2 θW ≈ 0.22 .
Der kovariante Differentialoperator wird durch Einsetzen der Bedingung

(29.17) zu
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Dµ = dµ + i

~
qAµ + i

~

g2√
2

(W+
µ τ
− +W−µ τ

+) +

+ i

~
√
g2

1 + g2
2

(
− g2

1q

e
+ g2

1 + g2
2

2 τ3
)
Z0
µ .

(29.18)

Der Term mit Aµ und die Feynman-Diagramme der QED, die sich aus ihm
ergeben, sind uns aus den Kapiteln 24 und 26 wohlbekannt.

Aus (29.17) und (29.18) wird offensichtlich, dass elektrische und schwache
Ladungen die gleiche Dimension haben, und dass die elektrischen und die
schwachen Eichfelder die gleiche Dimension haben:

[q] = [e] = [g1] = [g2] = elektroschwache Ladung (29.19a)

[Aµ] = [W+
µ ] = [W−µ ] = [Z0

µ] = Impuls
elektroschwache Ladung (29.19b)

Die Summanden mit den Eichfeldern W+ und W− wirken ausschließlich auf
diejenigen Fermionen, die in den schwachen linkshändigen Doublets (29.4)
(bzw. in den rechtshändigen Doublets ihrer Antiteilchen) enthalten sind,
weil nur diese eine schwache Isospin-Ladung tragen. Daraus ergeben sich
beispielsweise Diagramme der Art

dL

uL

νeL

e−L

W− oder
uL

dL

ν̄eR

e+
R

W+
,

wie sie beim β−- oder β+-Zerfall von Atomkernen auftreten. Solche Diagram-
me werden als „geladene Ströme“ bezeichnet, weil die schwachen Eichfelder
W+ und W− elektrisch geladen sind.
Aus dem letzten Summanden des kovarianten Differentialoperators erge-

ben sich ungeladene Ströme der Art

uL

uL

νeR

νeR

Z0 uL

uL

e−R

e−R

Z0 νµL

νµL

e−R

e−R

Z0
.

Weil die Eichbosonen W+,W−, Z0 schwache Isospin-Ladung tragen, können
sie auch untereinander wechselwirken.
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Das Modell, soweit wir es bisher beschrieben haben, gibt alle Phänome-
ne der elektromagnetischen und der schwachen Wechselwirkung qualitativ
korrekt wieder. Quantitativ stellt es aber nur die elektromagnetische Wech-
selwirkung richtig dar. Um auch die schwache Wechselwirkung quantitativ
korrekt beschreiben zu können, müssen die drei Eichfelder W+,W−, Z0

Massen bekommen. Wie das ohne Beschädigung der Eichinvarianz möglich
ist, werden wir im folgenden Abschnitt diskutieren.

29.3 Der Higgs-Mechanismus

Der Vakuum-Zustand |0〉 wird definiert durch die Bedingung

|0〉 ⇐⇒ ak |0〉 = 〈0| b†k = 0 ∀k . (29.20a)

Also ist der Vakuumzustand zugleich der Zustand, in dem die Energie des
Feldes minimal ist. In der Regel ist der Erwartungswert eines Feldes im
Vakuumzustand Null. Das gilt zum Beispiel für den Vakuum-Erwartungswert
eines quantisierten freien Klein-Gordon-Feldes:

〈0|φ(x) |0〉 =(15.15a)∑
k

1√
2~ωkΩ

(
〈0| ak |0〉 exp{−ikx}+

+ 〈0| b†k |0〉 exp{+ikx}
)

= 0 (29.20b)

Das braucht aber nicht unbedingt so zu sein. In diesem Abschnitt werden
wir ein Feld mit

|〈0|φ(x) |0〉| = f , 0 (29.20c)

kennenlernen. Dieser Fall kann auftreten, wenn der Zustand |0〉 niedrigster
Energie nicht die vollständige Symmetrie der Lagrangedichte aufweist. Man
spricht in diesem Fall von spontan gebrochener Symmetrie.
Das klassische Beispiel einer spontan gebrochenen Symmetrie ist ein

Ferromagnet: Unterhalb der Curie-Temperatur Tc nimmt seine makroskopi-
sche Magnetisierung M spontan eine bestimmte Richtung an, obwohl seine
Lagrangedichte isotrop ist. Die freie Energie G des Ferromagneten kann
durch
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G

M

T>Tc

T<Tc

G = αM2 + βM4


α > 0 für T > Tc

α < 0 für T < Tc

β > 0 immer
(29.21)

beschrieben werden.
Die Lagrangedichte des Klein-Gordon-Feldes ist

L (10.10)= c2~2(dµφ†)dµφ︸                ︷︷                ︸
T

−m2c4φ†φ︸        ︷︷        ︸
U

. (29.22)

In diesem Ausdruck ist T die Dichte der kinetischen Energie und U die
Dichte der potentiellen Energie, vergleiche (3.24). Jetzt definieren wir die
Lagrangedichte eines skalaren Feldes mit spontan gebrochener Symmetrie,
indem wir (29.21) nachbilden:

L ≡ c2~2(Dµ φ)†Dµ φ−
(
αφ†φ+ β(φ†φ)2

)
(29.23)

α ≡ −m
2c4

2 < 0 β ≡ +m2c4

4f2 > 0

[m] = Masse [f ] =
√

1
Energie ·Volumen

Weil diese Lagrangedichte eichinvariant sein soll, wurde anstelle von dµ
der kovariante Differentialoperator Dµ = (29.18) eingesetzt. φ(x) soll ein
komplexes skalares Feld sein:

φ =
√

1
2 (φ1 + iφ2) = |φ| eiρ , φ1, φ2, ρ ∈ R

φ†φ = |φ|2 = 1
2 (φ2

1 + φ2
2)

[φ] =(10.12)
√

1
Energie ·Volumen (29.24)
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U

φ1

φ2

f
√

2
ρ

Abb. 29.1 : Das Potential U als
Funktion der Felder
φ1 und φ2 .

Der Faktor
√

1/2 wurde in diese Definition eingefügt, weil wir später die
reellen Komponenten φj als elementare Felder interpretieren werden, und
sie deshalb von Anfang an korrekt normalisieren wollen. Wir berechnen das
Minimum der potentiellen Energie:

d
d |φ|

(
φ†φ+ β

α
(φ†φ)2

)
= 2|φ| − 4

2f2 |φ|
3 = 0

=⇒ U hat Extremwerte bei |φ| = 0 und |φ| = f . (29.25)

Das Potential, das in Abbildung 29.1 nur für φ1 = 0 bzw. für die Polarwinkel
ρ = π/2 und ρ = 3π/2 eingezeichnet ist, hat bei beliebigen Werten von ρ eine
ähnliche Form wie der Boden einer Weinflasche. Manchmal wird die Form
auch mit einem Sombrero verglichen. Alle Punkte |φ| exp{iρ} mit |φ| = f
und beliebigem ρ, die durch den gestrichelten Kreis angedeutet werden,
sind gleichberechtigte Minima, die Zustände |0〉 niedrigster Energie gemäß
der Bedingung (29.20c) definieren. Für das Feld φ gilt also 〈0|φ(x) |0〉 =
f exp{iρ} , 0. So wie der Ferromagnet bei T < Tc spontan eine bestimmte
Richtung seiner Magnetisierung annimmt, so wird das Feld φ im Zustand
niedrigster Energie spontan einen bestimmten Polarwinkel ρ annehmen und
damit die Symmetrie der Lagrangedichte (29.23), die von ρ unabhängig ist,
brechen.
Im GSW-Modell wird φ = (φ1 + iφ2)/

√
2 durch das schwache Isospin-

Doublet

φ(x) ≡
√

1
2

(
φ3(x) + iφ4(x)
φ1(x) + iφ2(x)

)
mit φ1, φ2, φ3, φ4 ∈ R (29.26)

ersetzt. Dem Doublet wird der schwache Isospin T = 1/2 zugeordnet, mit



29.3 Der Higgs-Mechanismus 679

T 3
(
φ3(x) + iφ4(x)

0

)
= +1

2

(
φ3(x) + iφ4(x)

0

)
(29.27a)

T 3
(

0
φ1(x) + iφ2(x)

)
= −1

2

(
0

φ1(x) + iφ2(x)

)
. (29.27b)

Es erhält jedoch keine elektrische Ladung. Seine schwache Hyperladung ist
deshalb

Y

(
φ3(x) + iφ4(x)
φ1(x) + iφ2(x)

)
(29.8)=

(
−1 0
0 +1

)(
φ3(x) + iφ4(x)
φ1(x) + iφ2(x)

)
, (29.28)

also (genau wie T 3) nur dann wohldefiniert (d. h. φ ist nur dann ein Eigen-
vektor des Operators Y ), wenn die obere oder die untere Komponente des
Isospinors Null ist.

In Abbildung 29.1 wäre U nun als Funktion in einem von den vier reellen
Felder φ1, φ2, φ3, φ4 aufgespannten vierdimensionalen Raum darzustellen.
Das Minimum ist ein Kreis mit der Gleichung

φ2
1 + φ2

2 + φ2
3 + φ2

4 = 2f2 , (29.29)

und das Feld φ(x) wird im Zustand φ0(x) niedrigster Energie spontan einen
bestimmten Punkt auf diesem vierdimensionalen Kreis einnehmen. Wir
können diesen Punkt ohne Beschränkung der Allgemeinheit auf die φ1-
Achse legen, so dass

φ0(x) (29.26)=
√

1
2

(
0 + i0

f
√

2 + i0

)
=
(

0
f

)
(29.30)

gilt. Denn es ist in jedem Fall möglich, das Koordinatensystem der vierdi-
mensionalen Ebene so zu drehen (d. h. solche Linearkombinationen der vier
Felder φ1 . . . φ4 zu bilden), dass man (29.30) erhält.
Wir definieren vier Felder φ̃i(x) als Auslenkungen von φ(x) aus dem

Zustand niedrigster Energie φ0(x) :
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φ(x) ≡ φ0(x) + 1√
2

(
φ̃3(x) + iφ̃4(x)
φ̃1(x) + iφ̃2(x)

)
= 1√

2

(
φ̃3(x) + iφ̃4(x)

f
√

2 + φ̃1(x) + iφ̃2(x)

)
mit φ̃1, φ̃2, φ̃3, φ̃4, f ∈ R (29.31)

Diese werden in die Lagrangedichte (29.23) eingesetzt:

L =(29.23)
c2~2(Dµ φ

†) Dµ φ+ m2c4

2 φ†φ− m2c4

4f2 (φ†φ)2 (29.32a)

=(29.26) 4∑
i=1

c2~2

2 (Dµ φi)†Dµ φi + m2c4

4

4∑
i=1

φiφi −
m2c4

16f2

( 4∑
i=1

φiφi
)2

(29.32b)

=(29.31) 4∑
i=1

c2~2

2 (Dµ φ̃i)†Dµ φ̃i + m2c4

4
( 4∑
i=1

φ̃iφ̃i +
√

8fφ̃1 + 2f2
)
−

− m2c4

16f2

( 4∑
i=1

φ̃iφ̃i +
√

8fφ̃1 + 2f2
)2

=
4∑
i=1

c2~2

2 (Dµ φ̃i)†Dµ φ̃i −
m2c4

2 (φ̃1)2 − m2c4

16f2

( 4∑
i=1

φ̃iφ̃i
)2
−

− m2c4

f
√

8
φ̃1

4∑
i=1

φ̃iφ̃i + m2c4f2

4 (29.32c)

Es ist plausibel, die φi bzw. φ̃i in (29.32) als die eigentlichen elementaren
Felder zu betrachten, und den schwachen Isospinor φ(x) lediglich als Kom-
bination elementarer Felder, genau so wie z. B. ( νee− )L lediglich ein aus den
elementaren Feldern νe,L und e−L zusammengesetzter schwacher Isospinor
ist.
Das Erkennungsmerkmal von Massetermen in Lagrangedichten ist die

bilineare Feldabhängigkeit mit negativem Koeffizienten. Der einzige Term
dieses Typs ist −m2c4(φ̃1)2/2. Folglich ist φ̃1 das einzige massive Feld in
(29.32). Seine Masse ist m, wie man aus dem Vergleich mit der Lagrangedich-
te (10.33) des reellen Klein-Gordon-Feldes erkennt. Die beiden folgenden
Terme können nicht als Masseterme interpretiert werden, weil sie nicht
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quadratisch in den Feldamplituden sind. Sie beschreiben Selbstwechselwir-
kungen der Felder. Zur Erinnerung: Wir haben in Kapitel 20 ähnliche Selbst-
Wechselwirkungsterme in der ψ3- und ψ4-Theorie kennengelernt. Die La-
grangedichte (29.32c) beschreibt also ein massives reelles bosonisches Feld
φ̃1 und drei masselose reelle bosonische Felder φ̃2, φ̃3, φ̃4. Die drei masselosen
Bosonen werden „Goldstone-Bosonen“ genannt.

Man beachte dass das Zeichen † zur Markierung der Adjungierten an den
Faktoren (Dµ φ̃i)† belassen wurde, weil nur die Felder φi bzw. φ̃i reell sind,
die Eichfelder jedoch komplex sind.

Das schwache Isospinor φ(x) = (29.31) kann in zwei Formen geschrieben
werden:

φ(x) ≡ 1√
2

(
φ̃3(x) + iφ̃4(x)

f
√

2 + φ̃1(x) + iφ̃2(x)

)
≡

≡ 1√
2

exp
{
iρj(x)τ

j

2
}( 0

f
√

2 + χ(x)

)
(29.33)

φ̃1, φ̃2, φ̃3, φ̃4, ρj , f, χ ∈ R , j = 1, 2, 3

Denn ein beliebiges Dublet φ(x) kann am Raum-Zeit-Punkt x dadurch
erzeugt werden, dass der in negative T 3-Richtung orientierte schwache Iso-
spinor mit Länge f

√
2+χ(x) durch den Rotationsoperator exp{iρj(x) τ j/2}

in die gewünschte Richtung des schwachen Isospin-Raums gedreht wird. Der
schwache Isospinor φ(x) hat in beiden Schreibweisen vier Freiheitsgrade, die
durch φ̃1, φ̃2, φ̃3, φ̃4 oder durch ρ1, ρ2, ρ3, χ parametrisiert werden.
Dreh- und Angelpunkt des Higgs-Mechanismus ist das Postulat, dass

die Lagrangedichte (29.32) erstens invariant sein soll unter lokalen U(1)-
Phasentransformationen exp{iK(x) g1Y/2}, deren Generator die schwache
Hyperladung g1Y/2 ist, und zweitens invariant sein soll unter lokalen Rota-
tionen exp{iKj(x) g2τ

j/2} im schwachen Isospin-Raum, deren Generatoren
die drei schwachen Isospin-Ladungen g2τ

j/2 sind. Aus diesem Grund wurden
die einfachen Ableitungen dµ durch die kovarianten Ableitungen Dµ = (29.9)
bzw. Dµ = (29.18) ersetzt.
So, wie man in der Elektrodynamik die Eichfreiheit beispielsweise durch

die Wahl der Coulomb-Eichung nutzen kann, um die unphysikalischen
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Freiheitsgrade der longitudinalen und zeitartigen Polarisation des Photonen-
Feldes zu eliminieren, so nutzen wir die Invarianz des Feldes φ(x) unter
lokalen Rotationen im schwachen Isospin-Raum zur Wahl der Eichung

exp{iKj(x) g2τ
j/2} ≡ exp{−iρj(x) τ j/2} . (29.34)

Diese Eichung wird in der englischsprachigen Literatur als „unitarity gauge“,
oder manchmal auch als „unitary gauge“ bezeichnet. In dieser Eichung hat
das Feld die Form

φ(x) (29.33)= 1√
2

(
0

f
√

2 + χ(x)

)
mit f, χ ∈ R . (29.35)

Da nur noch die untere Komponente des Dublets von Null verschieden ist,
ist der Spinor in der Eichung (29.34) ein Eigenvektor des Hyperladungs-
Operators mit dem Eigenwert Y (29.28)= + 1, und folglich wegen q/e = Y/2 +
T 3 = 0 auch ein Eigenvektor von τ3/2 mit dem Eigenwert T 3 = −1/2.
Der Vergleich von (29.33) und (29.35) zeigt, dass die drei masselosen

Goldstone-Bosonen φ̃2, φ̃3, φ̃4 verschwunden sind. Das bedeutet: So wie
durch die Coulomb-Eichung aufgedeckt wurde, dass der Freiheitsgrad lon-
gitudinaler Polarisation im Fall von Photonen unphysikalisch ist, so hat
jetzt die Eichtransformation (29.34) aufgedeckt dass die drei Goldstone-Bo-
sonen unphysikalische Freiheitsgrade sind. Aber Freiheitsgrade können nicht
einfach verschwinden. Wir werden die drei fehlenden Freiheitsgrade später
als zusätzliche Freiheitsgrade der Eichfelder wiederfinden, d. h. durch die
spontane Symmetriebrechung wurden drei Freiheitsgrade von den Goldstone-
Bosonen auf die Eich-Bosonen übertragen.
Durch die Wahl der Eichung (29.34) nimmt die Lagrangedichte (29.32c)

die einfache Form

L = LHiggs + LHGB (29.36a)

LHiggs = c2~2

2 (dµχ)†dµχ− m2c4

2 χ2 − m2c4

f
√

8
χ3 − m2c4

16f2 χ
4 +

+ m2c4f2

4 (29.36b)
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LHGB ≡
c2~2

2
(
(Dµ φ)†Dµ φ− (dµφ)†dµφ

)
(29.36c)

an. LHiggs ist die Lagrangedichte des „nackten“ Higgs-Feldes, das nicht mit
anderen Feldern wechselwirkt. Durch die Terme mit χ3 und χ4 wechselwirkt
es allerdings mit sich selbst. Das Higgs-Feld χ(x) ist ein reelles Boson-Feld
mit Masse m .
Der Teil LHGB der Lagrangedichte beschreibt die Wechselwirkung des

Higgs-Feldes mit den schwachen Eichbosonen W+, W−, Z0. Das Higgs-
Feld kann mit diesen Bosonen aufgrund seiner schwachen Isospin-Ladung
und seiner schwachen Hyperladung wechselwirken. Da das Higgs-Feld keine
elektrische Ladung trägt, koppelt es nicht an das Eichboson A.

Damit die Lagrangedichte unter lokalen Phasentransformationen invariant
ist, wurde der normale Differentialoperator dµ ersetzt durch den kovarianten
Differentialoperator

Dµ(x) (29.9)= dµ + i

~

g1
2 Y B0

µ(x) + i

~
g2W

j
µ(x) τ

j

2 . (29.37)

Wir greifen hier auf den kovarianten Differentialoperator in seiner ursprüng-
lichen Schreibweise statt auf die umgewandelte Form (29.18) zurück, weil
die folgenden Berechnungen übersichtlicher werden wenn die Pauli-Matrizen
τ j explizit sichtbar sind. Das Ergebnis ist natürlich letztlich unabhängig
von der verwendeten Schreibweise. Wir berechnen

2(Dµ φ)†Dµ φ = (dµχ)dµχ+
(
0 dµχ

) i
~

(g1
2 Y (B0µ −B0µ) +

+ g2(W jµ −W jµ) τ
j

2
)( 0

f
√

2 + χ

)
+
(
0 f

√
2 + χ

) 1
~2

(
g2

1
4 Y 2B0

µB
0µ + g1g2

4 Y (B0
µW

jµ +B0µW j
µ)τ j +

+ g2
2
4 W

j
µW

kµτ jτk
)( 0

f
√

2 + χ

)
. (29.38)

Hier wurde τ j† = τ j , W j†
µ = W j

µ, und B0†
µ = B0

µ beachtet. Der Faktor
∼ (0 dµχ) verschwindet also. Im letzten Faktor kann man in guter Näherung
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( 0
f
√

2+χ ) ≈ ( 0
f
√

2 ) setzen, wenn das Feld nur wenig von φ0 abweicht. Mit dem
Antikommutator der Pauli-Matrizen {τ j , τk}/2 = δkj , mit ( 0 f )τ1( 0

f ) =
( 0 f )τ2( 0

f ) = 0 , sowie mit 2( 0 f )τ3( 0
f ) = −2f2 und Y = 1 folgt

LHGB = f2c2

4
(

+ g2
1B

0
µB

0µ − g1g2B
0
µW

3µ − g1g2W
3
µ B

0µ + g2
2W

j
µW

jµ
)

= f2c2

4
(
− g1B

0
µ + g2W

3
µ

)(
− g1B

0µ + g2W
3µ
)

+

+ f2c2g2
2

4 (W 1
µW

1µ +W 2
µW

2µ) . (29.39)

Nun setzen wir

2(W+
µ )†W+µ + 2(W−µ )†W−µ (29.11)=

= (W 1
µ + iW 2

µ)†(W 1µ + iW 2µ) + (W 1
µ − iW 2

µ)†(W 1µ − iW 2µ)
= W 1

µW
1µ + iW 1

µW
2µ − iW 2

µW
1µ +W 2

µW
2µ +

+W 1
µW

1µ − iW 1
µW

2µ + iW 2
µW

1µ +W 2
µW

2µ

= 2(W 1
µW

1µ +W 2
µW

2µ) (29.40)

und

Z0
µ =(29.13) −B0

µ sin θW +W 0
µ cos θW

(29.17),(29.11)=
−g1B

0
µ + g2W

3
µ√

g2
1 + g2

2

(29.41)

und Faktoren

1 = ζ2
+/ζ

2
+ = ζ2

−/ζ
2
− = ζ2

0/ζ
2
0 = ζ2

H/ζ
2
H

in LHGB ein:

LHGB =
g2

2f
2ζ2

+
4c2ζ2

H
c4 ζ

2
H
ζ2

+
W+
µ W

+µ +
g2

2f
2ζ2
−

4c2ζ2
H
c4 ζ

2
H
ζ2
−
W−µ W

−µ +

+ (g2
1 + g2

2)f2ζ2
0

4c2ζ2
H

c4 ζ
2
H
ζ2

0
Z0
µZ

0µ (29.42)
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Die Faktoren ζ+, ζ−, ζ0, und ζH sind Normierungsfaktoren, die durch die
Integrale über das Normierungsvolumen Ω festgelegt werden:

1 = 1
ζ2

+

∫
Ω

d3xW+
µ W

+µ = 1
ζ2
−

∫
Ω

d3xW−µ W
−µ =

= 1
ζ2

0

∫
Ω

d3xZ0
µZ

0µ = 1
ζ2
H

∫
Ω

d3xχ2 = 1 (29.43)

Also müssen die Dimensionen der Normierungsfaktoren die Dimensionen
der Felder kompensieren:

[ζ+] = [ζ−] = [ζ0] = [W±] = [Z0] (29.19)= Impuls
Ladung (29.44a)

[ζH] = [φ] (10.12)= [χ] = [f ] (29.24),(29.23)= 1√
Energie ·Volumen

(29.44b)

Aus der Dimensionsanalyse wird erkennbar, dass jetzt Massenterme der
Eichbosonen in (29.42) aufgetaucht sind:

[g2f ζ+
c ζH

]
=
[g2f ζ−
c ζH

]
=
[ √g2

1 + g2
2 f ζ0

c ζH

]
= Masse (29.44c)

Man beachte dass die raumartigen Komponenten der Masseterme in (29.42)
tatsächlich das richtige, negative Vorzeichen haben. Zum Beispiel: Z0

µZ
0µ =

Z0
0Z

00−Z0
jZ

0j mit j = 1, 2, 3. Damit haben die vier Eichbosonen der GSW-
Theorie die folgenden Eichenschaften:

Feld T T 3 Y q/e = Y/2 + T 3 Masse
W+ 1 +1 0 +1 g2fζ+/(2c ζH)
W− 1 −1 0 −1 g2fζ−/(2c ζH)
Z0 n.d. 0 0 0

√
g2

1 + g2
2 fζ0/(2c ζH)

A n.d. 0 0 0 0

(29.45)

n.d. bedeutet „nicht definiert“. Denn Z0 und A sind Mischungen der Fel-
der B0 und W 3 = W 0, die unterschiedlichen schwachen Isospin T haben,
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während die Komponente T 3 beider Felder Null ist, siehe Tabelle (29.12).
Die Masseterme der schwachen Eichbosonen sind durch die Kopplung an

das Feld (29.33) zustande gekommen. Dessen ursprünglich 4 Freiheitsgrade
wurden durch die spontane Symmetriebrechung auf nur einen Freiheitsgrad
in der Form (29.35) reduziert. Die dort verschwundenen 3 Freiheitsgrade
tauchen nun als zusätzliche Polarisations-Freiheitsgrade der schwachen
Eichbosonen wieder auf. Als masselose Bosonen hatten sie – genau wie das
Photon – nur zwei transversale Freiheitsgrade der Polarisation. Dank der
Masseterme in (29.42) können sie nun auch longitudinal polarisiert sein.

Obwohl das schwache Isospin-Doublet φ(x) nicht mit dem Higgs-Feld χ(x)
identisch ist, wie aus (29.35) offensichtlich ist, wird der Name Higgs-Feld
in der Literatur häufig synonym für beide Felder χ(x) und φ(x) verwendet.
Beim experimentell beobachtbaren Higgs-Boson, das laut (29.36b) die Masse
m hat, handelt es sich hingegen klar und eindeutig um das Quant des Feldes
χ(x).
Das GSW-Modell der elektroschwachen Wechselwirkung ist eine derar-

tig verzwickte Konstruktion, dass es wohl niemand ernst nehmen würde,
wenn es nicht durch die experimentellen Beobachtungen der vergangenen
Jahrzehnte eindrucksvoll bestätigt worden wäre. Im Jahr 1973 konnten
erstmals die durch das Z0-Boson vermittelten neutralen schwachen Ströme
experimentell nachgewiesen werden. 1983 gelang der direkte experimentelle
Nachweis der drei Bosonen W+, W− (Ruhemasse etwa 80GeV/c2), und
Z0 (Ruhemasse etwa 91GeV/c2). Und 2012 gaben die Experimentatoren
schließlich den Nachweis des lange gesuchten Higgs-Bosons χ mit der Masse
m ≈ 125GeV/c2 bekannt. Schuld an der komplizierten Struktur der Theo-
rie sind offenbar nicht die Theoretiker sondern die Natur selbst, die keine
Rücksicht auf den Wunsch der Physiker nach einfachen Verhältnissen nimmt.

29.4 Der ES-Tensor des Higgs-Feldes

Das Higgs-Feld χ(x) mit Lagrangedichte LHiggs = (29.36b) ist ein reelles
skalares Feld, wie das reelle Klein-Gordon-Feld. Also hat der ES-Tensor des
Higgs-Feldes folgende Form:
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klassisches Higgs-Feld:

T ρσ =(10.36) ∂LHiggs
∂(dρχ) d

σχ− gρσLHiggs (29.46a)

quantisiertes Higgs-Feld:

T ρσ =(15.18) ∂LHiggs
∂(dρχ) d

σχ− gρσLHiggs − Y (29.46b)

Y ≡ die Summe aller Terme in (29.46a), die nicht von
den Teilchenzahl-Operatoren a†k ak abhängen.

Mit Y werden nicht nur die unphysikalischen Terme entfernt, die durch die
Kommutatoren [a†k , ak] = 1 entstehen, sondern auch die unphysikalische
Energiedichte des letzen Terms in (29.36b). Durch Messungen des Myon-
zerfalls konnte die Kopplungskonstante g2 separat festgestellt werden, und
damit der Parameter

f = 246GeV(~c)−3/2 (29.47)

aus Masseterm (29.45) von W± berechnet werden. Mit diesem Wert ergibt
sich

m2c4f2

4 = (125GeV)2(246GeV)2

4(~c)3 ≈ 2 · 10 34 J
m3 . (29.48)

Wenn man diesen Wert vergleicht mit der Energiedichte

T Vakuum
00 ≈ 5.4 · 10−10 J/m3 (29.49)

des intergalaktischen Vakuums, die aus astronomischen Beobachtungen
erschlossen werden kann [42], dann findet man das Verhältnis

Theorie
Beobachtung = (29.48)

(29.49) ≈ 3.7 · 10 43 . (29.50)

Die katastrophale Missverhältnis bestätigt, dass es eine vernünftige Maß-
nahme ist, Y aus (29.46b) zu entfernen.
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29.5 Die Masse der Fermionen

Bisher haben wir alle freien (d. h. nicht wechselwirkenden) elementaren
Felder mit Spin 1/2, d. h. alle Leptonen und alle Quarks, durch eine La-
grangedichte der Form

L0
(8.24)= ψ (i~cγνdν −mc2)ψ (29.51)

beschrieben, aus der die Dirac-Gleichung

(i~cγµdµ −mc2)ψ (8.5)= 0 (29.52)

abgeleitet werden kann. ψ(x) ist ein vierkomponentiges Spinorfeld. Indem
man die γ-Matrizen (8.15) explizit einsetzt, wird die Diracgleichung zu

(i~c
(

0 1

1 0

)
d0 + i~c

(
0 σk

−σk 0

)
dk −mc2)ψ =

=
(

−mc2 i~c(d0 + σkdk)
i~c(d0 − σkdk) −mc2

)
ψ = 0 , (29.53)

wobei σk die 2×2-komponentigen Pauli Matrizen sind. Wenn die Ruheenergie
mc2 Null oder vernachlässigbar ist, dann entkoppelt die vierkomponentige
Dirac-Gleichung in die Weyl-Gleichungen (8.115):

i~c(d0 − σkdk)
(
L1
L2

)
= 0 , i~c(d0 + σkdk)

(
R1
R2

)
= 0 (29.54)

( L1
L2

) ist ein zweikomponentiger linkshändiger Weyl-Spinor, und (R1
R2

) ist ein
zweikomponentiger rechtshändiger Weyl-Spinor.
Wie in den vorangegangenen Abschnitten beschrieben, unterteilt das

GSW-Modell der elektroschwachen Wechselwirkung die Fermionenfelder
streng in die linkshändigen schwachen Isospin-Doublets (29.4) und die
rechtshändigen Singlets (29.7). Eine Lagrangedichte der freien Felder wie
(29.51) ist unvereinbar mit dem GSW-Modell, weil der Masseterm die links-
und rechtshändigen Komponenten des Diracspinors ψ(x) mischt.
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Wenn wir zu einer Fermionentheorie gelangen wollen, die mit dem GSW-

Modell kompatibel ist, dann müssen freie Fermionenfelder masselos sein:

L0 = ψ i~cγνdν ψ (29.55)

Die Massen der Fermionen können durch Wechselwirkung mit dem Higgsfeld
eingeführt werden. Da das Higgsfeld kein Eichfeld ist, kann es nicht durch
einen kovarianten Differentialoperator eingeführt werden. Stattdessen kann
man einen Wechselwirkungsterm z. B. für das up- und das down-Quark wie
folgt postulieren:

Lint = −λd

[(
ψu
ψd

)
L

 0
f + χ√

2


︸           ︷︷           ︸

(29.35)

ψdR + ψdR

 0
f + χ√

2

†(ψu
ψd

)
L

]
−

− λu

[(
ψd
ψu

)
L

 0
f + χ√

2

 ψuR + ψuR

 0
f + χ√

2

†(ψd
ψu

)
L

]
= −(f + χ√

2
)
(
λd ψdLψdR + λd ψdRψdL +

+ λu ψuLψuR + λu ψuRψuL
)

(29.56a)

0 < λd ∈ R , 0 < λu ∈ R

λd und λu sind neue Kopplungskonstanten. Wegen

[L] = Energie
Volumen , [ψψ] = 1

Volumen , [χ] = [f ] = 1√
Energie ·Volumen

müssen diese Kopplungskonstanten die Dimension

[λ] = Energie3/2 ·Volumen1/2 (29.56b)

haben. Weil λdf > 0 und λuf > 0 positive Konstanten sind, handelt es sich
bei den Termen ∼ f in Lint tatsächlich um Masseterme, die den Quarks die
Massen md = λdf/c

2 und mu = λuf/c
2 verleihen. Dagegen sind die Terme
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∼ χψψ in Lint keine Masseterme sondern Wechselwirkungsterme, da sie
nicht bilinear von den Feldern abhängen.

Der entsprechende Ausdruck für das Elektron und das Elektron-Neutrino
lautet:

Lint =

= −λe

[(
ψνe
ψe

)
L

 0
f + χ√

2

 ψeR + ψeR

 0
f + χ√

2

†(ψνe
ψe

)
L

]
−

− λνe

[(
ψe
ψνe

)
L

 0
f + χ√

2

 ψνeR + ψνeR

 0
f + χ√

2

†(ψe
ψνe

)
L

]
= −(f + χ√

2
)
(
λe ψeLψeR + λe ψeRψeL +

+ λνe ψνeLψνeR + λνe ψνeRψνeL
)

(29.57)

Weil die Massen der experimentell beobachteten Fermionen erheblich dif-
ferieren, braucht man für die verschiedenen Fermionen unterschiedliche
Kopplungskonstanten λ. Diese müssen allesamt experimentell bestimmt
werden, da das Standardmodell keinerlei Hinweis auf ihren Wert gibt und
auch nicht erklärt, warum nicht alle Fermionen gleich stark an das Higgsfeld
koppeln.
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Anhang

A.1 Herleitung von Gleichung (6.65)

Wir substituieren die Indizes r, r′ durch

m ≡ r − j − 1 und m′ ≡ r′ − j − 1 . (A.1)

Außerdem schreiben wir Summen ab sofort bis zur Gleichung (A.6) ein-
schließlich explizit aus, setzen also in diesem begrenzten Rahmen die Sum-
menkonvention außer Kraft.

φ
(j)
m′
′ (6.64)=

j∑
m=−j

D
(j)
m′mφ

(j)
m

(6.56a)=
j∑

m=−j
D

(j)
m′mN

(j)
m uj−mvj+m

(6.62)= N
(j)
m′ (au+ bv)j−m′(−b∗u+ a∗v)j+m′ (A.2)

Es wird nur überm summiert, nicht überm′. Mit dem Binomischen Lehrsatz
finden wir:

j∑
m=−j

D
(j)
m′m

N
(j)
m

N
(j)
m′

uj−mvj+m =

= (au+ bv)j−m′(−b∗u+ a∗v)j+m′ =

=
j−m′∑
k=0

(j −m′)!
k!(j −m′ − k)! (au)j−m′−k(bv)k ·

·
j+m′∑
l=0

(j +m′)!
l!(j +m′ − l)! (−b

∗u)j+m′−l(a∗v)l =
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=
j−m′∑
k=0

j+m′∑
l=0

(j −m′)!
k!(j −m′ − k)!

(j +m′)!
l!(j +m′ − l)! ·

· aj−m′−kbk(−b∗)j+m′−la∗lu2j−k−lvk+l (A.3)

Die Produkte upvq mit verschiedenen Potenzen p, q sind voneinander linear
unabhängig. Deshalb kann man die rechte und linke Seite der Gleichung
summandenweise gleichsetzen, wenn j−m = 2j−k− l und j+m = k+ l ist.
Beide Bedingungen sind erfüllt, wenn m = −j + k + l ist. Deshalb führen
wir auf der rechten Seite der Gleichung einen neuen Parameter m durch die
Substitution l ≡ j − k +m ein:

j∑
m=−j

D
(j)
m′m

N
(j)
m

N
(j)
m′

uj−mvj+m =

=
j−m′∑
k=0

k+m′∑
m=k−j

(j −m′)!
k!(j −m′ − k)!

(j +m′)!
(j − k +m)!(m′ + k −m)! ·

· aj−m′−kbk(−b∗)m′+k−ma∗j−k+muj−mvj+m (A.4)

Die Definition der Fakultät ganzer Zahlen ist

z! ≡ 1 · 2 · 3 · . . . · (z − 1) · z für z > 0
z! ≡ 1 für z = 0
z! ≡ ±∞ für z < 0

 z ∈ Z . (A.5)

Mit dieser Definition können wir die Grenzen der Summation über m nach
±j verschieben, und – weil die Summation über m dann nicht mehr von k
abhängt – die Reihenfolge der beiden Summationen tauschen:

j∑
m=−j

D
(j)
m′m

N
(j)
m

N
(j)
m′

uj−mvj+m =
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=
j∑

m=−j

j−m′∑
k=0

(j −m′)!
k!(j −m′ − k)!

(j +m′)!
(j − k +m)!(m′ + k −m)! ·

· aj−m′−kbk(−b∗)m′+k−ma∗j−k+muj−mvj+m (A.6)

Denn die hinzu gekommenen Summanden mitm < k−j und mitm > k+m′
sind allesamt Null, weil sie im Nenner den Faktor (j − k +m)! = ±∞ bzw.
(m′ + k −m)! = ±∞ haben.

Gleichsetzen gleicher Potenzen von upvq ergibt

D
(j)
m′m =

j−m′∑
k=0

(j −m′)!
k!(j −m′ − k)!

(j +m′)!
(j − k +m)!(m′ + k −m)! ·

·
N

(j)
m′

N
(j)
m

· aj−m′−kbk(−b∗)m′+k−ma∗j−k+m (A.7)

Mit den Normierungsfaktoren gemäß (6.56b) findet man schließlich:

D
(j)
m′m=

j−m′∑
k=0

√
(j −m′)!(j +m′)!(j +m)!(j −m)!

k!(j −m′ − k)!(j − k +m)!(m′ + k −m)! ·

· aj−m′−kbk(−b∗)m′+k−ma∗j−k+m
(A.8)

Jetzt kehren wir wieder zu den ursprünglichen Indizes

r = j + 1 +m , r′ = j + 1 +m′ (A.9)

zurück, und erhalten Gleichung (6.65):

D
(j)
r′r =

2j+1−r′∑
k=0

√
(2j + 1− r′)!(r′ − 1)!(r − 1)!(2j + 1− r)!

k!(2j + 1− r′ − k)!(−k + r − 1)!(r′ + k − r)! ·

· a2j+1−r′−kbk(−b∗)r′+k−ra∗−k+r−1

A.2 Nebenrechnung zu Gleichung (6.67)
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D
(0)
00 =

0∑
k=0

√
0!0!0!0!

k!(−k)!(−k)!k! · a
−kbk(−b∗)ka∗−k = 1 (A.10)

D
( 1

2 )
− 1

2−
1
2

=
1∑

k=0

√
1!0!0!1!

k!(1− k)!(−k)!k! · a
1−kbk(−b∗)ka∗−k = a (A.11a)

D
( 1

2 )
− 1

2
1
2

=
1∑

k=0

√
1!0!1!0!

k!(1− k)!(1− k)!(k − 1)! · a
1−kbk(−b∗)k−1a∗1−k = b

(A.11b)

D
( 1

2 )
1
2−

1
2

=
0∑

k=0

√
0!1!0!1!

k!(−k)!(−k)!(1 + k)! · a
−kbk(−b∗)1+ka∗−k = −b∗ (A.11c)

D
( 1

2 )
1
2

1
2

=
0∑

k=0

√
0!1!1!0!

k!(−k)!(1− k)!k! · a
−kbk(−b∗)ka∗1−k = a∗ (A.11d)

D
(1)
−1−1 =

2∑
k=0

√
2!0!0!2!

k!(2− k)!(−k)!k! · a
2−kbk(−b∗)ka∗−k = a2 (A.12a)

D
(1)
−10 =

2∑
k=0

√
2!0!1!1!

k!(2− k)!(1− k)!(−1 + k)! ·

· a2−kbk(−b∗)−1+ka∗1−k =
√

2ab (A.12b)

D
(1)
−11 =

2∑
k=0

√
2!0!2!0!

k!(2− k)!(2− k)!(k − 2)! ·

· a2−kbk(−b∗)k−2a∗2−k = b2 (A.12c)

D
(1)
0−1 =

1∑
k=0

√
1!1!0!2!

k!(1− k)!(−k)!(k + 1)! ·

· a1−kbk(−b∗)k+1a∗−k = −
√

2ab∗ (A.12d)
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D
(1)
00 =

1∑
k=0

√
1!1!1!1!

k!(1− k)!(1− k)!k! ·

· a1−kbk(−b∗)ka∗1−k = aa∗ − bb∗ (A.12e)

D
(1)
01 =

1∑
k=0

√
1!1!2!0!

k!(1− k)!(2− k)!(k − 1)! ·

· a1−kbk(−b∗)k−1a∗2−k =
√

2ba∗ (A.12f)

D
(1)
1−1 =

0∑
k=0

√
0!2!0!2!

k!(−k)!(−k)!(2 + k)! ·

· a−kbk(−b∗)2+ka∗−k = b∗2 (A.12g)

D
(1)
10 =

0∑
k=0

√
0!2!1!1!

k!(−k)!(1− k)!(1 + k)! ·

· a−kbk(−b∗)1+ka∗1−k = −
√

2b∗a∗ (A.12h)

D
(1)
11 =

0∑
k=0

√
0!2!2!0!

k!(−k)!(2− k)!k! · a
−kbk(−b∗)ka∗2−k = a∗2 (A.12i)

D
( 3

2 )
− 3

2−
3
2

=
3∑

k=0

√
3!0!0!3!

k!(3− k)!(−k)!k! · a
3−kbk(−b∗)ka∗−k = a3 (A.13a)

D
( 3

2 )
− 3

2−
1
2

=
3∑

k=0

√
3!0!1!2!

k!(3− k)!(1− k)!(−1 + k)! ·

· a3−kbk(−b∗)−1+ka∗1−k =
√

3a2b (A.13b)

D
( 3

2 )
− 3

2
1
2

=
3∑

k=0

√
3!0!2!1!

k!(3− k)!(2− k)!(−2 + k)! ·

· a3−kbk(−b∗)−2+ka∗2−k =
√

3ab2 (A.13c)

D
( 3

2 )
− 3

2
3
2

=
3∑

k=0

√
3!0!3!0!

k!(3− k)!(3− k)!(−3 + k)! ·

· a3−kbk(−b∗)−3+ka∗3−k = b3 (A.13d)
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D
( 3

2 )
− 1

2−
3
2

=
2∑

k=0

√
2!1!0!3!

k!(2− k)!(−k)!(k + 1)! ·

· a2−kbk(−b∗)k+1a∗−k = −
√

3a2b∗ (A.13e)

D
( 3

2 )
− 1

2−
1
2

=
2∑

k=0

√
2!1!1!2!

k!(2− k)!(1− k)!k! ·

· a2−kbk(−b∗)ka∗1−k = a2a∗ − 2abb∗ (A.13f)

D
( 3

2 )
− 1

2
1
2

=
2∑

k=0

√
2!1!2!1!

k!(2− k)!(2− k)!(k − 1)! ·

· a2−kbk(−b∗)k−1a∗2−k = 2aba∗ − b2b∗ (A.13g)

D
( 3

2 )
− 1

2
3
2

=
2∑

k=0

√
2!1!3!0!

k!(2− k)!(3− k)!(k − 2)! ·

· a2−kbk(−b∗)k−2a∗3−k =
√

3b2a∗ (A.13h)

D
( 3

2 )
1
2−

3
2

=
1∑

k=0

√
1!2!0!3!

k!(1− k)!(−k)!(2 + k)! ·

· a1−kbk(−b∗)2+ka∗−k =
√

3ab∗2 (A.13i)

D
( 3

2 )
1
2−

1
2

=
1∑

k=0

√
1!2!1!2!

k!(1− k)!(1− k)!(1 + k)! ·

· a1−kbk(−b∗)1+ka∗1−k = −2ab∗a∗ + bb∗2 (A.13j)

D
( 3

2 )
1
2

1
2

=
1∑

k=0

√
1!2!2!1!

k!(1− k)!(2− k)!k! ·

· a1−kbk(−b∗)ka∗2−k = aa∗2 − 2bb∗a∗ (A.13k)

D
( 3

2 )
1
2

3
2

=
1∑

k=0

√
1!2!3!0!

k!(1− k)!(3− k)!(k − 1)! ·

· a1−kbk(−b∗)k−1a∗3−k =
√

3ba∗2 (A.13l)
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D
( 3

2 )
3
2−

3
2

=
0∑

k=0

√
0!3!0!3!

k!(−k)!(−k)!(3 + k)! ·

· a−kbk(−b∗)3+ka∗−k = −b∗3 (A.13m)

D
( 3

2 )
3
2−

1
2

=
0∑

k=0

√
0!3!1!2!

k!(−k)!(1− k)!(2 + k)! ·

· a−kbk(−b∗)2+ka∗1−k =
√

3b∗2a∗ (A.13n)

D
( 3

2 )
3
2

1
2

=
0∑

k=0

√
0!3!2!1!

k!(−k)!(2− k)!(1 + k)! ·

· a−kbk(−b∗)1+ka∗2−k = −
√

3b∗a∗2 (A.13o)

D
( 3

2 )
3
2

3
2

=
0∑

k=0

√
0!3!3!0!

k!(−k)!(3− k)!k! · a
−kbk(−b∗)ka∗3−k = a∗3 (A.13p)

A.3 Die Anzahl freier Parameter der SL(2,C)

Die Elemente der Gruppe SL(2,C) sind 2 × 2-Matrizen mit komplexen
Elementen: (

aeiα beiβ

ceiγ deiδ

)
mit a, b, c, d, α, β, γ, δ ∈ R (A.14)

Die 8 reellen Parameter der Matrizen werden durch die Anforderung an die
Determinante eingeschränkt:

det
(
aeiα beiβ

ceiγ deiδ

)
= adei(α+δ) − bcei(β+γ) = 1

=⇒
{ ad cos(α+ δ)− bc cos(β + γ) = 1
ad sin(α+ δ)− bc sin(β + γ) = 0 (A.15)

Wir wollen berechnen, durch wie viele reelle Parameter ein allgemeines
Element der SL(2,C) eindeutig festgelegt wird. Dazu unterscheiden wir vier
Fälle:
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1. Fall: a = 0 , b, c, d , 0
Die Nebenbedingung für die Determinante lautet

−bcei(β+γ) (A.15)= 1

=⇒
{ c= −b−1e−i(β+γ)

γ = −β + π/2± π/2 . (A.16)

Die allgemeinste Form eines Elements aus SL(2,C) ist in diesem Fall(
0 beiβ

−b−1ei(−β+π/2±π/2) deiδ

)
(A.17)

Es gibt 4 freie Parameter plus eine zweideutige Phase. Die gleiche Anzahl
freier Parameter gibt es offensichtlich immer, wenn genau einer der vier
Parameter a, b, c, d Null ist, egal welcher.
2. Fall: a, b, c, d , 0 , cos(α+ δ) = 0
Die Nebenbedingung lautet

−bc cos(β + γ) (A.15)= 1 (A.18)

±ad− bc sin(β + γ) (A.15)= 0

=⇒



c= 1
−b cos(β + γ)

d= ±a−1b
1

−b cos(β + γ) sin(β + γ)

= ei(
π
2±

π
2 )a−1 sin(β + γ)

cos(β + γ) .

(A.19)

Da δ = −α± π/2 sein muss, ist die allgemeinste Form eines Elements aus
SL(2,C) in diesem Fall(

aeiα beiβ

−b−1 1
cos(β+γ)e

iγ a−1 sin(β+γ)
cos(β+γ)e

i(−α+π
2±π)

)
. (A.20)

Es gibt 5 freie Parameter, plus eine zweideutige Phase. Die gleiche Anzahl
freier Parameter gibt es offensichtlich auch im Fall cos(β + γ) = 0.
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3. Fall: a, b, c, d , 0 , sin(α+ δ) = 0
Unter dieser Voraussetzung muss auch sin(β + γ) = 0 sein. Demnach muss
δ = −α+ π

2 ±
π
2 und γ = −β + π

2 ±
π
2 sein. Es folgt

adei(
π
2±

π
2 ) − bcei(

π
2±

π
2 ) (A.15)= 1

=⇒ d = (1 + bcei(
π
2±

π
2 ))a−1e−i(

π
2±

π
2 ) (A.21)

Man beachte, dass die beiden unbestimmten Phasen aus zwei unabhängigen
Quellen herrühren: Die eine stammt aus γ = −β + π

2 ±
π
2 , die andere

aus δ = −α + π
2 ±

π
2 . Nur Phasenfaktoren die aus der gleichen Quelle

stammen dürfen gegeneinander verrechnet werden. Die allgemeinste Form
eines Elements aus SL(2,C) ist in diesem Fall(

aeiα beiβ

cei(−β+π
2±

π
2 ) (1 + bcei(

π
2±

π
2 ))a−1ei(−α)

)
. (A.22)

Es gibt 5 freie Parameter, und eine zweideutige Phase. Zwar taucht die
zweideutige Phase in zwei Elementen auf, es handelt sich aber beides mal
um den Phasenfaktor aus γ = −β + π

2 ±
π
2 , so dass dies nur eine einzige

Unbestimmtheit ist.
4. Fall: a, b, c, d , 0 , cos(α+ δ), sin(α+ δ), cos(β + γ), sin(β + γ) , 0
Aus der Bedingung für die Determinante folgt

d
(A.15)= 1 + bc cos(β + γ)

a cos(α+ δ) (A.23)

c
(A.15)=

a1+bc cos(β+γ)
a cos(α+δ) sin(α+ δ)

b sin(β + γ) (A.24)

Damit gilt

c = 1 + bc cos(β + γ) sin(α+ δ)
cos(α+ δ)b sin(β + γ)

=
(

cos(α+ δ)b sin(β + γ)− b cos(β + γ) sin(α+ δ)
)−1

(A.25)
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d = 1 + b · (A.25) · cos(β + γ)
a cos(α+ δ) (A.26)

Die allgemeinste Form eines Elements aus SL(2,C) ist in diesem Fall(
aeiα beiβ

(A.25)eiγ (A.26)eiδ

)
. (A.27)

Es gibt 6 freie Parameter, also mehr als in den zuvor untersuchten Fällen.
Ein allgemeines Element aus SL(2,C) wird demnach durch genau sechs

reelle Parameter eindeutig bestimmt.

A.4 Nebenrechnung zu Gleichung (6.15)

Wir berechnen die allgemeinste Form einer Matrix U ∈ SU(2) unter Berück-
sichtigung der Randbedingungen (6.13) und (6.14). Dabei treffen wir eine
Fallunterscheidung für a.

Erster Fall: a = 0

detU (6.13)= − bc = +1 =⇒ b , 0 , c = −1
b

(A.28)

bd∗
(6.14b)= 0 =⇒ d = 0 (A.29)

bb∗
(6.14a)= 1 =⇒ b = exp{iφ} mit φ ∈ R (A.30)

Die allgemeinste Form einer Matrix U ∈ SU(2) im Fall a = 0 ist also

U =
(

0 exp{iφ}
− exp{−iφ} 0

)
mit φ ∈ R . (A.31)

Zweiter Fall: a , 0
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c
(6.14c)= − db∗

a∗

d
(6.13)= 1 + bc

a
= 1
a
− b

a

db∗

a∗

d
(
1 + bb∗

aa∗

) (6.14a)= d

aa∗
= 1
a

=⇒ d = a∗ (A.32)
=⇒ c = − b∗ (A.33)

Die allgemeinste Form einer Matrix U ∈ SU(2) ist also

U =
(
a b
−b∗ a∗

)
mit aa∗ + bb∗

(6.14a)= 1 , (A.34)

denn diese Form gilt sowohl im Fall a , 0 als auch im Fall a = 0, vergleiche
(A.31).

A.5 Nebenrechnungen zur Herleitung von (6.38) und (6.40)

Wir definieren die unitäre Transformation

T ≡


0

√
1
2 −

√
1
2 0

1 0 0 0
0

√
1
2

√
1
2 0

0 0 0 1

 . (A.35)

T ist tatsächlich unitär, denn die adjungierte (= transponierte konjugiert-
komplexe) Transformation T † ist gleich der inversen:

TT † =


0

√
1
2 −

√
1
2 0

1 0 0 0
0

√
1
2

√
1
2 0

0 0 0 1




0 1 0 0√
1
2 0

√
1
2 0

−
√

1
2 0

√
1
2 0

0 0 0 1
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TT † =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =⇒ T † = T -1 (A.36)

Die allgemeine Form der Matrizen
∼
W ergibt sich unter Beachtung von

aa∗ + bb∗
(6.15)= 1 als

∼
W = TWT -1 (6.35)=


0

√
1
2 −

√
1
2 0

1 0 0 0
0

√
1
2

√
1
2 0

0 0 0 1

 ·

·


aa ab ba bb
−ab∗ aa∗ −bb∗ ba∗

−b∗a −b∗b a∗a a∗b
b∗b∗ −b∗a∗ −a∗b∗ a∗a∗




0 1 0 0√
1
2 0

√
1
2 0

−
√

1
2 0

√
1
2 0

0 0 0 1



=


0

√
1
2 −

√
1
2 0

1 0 0 0
0

√
1
2

√
1
2 0

0 0 0 1

 ·

·


ab
√

1
2 − ba

√
1
2 aa ab

√
1
2 + ba

√
1
2 bb

aa∗
√

1
2 + bb∗

√
1
2 −ab∗ aa∗

√
1
2 − bb

∗
√

1
2 ba∗

−b∗b
√

1
2 − a

∗a
√

1
2 −b∗a −b∗b

√
1
2 + a∗a

√
1
2 a∗b

−b∗a∗
√

1
2 + a∗b∗

√
1
2 b∗b∗ −b∗a∗

√
1
2 − a

∗b∗
√

1
2 a∗a∗



=


0

√
1
2 −

√
1
2 0

1 0 0 0
0

√
1
2

√
1
2 0

0 0 0 1




0 aa ab
√

2 bb√
1
2 −ab∗ (aa∗ − bb∗)

√
1
2 ba∗

−
√

1
2 −b∗a (aa∗ − bb∗)

√
1
2 a∗b

0 b∗b∗ −a∗b∗
√

2 a∗a∗





Anhang 703

=


1 0 0 0
0 aa ab

√
2 bb

0 −ab∗
√

2 aa∗ − bb∗ a∗b
√

2
0 b∗b∗ −a∗b∗

√
2 a∗a∗

 . (A.37)

Die Spinoren
∼
χ, welche die Basis dieser Darstellung bilden, haben die

Form

∼
χ
(6.37)= Tχ

(A.35)=


0

√
1
2 −

√
1
2 0

1 0 0 0
0

√
1
2

√
1
2 0

0 0 0 1



χ11
χ12
χ21
χ22



=


√

1
2(χ12 − χ21)

χ11√
1
2(χ12 + χ21)

χ22

 (6.32)=


√

1
2(φ1ψ2 − φ2ψ1)

φ1ψ1√
1
2(φ1ψ2 + φ2ψ1)

φ2ψ2

 . (A.38)

A.6 Herleitung von (8.41) aus (8.40)

[γν , Sστ ] (8.40)= Bστν
µγ

µ (A.39)

Mit der Definition

Bστν
µ

(5.33)
≡ i~(gσνgτ µ − gτ νgσµ) (A.40)

der Generatoren der Lorentztransformationen wird daraus

[γν , Sστ ] = i~1
4(4gσνγτ − 4gτνγσ) (A.41)

Wir zerlegen die beiden Summanden auf der rechten Seite in je zwei gleich
große Teile, und addieren die Zahl Null in Form von vier weiteren Summan-
den:
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[γν , Sστ ] = i~1
4(2gσνγτ − γσγνγτ − 2gτνγσ + γτγνγσ

− 2gτνγσ + γσγνγτ + 2gσνγτ − γτγνγσ)

Mit

γµγν + γνγµ
(8.9)= 2gµν1 (A.42)

können je zwei benachbarte Summanden auf der rechten Seite zusammen
gefasst werden:

[γν , Sστ ] = i~1
4(γνγσγτ − γνγτγσ − γσγτγν + γτγσγν)

= i~1
4(γν [γσ, γτ ]− [γσ, γτ ]γν)

=
[
γν ,

i~

4 [γσ, γτ ]
]

(A.43)

A.7 Beweis von Satz (8.43)

Es wird mehrfach von (8.9) sowie von gαβ(2.5)= gβα Gebrauch gemacht:

[Sαβ, Sηδ] = −~
2

16
(
(γαγβ − γβγα)(γηγδ − γδγη)

− (γηγδ − γδγη)(γαγβ − γβγα)
)

=

= −~
2

16
(
γα(2gβη1− γηγβ)γδ − γα(2gβδ1− γδγβ)γη

− γβ(2gαη1− γηγα)γδ + γβ(2gαδ1− γδγα)γη

− γη(2gδα1− γαγδ)γβ + γη(2gδβ1− γβγδ)γα

+ γδ(2gηα1− γαγη)γβ − γδ(2gηβ1− γβγη)γα
)

=
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= −~
2

16
(
2gβηγαγδ − γαγηγβγδ − 2gβδγαγη + γαγδγβγη

− 2gαηγβγδ + γβγηγαγδ + 2gαδγβγη − γβγδγαγη

− 2gδαγηγβ + (2gηα1− γαγη)(2gδβ1− γβγδ)
+ 2gδβγηγα − (2gηβ1− γβγη)(2gδα1− γαγδ)
+ 2gηαγδγβ − (2gδα1− γαγδ)(2gηβ1− γβγη)

− 2gηβγδγα + (2gδβ1− γβγδ)(2gηα1− γαγη)
)

=

= −~
2

16
(
2gβηγαγδ − 2gβδγαγη − 2gαηγβγδ + 2gαδγβγη

− 2gδαγηγβ + 4gηαgδβ1− 2gηαγβγδ − 2gδβ(2gαη1− γηγα)
+ 2gδβγηγα − 4gηβgδα1+ 2gηβγαγδ + 2gδα(2gβη1− γηγβ)
+ 2gηαγδγβ − 4gδαgηβ1+ 2gδαγβγη + 2gηβ(2gαδ1− γδγα)

− 2gηβγδγα + 4gδβgηα1− 2gδβγαγη − 2gηα(2gβδ1− γδγβ)
)

=

= −~
2

16
(
4gβη(γαγδ − γδγα)− 4gβδ(γαγη − γηγα)

− 4gαη(γβγδ − γδγβ) + 4gαδ(γβγη − γηγβ)
)

=

= i~(gβηSαδ − gβδSαη − gαηSβδ + gαδSβη) (A.44)

A.8 Geradzahlige Dimension von Dirac-Matrizen

Die folgende Rechnung gehört zur Herleitung der Dirac-Matrizen in Ab-
schnitt 8.1. Wir zeigen, dass die γ-Matrizen gradzahlige Dimension haben
müssen. γ0 und iγj sind hermitesch. Man kann jede hermitesche Matrix
durch eine geeignete unitäre Transformation U in Diagonalgestalt bringen.
In der Diagonale stehen dann ihre Eigenwerte (die bei einer hermiteschen
Matrix allesamt reell sind), alle nicht-Diagonalelemente sind Null. Es gilt

U0γ
0U−1

0︸        ︷︷        ︸
diagonal

U0γ
0U−1

0︸        ︷︷        ︸
diagonal

(8.9)= U01U
−1
0 = 1 (A.45)
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Ujiγ
jU−1

j︸         ︷︷         ︸
diagonal

Ujiγ
jU−1

j︸         ︷︷         ︸
diagonal

(8.9)= Uj1U
−1
j = 1 , (A.46)

hier ausnahmsweise keine Summation über j !

also sind sämtliche Eigenwerte der Matrizen γ0 und iγj gleich ±1. Die
Spur der γ-Matrizen, also die Summe ihrer Diagonalelemente, ist gleich der
Summe ihrer Eigenwerte, weil die Spur sich bei zyklischer Vertauschung
ihrer Argumente nicht ändert:

Spur(U0γ
0U−1

0 ) = Spur(U−1
0 U0γ

0) = Spur(γ0) (A.47)
Spur(UjiγjU−1

j ) = Spur(U−1
j Ujiγ

j) = iSpur(γj) (A.48)
hier ausnahmsweise keine Summation über j !

Die Spur der γj ist Null wegen

Spur(γj) = Spur(γ0γ0︸  ︷︷  ︸
1

γj) = Spur(γ0γjγ0) =

(8.9)= −Spur(γ0γ0γj) = −Spur(γj) = 0 . (A.49a)

Die Spur von γ0 ist Null wegen

Spur(γ0) = Spur(−γjγj︸    ︷︷    ︸
1

γ0) = Spur(−γjγ0γj) =

(8.9)= −Spur(−γjγjγ0) = −Spur(γ0) = 0 . (A.49b)
hier ausnahmsweise keine Summation über j !

Wir wissen also: Alle Eigenwerte von γ0 und iγj sind ±1, und die Summe
der Eigenwerte ist Null. Also muss es genau so viele Eigenwerte +1 wie −1
geben, also müssen die γν geradzahlige Dimension 2, 4, 6, . . . haben.
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A.9 Nebenrechnungen zu (8.67) und (8.68)

Wir betrachten einen reinen Boost, der durch das Multiplet (Θ,η)= (0,η)
parametrisiert wird. Wegen σ1σ1 = σ2σ2 = σ3σ3 = 1 und η ≡ |η| gilt

D = exp
{
− ηj

2

(
σj 0
0 −σj

)}
=

=
(
1 0
0 1

) ∞∑
n=0,2,4,...

1
n!
(η

2
)n
− ηj
η

(
σj 0
0 −σj

) ∞∑
n=1,3,5,...

1
n!
(η

2
)n

=

1 cosh
(
η
2

)
− ηj

η σ
j sinh

(
η
2

)
0

0 1 cosh
(
η
2

)
+ ηj

η σ
j sinh

(
η
2

)
 . (A.50)

Statt D als Funktion der drei Rapiditätsparameter η auszudrücken, kann
man die Transformation auch als Funktion der drei Impulskomponenten
p des Feldes im bewegten Koordinatensystem beschreiben. Das bewegte
Koordinatensystem hat – gemessen im Ruhesystem – die Geschwindigkeit v.
Mit dieser Geschwindigkeit hängt die Rapidität η durch die Relation

tanh η = v

c
≡ β (A.51)

cosh η = 1√
1− tanh2 η

= 1√
1− β2 ≡ γ (A.52)

sinh η = cosh η tanh η = γβ (A.53)

zusammen. Die relativistische Energie E und der relativistische Impuls p
des Feldes ψ hängen mit der Ruhemasse m und der relativistischen Masse
γm zusammen durch

E = γmc2 , p = −γmv = −γβmc . (A.54)

Man beachte das Minuszeichen: Wir führen einen passiven Boost aus. Im
bewegten Koordinatensystem hat das Feld die Geschwindigkeit −v. Aus
dem gleichen Grund hat der Einheitsvektor in Richtung der Bewegung des
Koordinatensystems – gemessen im Ruhesystem des Feldes – die Komponen-



708 Anhang

ten ηj/η, der Einheitsvektor in Richtung des bewegten Feldes – gemessen
im bewegten Koordinatensystem – die Komponenten pj/p = −ηj/η, wobei
p der Impuls des Feldes ist, der im bewegten Koordinatensystem gemessen
wird. Diese Relationen setzen wir ein in die hyperbolischen Funktionen von
η/2:

cosh η2 =
√

1
2(cosh η + 1) =

√
1
2(γ + 1) =

√
1
2
E +mc2

mc2 =

= E +mc2√
2mc2(E +mc2)

(A.55)

sinh η2 =
√

1
2(cosh η − 1) =

√
1
2(γ − 1) =

√
1
2
E −mc2

mc2 =

=
√
E2 −m2c4√

2mc2(E +mc2)
= cp√

2mc2(E +mc2)
(A.56)

Einsetzen in (A.50) ergibt

D =
√

1
2mc2(E +mc2) ·

·
(

(E +mc2)1+ cpjσ
j 0

0 (E +mc2)1− cpjσj

)
. (A.57)

A.10 Herleitung der Gleichungen (8.76)

Mit den Definitionen

N ≡
√

1
2(E +mc2) (A.58a)

A+ ≡ E +mc2 + cp3 (A.58b)
B ≡ cp1 + icp2 (A.58c)
A− ≡ E +mc2 − cp3 (A.58d)
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sind die Spinoren (8.75):

1uk = N


A+
B
A−
−B

 , 2uk = N


B∗

A−
−B∗
A+

 , 1vk = N


A+
B
−A−
B



2vk = N


B∗

A−
B∗

−A+

 ,

1uk† = N
(
A+ B∗ A− −B∗

)
2uk† = N

(
B A− −B A+

)
1vk† = N

(
A+ B∗ −A− B∗

)
2vk† = N

(
B A− B −A+

)

1u−k = N


A−
−B
A+
B

 , 2u−k = N


−B∗
A+
B∗

A−

 , 1v−k = N


A−
−B
−A+
−B



2v−k = N


−B∗
A+
−B∗
−A−

 ,

1u−k† = N
(
A− −B∗ A+ B∗

)
2u−k† = N

(
−B A+ B A−

)
1v−k† = N

(
A− −B∗ −A+ −B∗

)
2v−k† = N

(
−B A+ −B −A−

) (A.59)

Wir berechnen einige Summen von Produkten von Spinorkomponenten:

1uk†1
1uk1 + 2uk†1

2uk1 + 1v−k†1
1v−k1 + 2v−k†1

2v−k1 =
= N2(A+A+ +BB∗ +A−A− +BB∗) = 2~ωk

1uk†1
2uk1 + 2uk†1

1uk1 + 1v−k†1
2v−k1 + 2v−k†1

1v−k1 =
= N2(A+B

∗ +BA+ −A−B∗ −BA−) , 0
1uk†1

1uk2 + 2uk†1
2uk2 + 1v−k†1

1v−k2 + 2v−k†1
2v−k2 =

= N2(A+B +BA− −A−B −BA+) = 0
1uk†1

2uk2 + 2uk†1
1uk2 + 1v−k†1

2v−k2 + 2v−k†1
1v−k2 =

= N2(A+A− +BB +A−A+ +BB) , 0
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1uk†1
1uk3 + 2uk†1

2uk3 + 1v−k†1
1v−k3 + 2v−k†1

2v−k3 =
= N2(A+A− −BB∗ −A−A+ +BB∗) = 0

1uk†1
2uk3 + 2uk†1

1uk3 + 1v−k†1
2v−k3 + 2v−k†1

1v−k3 =
= N2(−A+B

∗ +BA− −A−B∗ +BA+) = 0
1uk†1

1uk4 + 2uk†1
2uk4 + 1v−k†1

1v−k4 + 2v−k†1
2v−k4 =

= N2(−A+B +BA+ −A−B +BA−) = 0
1uk†1

2uk4 + 2uk†1
1uk4 + 1vk†1

2vk4 + 2v−k†1
1v−k4 =

= N2(A+A+ −BB −A+A+ +BB) = 0
1uk†2

1uk1 + 2uk†2
2uk1 + 1v−k†2

1v−k1 + 2v−k†2
2v−k1 =

= N2(B∗A+ +A−B
∗ −B∗A− −A+B

∗) = 0
1uk†2

2uk1 + 2uk†2
1uk1 + 1v−k†2

2v−k1 + 2v−k†2
1v−k1 =

= N2(B∗B∗ +A−A+ +BB∗ +A+A−) , 0
1uk†2

1uk2 + 2uk†2
2uk2 + 1v−k†2

1v−k2 + 2v−k†2
2v−k2 =

= N2(B∗B +A−A− +B∗B +A+A+) = 2~ωk
1uk†2

2uk2 + 2uk†2
1uk2 + 1v−k†2

2v−k2 + 2v−k†2
1v−k2 =

= N2(B∗A− +A−B −B∗A+ −A+B) , 0
1uk†2

1uk3 + 2uk†2
2uk3 + 1v−k†2

1v−k3 + 2v−k†2
2v−k3 =

= N2(B∗A− −A−B∗ +B∗A+ −A+B
∗) = 0

1uk†2
2uk3 + 2uk†2

1uk3 + 1v−k†2
2v−k3 + 2v−k†2

1v−k3 =
= N2(−B∗B∗ +A−A− +B∗B∗ −A+A+) , 0

1uk†2
1uk4 + 2uk†2

2uk4 + 1v−k†2
1v−k4 + 2v−k†2

2v−k4 =
= N2(−B∗B +A−A+ +B∗B −A+A−) = 0

1uk†2
2uk4 + 2uk†2

1uk4 + 1v−k†2
2v−k4 + 2v−k†2

1v−k4 =
= N2(B∗A+ −A−B +BA− −A+B) , 0

1uk†3
1uk1 + 2uk†3

2uk1 + 1v−k†3
1v−k1 + 2v−k†3

2v−k1 =
= N2(A−A+ −BB∗ −A+A− +BB∗) = 0
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1uk†3

2uk1 + 2uk†3
1uk1 + 1v−k†3

2v−k1 + 2v−k†3
1v−k1 =

= N2(A−B∗ −BA+ +A+B
∗ −BA−) = 0

1uk†3
1uk2 + 2uk†3

2uk2 + 1v−k†3
1v−k2 + 2v−k†3

2v−k2 =
= N2(A−B −BA− +A+B −BA+) = 0

1uk†3
2uk2 + 2uk†3

1uk2 + 1v−k†3
2v−k2 + 2v−k†3

1v−k2 =
= N2(A−A− −BB −A+A+ +BB) , 0

1uk†3
1uk3 + 2uk†3

2uk3 + 1v−k†3
1v−k3 + 2v−k†3

2v−k3 =
= N2(A−A− +BB∗ +A+A+ +BB∗) = 2~ωk

1uk†3
2uk3 + 2uk†3

1uk3 + 1v−k†3
2v−k3 + 2v−k†3

1v−k3 =
= N2(−A−B∗ −BA− +A+B

∗ +BA+) , 0
1uk†3

1uk4 + 2uk†3
2uk4 + 1v−k†3

1v−k4 + 2v−k†3
2v−k4 =

= N2(−A−B −BA+ +A+B +BA−) = 0
1uk†3

2uk4 + 2uk†3
1uk4 + 1v−k†3

2v−k4 + 2v−k†3
1v−k4 =

= N2(A−A+ +BB +A+A− +BB) , 0
1uk†4

1uk1 + 2uk†4
2uk1 + 1v−k†4

1v−k1 + 2v−k†4
2v−k1 =

= N2(−B∗A+ +A+B
∗ −B∗A− +A−B

∗) = 0
1uk†4

2uk1 + 2uk†4
1uk1 + 1v−k†4

2v−k1 + 2vk†4
1vk1 =

= N2(−B∗B∗ +A+A+ +B∗B∗ −A+A+) = 0
1uk†4

1uk2 + 2uk†4
2uk2 + 1v−k†4

1v−k2 + 2v−k†4
2v−k2 =

= N2(−B∗B +A+A− +B∗B −A−A+) = 0
1uk†4

2uk2 + 2uk†4
1uk2 + 1v−k†4

2v−k2 + 2vk†4
1vk2 =

= N2(−B∗A− +A+B −B∗A−A+B) , 0
1uk†4

1uk3 + 2uk†4
2uk3 + 1v−k†4

1v−k3 + 2v−k†4
2v−k3 =

= N2(−B∗A− −A+B
∗ +B∗A+ +A−B

∗) = 0
1uk†4

2uk3 + 2uk†4
1uk3 + 1v−k†4

2v−k3 + 2v−k†4
1v−k3 =

= N2(B∗B∗ +A+A− +B∗B∗ +A−A+) , 0
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1uk†4
1uk4 + 2uk†4

2uk4 + 1v−k†4
1v−k4 + 2v−k†4

2v−k4 =
= N2(B∗B +A+A+ +B∗B +A−A−) = 2~ωk

1uk†4
2uk4 + 2uk†4

1uk4 + 1v−k†4
2v−k4 + 2v−k†4

1v−k4 =
= N2(−B∗A+ −A+B +B∗A− +A−B) , 0 (A.60)

Offenbar ist das allgemeine Resultat

2∑
r=1

2∑
s=1

(
ruk†a

sukb + rvk†a
svkb + ru−k†a

su−kb + rv−k†a
sv−kb

)
δrs =

= 2 · δab 2~ωk (A.61a)
2∑
r=1

2∑
s=1

(
ruk†a

sukb + rvk†a
svkb + ru−k†a

su−kb + rv−k†a
sv−kb

)
=

= irgendwas. (A.61b)

Insbesondere ist die Summe
2∑
r=1

(
ruka

ruk †b + rv-ka rv-k †b

)
=

= N2(A+A+ +A−A− +B∗B +B∗B) δab =

= 2(E +mc2)2 + 2c2p2
3 + 2c2p2

1 + 2c2p2
2

2(E +mc2) δab =

= 4E(E +mc2)
2(E +mc2) δab = 2E δab . (A.61c)

Außerdem erhält man die Spinorprodukte

1uk†1uk = N2
(
A+ B∗ A− −B∗

)
A+
B
A−
−B


= N2(A2

+ +B∗B +A2
− +B∗B) = 2E (A.62a)

2uk†2uk = N2(BB∗ +A2
− +BB∗ +A2

+) = 2E (A.62b)
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1vk†1vk = N2(A2

+ +B∗B +A2
− +B∗B) = 2E (A.62c)

2vk†2vk = N2(BB∗ +A2
− +BB∗ +A2

+) = 2E (A.62d)
1uk†2uk = N2(A+B

∗ +B∗A− −A−B∗ −B∗A+) = 0 (A.62e)
2uk†1uk = N2(BA+ +A−B −BA− −A+B) = 0 (A.62f)
1vk†2vk = N2(A+B

∗ +B∗A− −A−B∗ −B∗A+) = 0 (A.62g)
2vk†1vk = N2(BA+ +A−B −BA− −A+B) = 0 (A.62h)

1uk†1vk = N2(A2
+ +B∗B −A2

− −B∗B) =
= 2(E +mc2)cp3 (A.63a)

1vk†1uk = N2(A2
+ +B∗B −A2

− −B∗B) = 1uk†1vk (A.63b)
2uk†2vk = N2(BB∗ +A2

− −BB∗ −A2
+) = −1uk†1vk (A.63c)

2vk†2uk = N2(BB∗ +A2
− −BB∗ −A2

+) = −1uk†1vk (A.63d)
1uk†2vk = N2(A+B

∗ +B∗A− +A−B
∗ +BA+) = 2cp1 (A.63e)

2vk†1uk = N2(BA+ +A−B +BA− +A+B) = cp1 + icp2 (A.63f)
2uk†1vk = N2(BA+ +A−B −BA− +A+B) =

= (E +mc2 + cp3)(cp1 + icp2)
(E +mc2) (A.63g)

1vk†2uk = N2(A+B
∗ +B∗A− −A−B∗ +B∗A+) =

= (2uk†1vk)∗ (A.63h)
1u†-k1vk = N2(A−A+ −B∗B −A+A− +B∗B) = 0 (A.63i)
1u†-k2vk = N2(A−B∗ −B∗A− +A+B

∗ −B∗A+) = 0 (A.63j)
2u†-k1vk = N2(−BA+ +A+B −BA− +A−B) = 0 (A.63k)
2u†-k2vk = N2(−BB∗ +A+A− +BB∗ −A−A+) = 0 (A.63l)
1v†-k1uk = N2(A−A+ −B∗B −A+A− +B∗B) = 0 (A.63m)
1v†-k2uk = N2(A−B∗ −B∗A− +A+B

∗ −B∗A+) = 0 (A.63n)
2v†-k1uk = N2(−BA+ +A+B −BA− +A−B) = 0 (A.63o)
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2v†-k2uk = N2(−BB∗ +A+A− +BB∗ −A−A+) = 0 (A.63p)

1uk1uk† = N2


A+A+ A+B

∗ A+A− −A+B
∗

BA+ BB∗ BA− −BB∗
A−A+ A−B

∗ A−A− −A−B∗
−BA+ −BB∗ −BA− BB∗

 (A.63q)

1uk2uk† = N2


A+B A+A− −A+B A+A+
BB BA− −BB BA+
A−B A−A− −A−B A−A+
−BB −BA− BB −BA+

 (A.63r)

2uk1uk† = N2


B∗A+ B∗B∗ B∗A− −B∗B∗
A−A+ A−B

∗ A−A− −A−B∗
−B∗A+ −B∗B∗ −B∗A− B∗B∗

A+A+ A+B
∗ A+A− −A+B

∗

 (A.63s)

2uk2uk† = N2


B∗B B∗A− −B∗B B∗A+
A−B A−A− −A−B A−A+
−B∗B −B∗A− B∗B −B∗A+
A+B A+A− −A+B A+A+

 (A.63t)

A.11 Herleitung von Gleichung (8.77)

Es ist
rūk = ruk† γ0 . (A.64)

Die Matrix γ0 = (8.15a) vertauscht die erste Komponente von ruk† mit der
dritten, und die zweite mit der vierten. Deshalb gilt mit den Definitionen
(A.58) und den Gleichungen (A.59) aus Anhang A.10:

1uk = N


A+
B
A−
−B

 , 2uk = N


B∗

A−
−B∗
A+

 , 1vk = N


A+
B
−A−
B
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2vk = N


B∗

A−
B∗

−A+

 ,

1ūk = N
(
A− −B∗ A+ B∗

)
2ūk = N

(
−B A+ B A−

)
1̄vk = N

(
−A− B∗ A+ B∗

)
2̄vk = N

(
B −A+ B A−

) (A.65)

Damit, sowie mit

X1 ≡ N2(A+A− −B∗B) = mc2

X2 ≡ N2(A+A+ +B∗B) = E + cp3
mc2

X3 ≡ N2(A+B
∗ +B∗A−) = cp1 − icp2

mc2

X4 ≡ N2(BA+ +A−B) = cp1 + icp2
mc2

X5 ≡ N2(BB∗ +A−A−) = E − cp3
mc2 ,

erhält man die Matrixsumme

2∑
r=1

ruk rūk =


X1 0 X2 X3
0 X1 X4 X5
X5 −X3 X1 0
−X4 X2 0 X1

 (A.66a)

=


mc2 0 E + cp3 cp1 − icp2

0 mc2 cp1 + icp2 E − cp3
E − cp3 −cp1 + icp2 mc2 0
−cp1 − icp2 E + cp3 0 mc2

 .

Die Matrixsumme

2∑
r=1

rvk rv̄k =


−X1 0 X2 X3

0 −X1 X4 X5
X5 −X3 −X1 0
−X4 X2 0 −X1

 (A.66b)
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unterscheidet sich von (A.66a) nur durch das Vorzeichen der Diagonalele-
mente. Jetzt berechnen wir

cγµpµ ± 1mc2 (8.15)=

=


±mc2 0 E + cp3 cp1 − icp2

0 ±mc2 cp1 + icp2 E − cp3
E − cp3 −cp1 + icp2 ±mc2 0
−cp1 − icp2 E + cp3 0 ±mc2

 ,

und finden
2∑
r=1

ruk rūk = cγµpµ +mc2 (A.67a)

2∑
r=1

rvk rv̄k = cγµpµ −mc2 . (A.67b)

A.12 Symmetrische ES-Tensoren

Wenn der Energiedichte-Spannungs-Tensor symmetrisch ist, wenn also
T ρσ = T σρ gilt, dann nimmt die Kontinuitätsgleichung

dνMνρσ (4.73)= 0 mit ρσ = 10, 20, 30, 23, 31, 12 , (A.68)

welche die Erhaltung der sechs Drehimpulsdichten beschreibt, (bei Multipli-
kation mit c) die einfache Form

cdνMνρσ = dν(xρT νσ − xσT νρ)
= gν

ρT νσ + xρdνT νσ − gνσT νρ − xσdνT νρ

= T ρσ − T σρ︸           ︷︷           ︸
0

+xρ dνT νσ︸    ︷︷    ︸
0

−xσ dνT νρ︸    ︷︷    ︸
0

= 0 (A.69)

an. (A.68) gilt auch für nicht wechselwirkende Vektor- oder Spinor-Felder.
Bei Ihnen muss aber in der Drehimpulsdichte



Anhang 717

Mνρσ (5.100),(6.101)= xρT νσ/c− xσT νρ/c+ Sνρσ (A.70)

zusätzlich eine von Null verschiedene Spindichte S auftreten, die durch

cdνMνρσ = T ρσ − T σρ + cdνSνρσ︸                           ︷︷                           ︸
0

+xρ dνT νσ︸    ︷︷    ︸
0

−xσ dνT νρ︸    ︷︷    ︸
0

= 0 (A.71)

die Asymmetrie der Energiedichte-Spannungs-Tensoren T kompensiert.
Wir wollen jetzt auch für Vektor- und Spinor-Felder Energie-Spannungs-

Tensoren
∼
T ρσ ≡ T ρσ + dνXνρσ mit

∼
T σρ =

∼
T ρσ (A.72)

konstruieren, die im Gegensatz zu T symmetrisch sein sollen, zugleich aber
zu den selben Erhaltungsgrößen führen sollen wie T . Aus dieser Bedingung
folgt für den gesuchten Tensor X:

dρT ρσ = dρ
∼
T ρσ = dρT ρσ + dρdνXνρσ = 0

=⇒ dρdνXνρσ = 0 = dνdρXρνσ = dρdνXρνσ

=⇒ dρdν
(
Xνρσ −Xρνσ

)
= 0

=⇒ Xρνσ = −Xνρσ (A.73a)

Aus T und
∼
T ergeben sich die gleichen Energie- und Impulsdichten, wenn

der Tensor X in seinen beiden ersten Indizes ρ und ν schiefsymmetrisch ist,
und wenn X analytisch ist, sodass dνdρXνρσ = dρdνXνρσ gilt.
Eine zweite Gleichung zur Bestimmung von X findet man, indem man

(A.72) in die Kontinuitätsgleichung (A.69) für Felder mit symmetrischem
Energie-Spannungs-Tensor einsetzt, und das Ergebnis mit (A.71) vergleicht:

dνXνρσ − dνXνσρ = cdνSνρσ (A.73b)

Dieser Ausdruck wechselt bei Vertauschung von ρ und σ das Vorzeichen,
d.h. S ist in seinen beiden letzten Indizes antisymmetrisch. Es folgt aber aus
(A.73b) nicht, dass auch X in seinen beiden letzten Indizes antisymmetrisch
wäre. Man kann lediglich ausschließen, dass X in den beiden letzten Indizes
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symmetrisch ist, denn dann wäre dνSνρσ = 0.
Weil es für 3 Indizes 6 mögliche Permutationen gibt, ist

Xνρσ

c
= aSνρσ + bSσνρ + cSρσν + dSρνσ + eSσρν + fSνσρ

= gSνρσ + hSσνρ + iSρσν (A.74)
mit g ≡ a− f h ≡ b− e i ≡ c− d

der allgemeinste Ansatz. Hier wurde genutzt, dass S in seinen beiden letzten
Indizes antisymmetrisch ist. Wegen (A.73a) ist

(A.74) = −gSρνσ − hSσρν − iSνσρ

= +gSρσν + hSσνρ + iSνρσ =⇒ g = i .

Wieder wurde in der zweiten Zeile die Schiefsymmetrie von S in seinen
beiden letzten Indizes genutzt. Aus Bedingung (A.73b) folgt nun

dν
(
gSνρσ + hSσνρ + gSρσν − gSνσρ − hSρνσ − gSσρν

)
=

= dν
(
2gSνρσ + (h+ g)Sσνρ + (g + h)Sρσν

)
= dνSνρσ

=⇒ g = 1
2 h = −g .

Also erfüllt

Xνρσ = c

2
(
Sρσν − Sσνρ + Sνρσ

)
(A.75)

beide Bedingungen (A.73), und
∼
T ρσ ≡ T ρσ + c

2 dν
(
Sρσν − Sσνρ + Sνρσ

)
(A.76)

ist für beliebige Felder, ob mit oder ohne Spin, ein symmetrischer Energie-
Impuls-Tensor, aus dem sich die folgenden 10 Kontinuitätsgleichungen (1 für
die Energiedichte, 3 für die Impulsdichte, und 6 für die Drehimpulsdichte)
ergeben:
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dρ
∼
T ρσ = dρT ρσ = 0 (A.77a)

dνMνρσ = dν
(
xρ
∼
T νσ/c− xσ

∼
T νρ/c

)
=

= dν
(
xρT νσ/c− xσT νρ/c+ Sνρσ

)
= 0 (A.77b)

Wir berechnen jetzt den symmetrisierten Tensor
∼
T ρσ des elektromagne-

tischen Feldes. Die Spindichte des elektromagnetischen Feldes ist

Sνρσ =(5.98) 1
i~c

∂L
∂(dνAα) B

ρσα
βA

β . (A.78a)

Bρσα
β =(5.33) i~(gραgσβ − gσαgρβ) (A.78b)

sind die Komponenten des Generators der Lorentztransformationen (5.35).
Durch Einsetzen von

∂L
∂(dρAα)

(4.123)= − 1
µ0
F ρα (A.79)

folgt

Sνρσ = −1
cµ0

(
F νρAσ − F νσAρ

)
. (A.80)

Damit ergibt sich der Tensor

Xνρσ =(A.75) −1
2µ0

(
(F ρσAν − F ρνAσ)− (F σνAρ − F σρAν) +

+ (F νρAσ − F νσAρ)
)

= − 1
µ0

F νρAσ . (A.81)

Wie es sein muss, ist dieser Tensor schiefsymmetrisch in den Indizes ν und
ρ. Mithilfe der Feldgleichung

dνF νρ
(4.125)= 0 (A.82)

des quellenfreien Feldes findet man den Tensor
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∼
T ρσ = T ρσ + dνXνρσ = 1

µ0
F νρdσAν − gρσL −

1
µ0

F νρdνAσ

= − 1
µ0

F ρνF σν − gρσL , (A.83)

der bei Vertauschung von ρ und σ symmetrisch ist.
Jetzt berechnen wir den symmetrisierten ES-Tensor des Dirac-Feldes. Die

Spindichte des Dirac-Feldes ist

Sνρσ =(6.99) 1
i~c

(
ψ Sρσ

∂L
∂(dνψ)

+ ∂L
∂(dνψ) S

ρσψ
) (8.24)= ψγνSρσψ . (A.84a)

Sρσ =(8.43) i~

4 [γρ, γσ] (A.84b)

sind die Komponenten des Generators der Spinortransformationen D =
(8.45). Damit ergibt sich der Tensor

Xνρσ =(A.75) i~c

8 ψKνρσψ

Kνρσ ≡ γργσγν − γργνγσ − γσγνγρ +
+ γσγργν + γνγργσ − γνγσγρ .

Wie es sein muss ist K – und demzufolge auch X – antisymmetrisch in den
beiden ersten Indizes ν und ρ. Die Divergenz von Xνρσ wird damit

dνXνρσ = i~c

8
(
(dνψ)Kνρσψ + ψKνρσdνψ

)
.

Dieser Ausdruck lässt sich mit den Dirac-Gleichungen

i~cdνψγν =(8.26b) −mc2 ψ

i~cγνdνψ =(8.26a) +mc2 ψ

vereinfachen. Dazu berechnen wir zwei Versionen vonKνρσ, in denen mithilfe
der Vertauschungsrelationen
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γµγν + γνγµ
(8.9)= 2gµν

die γν in allen Produkten dreier γ-Matrizen entweder ganz nach links oder
ganz nach rechts geschoben werden.

Kνρσ = 2gσνγρ − 2gρνγσ + γνγργσ − 2gρνγσ + γνγργσ −
− 2gσνγρ + γνγσγρ + 2gρνγσ − 2gσνγρ + γνγσγρ +
+ γνγργσ − γνγσγρ =

= +2γνγργσ − 2gρνγσ − 2gσνγρ + 2gσργν = (A.85a)
= γργσγν − 2gνσγρ + γργσγν − 2gνργσ + γσγργν +

+ γσγργν + 2gνργσ − 2gνσγρ + γργσγν − 2gνσγρ +
+ 2gνργσ − γσγργν =

= 2γργσγν − 6gνσγρ + 2gνργσ + 2gσργν (A.85b)

Die Antisymmetrie in den Indizes ν und ρ ist jetzt nicht mehr offensichtlich.
Sie muss aber nach wie vor bestehen, falls sich kein Rechenfehler eingeschli-
chen hat. Mit den Dirac-Gleichungen kompensieren sich die grün markierten
Terme in der Divergenz von X:

dνXνρσ = i~c

4
(
(dνψ)(γνγργσ − gρνγσ − gσνγρ + gσργν)ψ+

+ ψ(γργσγν − 3gνσγρ + gνργσ + gσργν)dνψ
)

Daraus folgt der Energiedichte-Spannungs-Tensor
∼
T ρσ = i~c ψγρdσψ − gρσ ψ(i~cγνdν −mc2)ψ+

+ i~c

4
(
− (dρψ)γσψ − (dσψ)γρψ − 3ψγρdσψ + ψγσdρψ

)
=

= i~c

4
(
− (dρψ)γσψ − (dσψ)γρψ + ψγρdσψ + ψγσdρψ

)
−

− gρσ ψ(i~cγνdν −mc2)ψ︸                        ︷︷                        ︸
L

, (A.86)

der offensichtlich bei Vertauschung von ρ und σ symmetrisch ist.
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A.13 Die Ladung des Klein-Gordon-Feldes

Die erhaltene Ladung des klassischen Klein-Gordon-Feldes ist

Q
(10.32)=

∫
Ω

d3x
iq

~

(
πφ− φ∗π∗

)
. (A.87)

Indem man die klassischen Feldfunktionen durch die quantisierten Feldope-
ratoren ersetzt, erhält man den Ladungsoperator

Q ≡
∫
Ω

d3x
iq

~
(πφ− φ†π†)︸                ︷︷                ︸

Q

. (A.88)

Mit den Feldoperatoren (15.2) wird daraus

Q = iq

~

∑
k,f

i~

2Ω

√
ωf
ωk

(
(a†f − b-f )(ak + b†-k) exp{+i(k − f)x}+

+ (a†k + b-k)(af − b†-f ) exp{+i(f − k)x}
)
. (A.89)

Integration über das Normierungsvolumen Ω ergibt mit (7.12)

Q =
∫
Ω

d3xQ = iq

~

∑
k

i~

2
(
a†kak + a†kb

†
-k − b-kak − b-kb

†
-k +

+ a†kak − a
†
kb
†
-k + b-kak − b-kb†-k

)
. (A.90)

Weil symmetrisch über sämtliche positiven und negativen Wellenzahlen k
summiert wird, darf man in zwei Summanden −k durch k ersetzen:

Q = −q
∑
k

(a†kak − bkb
†
k)

= −q
∑
k

(a†kak − b
†
kbk − [bk, b†k]︸    ︷︷    ︸

1

) (A.91)
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A.14 Die Ladung des Dirac-Feldes

Mit γ0γ0 = 1 und ψ(x) = (16.1a) und ψ†(x) = (16.7) ist der Operator der
erhaltenen Ladung des Diracfeldes

Q =(4.89)
∫
Ω

d3x q ψ†ψ =
∫
Ω

d3x
∑
f ,s,k,r

q

Ω2~√ωfωk(
sa†f

su†f exp{+ifx}+ sbf
sv†f exp{−ifx}

)
·

·
(
rak

ruk exp{−ikx}+ rb†k
rvk exp{+ikx}

)
=
∫
Ω

d3x
∑
f ,s,k,r

q

Ω2~√ωfωk

(
sa†f

su†f rak
ruk exp{+i(f − k)x}

+ sa†f
su†f rb†k

rvk exp{+i(f + k)x}

+ sbf
sv†f rak

ruk exp{−i(f + k)x}

+ sbf
sv†f rb†k

rvk exp{−i(f − k)x}
)

=(16.3) ∑
s,k,r

q

2~ωk

(
sa†k

rak
su†k ruk + sa†-k

rb†k
su†-k rvk exp{i2k0x0}

+ sb-k rak sv†-k ruk exp{−i2k0x0}+ sbk
rb†k

sv†k rvk
)

=(8.76)∑
k,r

q
(
ra†k

rak + rbk
rb†k

)
=(16.5)∑

k,r

q
(
ra†k

rak − rb†k
rbk + { rb†k ,

rbk}︸         ︷︷         ︸
1

)
. (A.92)

A.15 Beweis der Vertauschungsrelationen (17.67)

Es ist



724 Anhang

[Ãµ(t,x), π̃τ (t,y)] =
∑
k,f

3∑
α,β=0

3∑
κ=0

(e(µ) · e(α)
k )(e(κ) · e(β)

f ) ·

· c i~2Ω

√
1

ωkωf

(
− f0gτκ + f τg0κ − g0τfκ

)(
− [c(α)

k , c
(β)
f ] exp{−i(kx+ fy)}

+ [c(α)
k , c

(β)†
f ] exp{−i(kx− fy)}

− [c(α)†
k , c

(β)
f ] exp{+i(kx− fy)}

+ [c(α)†
k , c

(β)†
f ] exp{+i(kx+ fy)}

)
. (A.93)

Um zu überprüfen, ob die Vertauschungsrelationen (17.67) wirklich aus
(17.66) folgen, setzen wir sie in (A.93) ein:

[Ãµ(t,x), π̃τ (t,y)] =
∑
k

3∑
α,β=0

3∑
κ=0

(e(µ) · e(α)
k )(e(κ) · e(β)

k ) ·

· c i~2Ωωk

(
− k0gτκ + kτg0κ − g0τkκ

)
·

· (−gαβ)
(

exp{+ik(x− y)}+ exp{−ik(x− y)}
)

(A.94)

Weil der Kommutator zur gleichen Zeit x0 = y0 genommen werden muss,
ist die Zeitkomponente in den Exponenten verschwunden. Man kann die
Reihenfolge der Summation über k in der zweiten Exponentialfunktion
umdrehen, wobei

e
(α)
-k = +e(α)

k für α = 0

e
(α)
-k = −e(α)

k für α = 1, 2, 3
ω-k = ωk (A.95)

benutzt wird. Weil der Vorzeichenwechsel der Faktoren e(α)
k und e(β)

k wegen
(−gαβ) gleichzeitig auftritt und sich deshalb kompensiert, erhält man
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[Ãµ(t,x), π̃τ (t,y)] =
∑
k

3∑
α,β=0

3∑
κ=0

(e(µ) · e(α)
k )(e(κ) · e(β)

k ) ·

· c i~2Ωωk

(
−k0gτκ + kτg0κ − g0τkκ︸                               ︷︷                               ︸

Ya

−k0gτκ + (2gτ 0k
0 − kτ )g0κ − g0τ (2gκ0k

0 − kκ)︸                                                                 ︷︷                                                                 ︸
Yb

)
·

· (−gαβ) exp{+ik(x− y)}. (A.96)

Es ist

Ya + Yb = 2k0(−gτκ + gτ 0g
κ

0 − g0τg0κ)

= 2k0 ·


−1 für τ = 0 , κ = τ = 0

0 für τ = 0 , κ , τ = 0
+1 für τ , 0 , κ = τ , 0

0 für τ , 0 , κ , τ , 0
= −2k0gτκ (A.97)

Daraus folgt mit k0 = ωk/c

[Ãµ(t,x), π̃τ (t,y)] = i~
1
Ω
∑
k

exp{+ik(x− y)}︸                              ︷︷                              ︸
δ(3)(x−y)

·

·
3∑

κ=0
(−gτκ)

3∑
α,β=0

(−gαβ)(e(µ) · e(α)
k )(e(τ) · e(β)

k )

︸                                                             ︷︷                                                             ︸
Yc

. (A.98)

Um Yc zu untersuchen, entwickeln wir die beiden Vektoren e(µ) und e(τ)

nach den Einheitsvektoren e(α)
k :
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e(µ) =(K.10d) 3∑
γ=0

3∑
α=0

gγα(e(α)
k · e

(µ))e(γ)
k (A.99a)

e(τ) =(K.10d) 3∑
δ=0

3∑
β=0

gδβ(e(β)
k · e

(τ))e(δ)
k (A.99b)

Das seitenweise Produkt dieser beiden Gleichungen ist

e(µ) · e(τ)︸        ︷︷        ︸
(K.10e)

= gµτ

=
3∑

γ,α,δ,β=0
gγαgδβ(e(α)

k · e
(µ))(e(β)

k · e
(τ)) (e(γ)

k · e
(δ)
k )︸          ︷︷          ︸

(K.10e)
= gγδ

gµτ =
3∑

αβ=0
gαβ(e(α)

k · e
(µ))(e(β)

k · e
(τ)) . (A.100)

Man beachte, dass die Indizes in gµτ aus den Namen von e(µ) und e(τ)

stammen, über die nicht automatisch nach der Summenkonvention summiert
wird. Deshalb wird auch in

Yc
(A.98),(A.100)= +

3∑
κ=0

gτκ gµτ = gµ
τ (A.101)

ausnahmsweise nicht über τ summiert. Also stimmt (A.98) mit (17.66)
überein, womit (17.67) bestätigt ist.

A.16 Berechnung der Operatoren (16.16)

Wir gehen aus von der Hamilton-Dichte

H′ (8.104)= − i~c2 (d0ψ)γ0ψ + i~c

2 ψγ0d0ψ (A.102a)

und der physikalischen Impulsdichte

P ′j (8.105)= i~

2
_
ψγ0djψ − (dj

_
ψ) i~2 γ

0ψ (A.102b)
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des klassischen (nicht quantisierten) Dirac-Feldes. Diese Größen wurden in
Abschnitt 8.6 hergeleitet aus der alternativen Lagrangedichte L′ = (8.99),
die in den Feldern ψ und ψ symmetrischer ist als die sonst verwendete
Lagrangedichte L = (8.24).
Bei der Quantisierung des Feldes werden die klassischen Amplituden ψ

und ψ ersetzt durch die Feldoperatoren

ψ(x) =
∑
k,r

1√
2~ωkΩ

(
rak

ruk exp{−ikx}+ rb†k
rvk exp{+ikx}

)
(A.103a)

ψ(x) =
∑
k,r

1√
2~ωkΩ

(
ra†k

rūk exp{+ikx}+ rbk
rv̄k exp{−ikx}

)
. (A.103b)

Daraus folgt als Operator der Energiedichte

H (8.104)= − i~c2
∑
k,f ,r,s

1
Ω2~√ωkωf

(
(
if0 sa†f

sūf exp{+ifx} − if0 sbf
sv̄f exp{−ifx}

)
γ0(

rak
ruk exp{−ikx}+ rb†k

rvk exp{+ikx}
)

−
(
sa†f

sūf exp{+ifx}+ sbf
sv̄f exp{−ifx}

)
γ0

(
− ik0 rak

ruk exp{−ikx}+ ik0 rb†k
rvk exp{+ikx}

))
=
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H = +~2
∑
k,f ,r,s

1
Ω2~√ωkωf

(
ωf

sa†f
rak

suf † ruk exp{+i(f − k)x}

+ ωf
sa†f

rb†k
suf † rvk exp{+i(f + k)x}

− ωf sbf rak svf † ruk exp{−i(f + k)x}

− ωf sbf rb†k
svf † rvk exp{−i(f − k)x}

+ ωk
sa†f

rak
suf † ruk exp{+i(f − k)x}

− ωk sa†f
rb†k

suf † rvk exp{+i(f + k)x}

+ ωk
sbf

rak
svf † ruk exp{−i(f + k)x}

− ωk sbf rb†k
svf † rvk exp{−i(f − k)x}

)
(A.104)

Wir integrieren über das gesamte Normierungsvolumen Ω, und nutzen die
Darstellung (16.3) des Kronecker-Symbols. Damit, und mit ω−k = ωk, findet
man den Hamiltonoperator

H =
∫
Ω

d3xH(x) = 1
4
∑
k,r,s

(
sa†k

rak
suk † ruk

+ sa†−k
rb†k

su−k † rvk exp{i2k0x0}
− sb−k

rak
sv−k † ruk exp{−i2k0x0}

− sbk
rb†k

svk † rvk + sa†k
rak

suk † ruk

− sa†−k
rb†k

su−k † rvk exp{i2k0x0}

+ sb−k
rak

sv−k † ruk exp{−i2k0x0} − sbk
rb†k

svk † rvk
)

= 1
2
∑
k,r,s

(
sa†k

rak
suk † ruk − sbk

rb†k
svk † rvk

)
(A.105)

Schließlich ergibt sich mit

ruk† suk
(A.62)= rvk† svk

(A.62)= 2E δrs = 2~ωk δrs (A.106)
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der Hamiltonoperator

H =
∑
k,r

~ωk
(
ra†k

rak − rbk
rb†k

)
=
∑
k,r

~ωk
(
ra†k

rak + rb†k
rbk − { rbk , rb†k}

)
, (A.107)

der im Fall diskreter Felder mit (16.13) identisch ist.
Als Operator der physikalischen Impulsdichte erhält man

P ′j = − ~2
∑
k,f ,r,s

1
2~Ω√ωkωf

(
− sa†f

suf†kj rak
ruk exp{+i(f − k)x}

+ sa†f
suf†kj rb†k

rvk exp{+i(f + k)x}

− sbf
svf†kj rak

ruk exp{−i(f + k)x}

+ sbf
svf†kj rb†k

rvk exp{−i(f − k)x}

− f j sa†f
suf† rak

ruk exp{+i(f − k)x}

− f j sa†f
suf† rb†k

rvk exp{+i(f + k)x}

+ f j sbf
svf† rak

ruk exp{−i(f + k)x}

+ f j sbf
svf† rb†k

rvk exp{−i(f − k)x}
)
. (A.108)

Integration über das gesamte Normierungsvolumen Ω, Nutzung der Darstel-
lung (16.3) des Kronecker-Symbols und der Relation ω−k = ωk ergibt den
Impulsoperator

P j =
∫
Ω

d3xPj(x) = −
∑
k,r,s

~kj

2~ωk

(
− sa†k

suk+ rak
ruk + sbk

svk+ rb†k
rvk
)
,

der schließlich mithilfe von (A.106) die Form
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P j =
∑
k,r

~kj( ra†k
rak − rbk

rb†k) (A.109)

erhält, die im Fall diskreter Felder mit (16.14) identisch ist.

A.17 Berechnung des Hamiltonoperators (17.69)

Wir wollen zeigen, dass aus der Hamiltondichte (17.68) des quantisierten
Feldes Ã(x) der Hamiltonoperator (17.69) folgt.

Die Lagrangedichte (17.59) kann durch Umbenennung kontrahierter Indi-
zes etwas kompakter geschrieben werden:

L̃ =(17.59) − 1
2µ0

(
(dτ Ãσ)dτ Ãσ − (dσÃτ )dτ Ãσ + (dτ Ãτ )dσÃσ

)
= + 1

2µ0
(dτ Ãσ)

(
− dτ Ãσ + dσÃτ − gτσdλÃλ

)
= 1

2µ0
(dτ Ãσ)dµÃν

(
− gτµgσν + gσµgτν − gτσgµν

)
(A.110)

Mit Ã = (17.61), Ãσ
(K.10c)= e(σ) · Ã, und π̃σ = (17.64) erhält man den

Hamilton-Dichte-Operator

H̃ =
3∑

σ=0

∑
f

3∑
β=0

3∑
κ=0

√
~

µ02ωfΩ(e(κ) · e(β)
f ) ·

· i
(
− f0gσκ + fσg0κ − g0σfκ

)
·

·
(
− c(β)

f exp{−ifx}+ c
(β)†
f exp{+ifx}

)
·

·
∑
k

3∑
α=0

i

√
µ0c2~ωk

2Ω (e(σ) · e(α)
k ) ·

·
(
− c(α)

k exp{−ikx}+ c
(α)†
k exp{+ikx}

)
−
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− 1
2µ0

3∑
σ=0

∑
f

3∑
β=0

if τ
√
µ0c2~

2ωfΩ(e(σ) · e(β)
f ) ·

·
(
− c(β)

f exp{−ifx}+ c
(β)†
f exp{+ifx}

)
·

·
3∑

κ=0

∑
k

3∑
α=0

ikµ

√
µ0c2~

2ωkΩ(e(κ) · e(α)
k ) ·

·
(
− c(α)

k exp{−ikx}+ c
(α)†
k exp{+ikx}

)
·
(
− gτµgσκ + gσµgτκ − gτσgµκ

)
(A.111)

Weil nach der Summenkonvention nur über Raum-Zeit-Indizes (und Spino-
rindizes), aber nicht über die durch Klammern gekennzeichneten Namen
(σ) der Einheitsvektoren automatisch summiert wird, tauchen hier mehr
Summationszeichen auf, als sonst üblich.

H̃ =
∑
f ,k

3∑
σ,β,κ,α=0

c~

2Ω

(
−
√
ωk
ωf

(e(κ) · e(β)
f )(e(σ) · e(α)

k )

(−f0gσκ + fσg0κ − g0σfκ) +

+ c

2

√
1

ωfωk
(e(σ) · e(β)

f )(e(κ) · e(α)
k ) ·

(−f τkτgσκ + fκkσ − fσkκ)
)
·

·
(
c

(β)
f c

(α)
k exp{−i(f + k)x} − c(β)

f c
(α)†
k exp{−i(f − k)x}

− c(β)†
f c

(α)
k exp{+i(f − k)x}+ c

(β)†
f c

(α)†
k exp{+i(f + k)x}

)
Durch Integration über das gesamte Normierungsvolumen Ω findet man den
Hamilton-Operator

H̃ =
∫
Ω

d3x H̃ . (A.112)



732 Anhang

Um bei dieser Integration entsprechend (16.3) das Kronecker-Symbol zu
erhalten, drehen wir vor der Integration in zwei Summanden die Reihenfolge
der Summation über k um. Mit ω-k = ωk erhält man

H̃ =
∑
k

3∑
σ,β,κ,α=0

c~

2

(
− (e(κ) · e(β)

k )(e(σ) · e(α)
k )

(−k0gσκ + kσg0κ − g0σkκ) +

+ c

2
1
ωk

(e(σ) · e(β)
k )(e(κ) · e(α)

k )(− kτkτ︸  ︷︷  ︸
0

gσκ + kκkσ − kσkκ︸             ︷︷             ︸
0

)
)

(−c(β)
k c

(α)†
k − c(β)†

k c
(α)
k )

+
∑
k

3∑
σ,β,κ,α=0

c~

2

(
− (e(κ) · e(β)

k )(e(σ) · e(α)
-k )

(−k0gσκ + kσg0κ − g0σkκ) +

+ c

2
1
ωk

(e(σ) · e(β)
k )(e(κ) · e(α)

-k )
(
−kτ (2gτ 0k0 − kτ )︸                     ︷︷                     ︸

−2k0k0

gσκ +

+ kκ(2gσ0k0 − kσ)− kσ(2gκ0k0 − kκ)︸                                               ︷︷                                               ︸
2k0(kκgσ0−kσgκ0)

))

(c(β)
k c

(α)
-k exp{−i2k0x0}+ c

(β)†
k c

(α)†
-k exp{+i2k0x0}) (A.113)

Wir nutzen

e
(α)
-k = +e(α)

k falls α = 0

e
(α)
-k = −e(α)

k falls α , 0 (A.114)

und k0 = ωk/c. Außerdem drehen wir das Koordinatensystem so, dass es
sich mit dem an k orientierten System deckt, d.h. wir wählen

e(α) ≡ e(α)
k =⇒ (e(σ) · e(α)

k ) (K.10e)= gσα . (A.115)
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H̃ =
∑
k

3∑
σ,β,κ,α=0

c~

2

(
− gκβgσα(−k0gσκ + kσg0κ − g0σkκ)

)
(−c(β)

k c
(α)+
k − c(β)+

k c
(α)
k )

+
∑
k

3∑
σ,β,κ,α=0

c~

2

(
− gκβgσα(2gα0 − 1)

(−k0gσκ + kσg0κ − g0σkκ) +

+ gσβgκα(2gα0 − 1)(−k0gσκ + kκgσ
0 − kσgκ0)

)
(c(β)
k c

(α)
-k exp{−i2k0x0}+ c

(β)†
k c

(α)†
-k exp{+i2k0x0})

=
∑
k

3∑
β,α=0

c~

2 (−k0gβα + kαg
0
β − kβg0

α)

(+c(β)
k c

(α)†
k + c

(β)†
k c

(α)
k )

+
∑
k

3∑
β,α=0

c~

2 (2gα0 − 1)

(k0gβα − kαg0
β + kβg

0
α − k0gαβ + kαg0β − kβg0α)

(c(β)
k c

(α)
-k exp{−i2k0x0}+ c

(β)†
k c

(α)†
-k exp{+i2k0x0}) (A.116)

Wir zerlegen die Summen über α und β:

H̃ = H̃α=β + H̃α=0,β + H̃α,0=β + H̃0,α,β,0 (A.117)

Es ist
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H̃α=β =(A.116)∑
k

3∑
α=0

c~

2
(
− k0(2g0

α − 1) + kαg
0
α − kαg0

α

)
(c(α)
k c

(α)†
k + c

(α)†
k c

(α)
k )

+
∑
k

3∑
α=0

c~

2 (2gα0 − 1)
(
k0(2gα0 − 1)− kαg0

α + kαg
0
α

− k0(2gα0 − 1) + kαg0α − kαg0α
)

(c(α)
k c

(α)
-k exp{−i2k0x0}+ c

(α)†
k c

(α)†
-k exp{+i2k0x0})

=
∑
k

3∑
α=0

~ωk
2 (1− 2g0

α)(c(α)
k c

(α)†
k + c

(α)†
k c

(α)
k ) . (A.118)

H̃α=0,β =
∑
k

3∑
j=1

c~

2 (−k0gj0 + k0g
0
j − kjg0

0)

(+c(j)
k c

(0)†
k + c

(j)†
k c

(0)
k )

+
∑
k

3∑
j=1

c~

2 (2g0
0 − 1)

(k0gj0 − k0g
0
j + kjg

0
0 − k0g0j + k0g0j − kjg00)

(c(j)
k c

(0)
-k exp{−i2k0x0}+ c

(j)†
k c

(0)†
-k exp{+i2k0x0})

= −
∑
k

3∑
j=1

c~kj
2 (+c(j)

k c
(0)†
k + c

(j)†
k c

(0)
k )

+
∑
k

3∑
j=1

c~

2 (kj − kj)
(
c

(j)
k c

(0)
-k exp{−i2k0x0}+

+ c
(j)†
k c

(0)†
-k exp{+i2k0x0}) (A.119)
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H̃α,0=β =
∑
k

3∑
j=1

c~

2 (−k0g0j + kjg
0

0 − k0g
0
j)

(+c(0)
k c

(j)†
k + c

(0)†
k c

(j)
k )

+
∑
k

3∑
j=1

c~

2 (2gj0 − 1)

(k0g0j − kjg0
0 + k0g

0
j − k0gj0 + kjg00 − k0g0j)

(c(0)
k c

(j)
-k exp{−i2k0x0}+ c

(0)†
k c

(j)†
-k exp{+i2k0x0})

=
∑
k

3∑
j=1

c~kj
2 (c(0)

k c
(j)†
k + c

(0)†
k c

(j)
k )

−
∑
k

3∑
j=1

c~

2 (+kj − kj)
(
c

(0)
-k c

(j)
k exp{−i2k0x0}+

+ c
(0)†
-k c

(j)†
k exp{+i2k0x0}

)
(A.120)

Weil symmetrisch über sämtliche positiven und negativen k summiert wird,
durften wir in der letzten Zeile −k und k vertauschen. Weil außerdem die
Fourier-Operatoren laut (17.67) wegen (j) , (0) vertauschen, ist

H̃α=0,β + H̃α,0=β = 0 . (A.121)

Schließlich ist

H̃0,α,β,0 =
∑
k

3∑
j,l=1

(1 + gjl)c~2 (−k0gjl + klg
0
j − kjg0

l)

(+c(j)
k c

(l)†
k + c

(j)†
k c

(l)
k )

+
∑
k

3∑
j,l=1

(1 + gjl)c~2 (2gl0 − 1)

(k0gjl − klg0
j + kjg

0
l − k0glj + klg0j − kjg0l)

(c(j)
k c

(l)
-k exp{−i2k0x0}+ c

(j)†
k c

(l)†
-k exp{+i2k0x0}) = 0 .
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Damit ergibt sich der Hamiltonoperator

H̃ = H̃α=β︸   ︷︷   ︸
(A.118)

+ H̃α=0,β + H̃α,0=β︸                      ︷︷                      ︸
0

+ H̃0,α,β,0︸        ︷︷        ︸
0

=

=
∑
k

3∑
α=0

~ωk
2 (1− 2g0

α)(c(α)
k c

(α)†
k + c

(α)†
k c

(α)
k )

= −
∑
k

3∑
α=0

3∑
β=0

gαβ
~ωk

2 (c(α)
k c

(α)†
k − c(α)†

k c
(α)
k︸                       ︷︷                       ︸

1

+c(α)†
k c

(α)
k + c

(α)†
k c

(α)
k )

Wie im Fall aller elementaren (d. h. kontinuierlichen) Quantenfelder, pos-
tulieren wir als ein Naturgesetz, dass der unphysikalische Term, der nicht
vom Teilchenzahl-Operator c(α)†

k c
(α)
k gestrichen werden muss, damit man

das korrekte Resultat erhält:

H̃ = −
∑
k

3∑
α=0

3∑
β=0

gαβ~ωkc
(α)†
k c

(α)
k (A.122)

A.18 Berechnung des Impulsoperators (17.71)

Wir wollen zeigen, dass aus der Impulsdichte (17.68) des quantisierten Feldes
Ã(x) der Impulsoperator (17.71) folgt.
Mit π̃τ (x) = (17.64), Ã(x) = (17.61), und Ãτ (x) = (17.65) erhält man

P̃j = π̃τ (x) djÃτ (x)

= −
∑
f ,k

3∑
β,α=0

3∑
κ,τ=0

c~(−f0gτκ + f τg0κ − g0τfκ)kj

2Ω√ωfωk

(e(κ) · e(β)
f )(e(τ) · e(α)

k )(
c

(β)
f c

(α)
k exp{−i(f + k)x} − c(β)

f c
(α)†
k exp{−i(f − k)x}

− c(β)†
f c

(α)
k exp{i(f − k)x}+ c

(β)†
f c

(α)†
k exp{i(f + k)x}

)
. (A.123)
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Weil über die Namen (κ) der Einheitsvektoren nicht automatisch sum-
miert wird, wurden die Summationszeichen explizit ausgeschrieben. Der
Impulsoperator

P̃ j =
∫
Ω

d3x P̃j (A.124)

ist das Integral von P̃j über das gesamte Normierungsvolumen Ω. Um bei
dieser Integration entsprechend (16.3) das Kronecker-Symbol zu erhalten,
drehen wir vor der Integration in zwei Summanden die Reihenfolge der
Summation über k um. Mit ω-k = ωk und e(α)

-k = e
(α)
k (2gα0 − 1) erhält man

P̃ j = −
∑
k

3∑
β,α=0

3∑
κ,τ=0

c~(−k0gτκ + kτg0κ − g0τkκ)kj

2ωk

(e(κ) · e(β)
k )(e(τ) · e(α)

k )
(
− c(β)

k c
(α)†
k − c(β)†

k c
(α)
k

)
+
∑
k

3∑
β,α=0

3∑
κ,τ=0

c~(−k0gτκ + kτg0κ − g0τkκ)kj

2ωk

(e(κ) · e(β)
k )(e(τ) · e(α)

k )(2gα0 − 1)(
c

(β)
k c

(α)
-k exp{−i2k0x0}+ c

(β)†
k c

(α)†
-k exp{i2k0x0}

)
(A.125)

Wir zerlegen P̃ j in die fünf Summanden

P̃ j = P̃ jα=β=0 + P̃ jα=β,0 + P̃ jα=0,β + P̃ jα,0=β + P̃ j0,α,β,0 .

In der Summe P̃ jα=β=0 müssen wegen der Faktoren (e(κ) · e(0)
k ) = gκ0 auch

τ = κ = 0 sein:
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P̃ jα=β=0 =
∑
k

c~(−k0 + k0 − k0)kj

2ωk

(
c

(0)
k c

(0)†
k + c

(0)†
k c

(0)
k

)
+
∑
k

c~(−k0 + k0 − k0)kj

2ωk(
c

(0)
k c

(0)
-k exp{−i2k0x0}+ c

(0)†
k c

(0)†
-k exp{i2k0x0}

)
Die zweite Summe über k ist Null. Denn es gibt zu jedem Summanden mit
+k einen Summanden mit −k, und diese beiden Summanden unterscheiden
sich durch nichts als das Vorzeichen von kj . Also gilt mit k0 = ωk/c

P̃ jα=β=0 = −
∑
k

~kj

2
(
c

(0)
k c

(0)†
k + c

(0)†
k c

(0)
k

)
. (A.126)

In der Summe P̃ jα=β,0 müssen wegen der Faktoren (e(κ) · e(β)
k ) auch τ , 0

und κ , 0 sein:

P̃ jα=β,0 = +
∑
k

3∑
α=1

3∑
κ,τ=1

c~k0gτκkj

2ωk

(e(κ) · e(α)
k )(e(τ) · e(α)

k )
(
− c(α)

k c
(α)†
k − c(α)†

k c
(α)
k

)
+
∑
k

3∑
α=0

3∑
κ,τ=0

c~k0gτκkj

2ωk
(e(κ) · e(α)

k )(e(τ) · e(α)
k )

(
c

(α)
k c

(α)
-k exp{−i2k0x0}+ c

(α)†
k c

(α)†
-k exp{i2k0x0}

)
In der zweiten Summe über k unterscheidet sich der Summand mit −k nur
durch das Vorzeichen von kj vom Summanden mit +k, so dass die Summe
insgesamt Null ergibt. Wir entwickeln e

(α)
k nach e(κ) und nach e(τ), und

bilden das Produkt beider Entwicklungen. Wegen α , 0 ist es

e
(α)
k · e

(α)
k

(K.10e)= −1 =
3∑

κ,τ=1
(e(κ) · e(α)

k )(e(τ) · e(α)
k ) e(κ) · e(τ)︸        ︷︷        ︸

gκτ

.
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Also ist mit k0 = ωk/c

P̃ jα=β,0 = +
∑
k

3∑
α=1

~kj

2
(
c

(α)
k c

(α)†
k + c

(α)†
k c

(α)
k

)
. (A.127)

In der Summe P̃ jα=0,β muss wegen der Faktoren (e(κ) · e(β)
k ) auch τ = 0 und

κ , 0 sein:

P̃ jα=0,β = +
∑
k

3∑
β=1

3∑
κ=1

c~kκkj

2ωk

(e(κ) · e(β)
k )

(
− c(β)

k c
(0)†
k − c(β)†

k c
(0)
k

)
−
∑
k

3∑
β=1

3∑
κ=1

c~kκkj

2ωk
(e(κ) · e(β)

k )

(
c

(β)
k c

(0)
-k exp{−i2k0x0}+ c

(β)†
k c

(0)†
-k exp{i2k0x0}

)
In der Summe P̃ jα,0=β muss wegen der Faktoren (e(κ) · e(β)

k ) auch τ , 0 und
κ = 0 sein:

P̃ jα,0=β = −
∑
k

3∑
α=1

3∑
τ=1

c~kτkj

2ωk

(e(τ) · e(α)
k )

(
− c(0)

k c
(α)†
k − c(0)†

k c
(α)
k

)
−
∑
k

3∑
α=1

3∑
τ=1

c~kτkj

2ωk
(e(τ) · e(α)

k )
(
c

(0)
k c

(α)
-k exp{−i2k0x0}+ c

(0)†
k c

(α)†
-k exp{i2k0x0}

)
Wegen (17.67) kommutieren in dieser Gleichung die Fourier-Operatoren. Au-
ßerdem darf man, weil symmetrisch über sämtliche positiven und negativen
k summiert wird, in der zweiten Summe k gegen −k tauschen. Dabei gibt
es wegen e(α)

-k = −e(α)
k einen Vorzeichenwechsel:
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P̃ jα,0=β = −
∑
k

3∑
α=1

3∑
τ=1

c~kτkj

2ωk

(e(τ) · e(α)
k )

(
− c(α)

k c
(0)†
k − c(α)†

k c
(0)
k

)
+
∑
k

3∑
α=1

3∑
τ=1

c~kτkj

2ωk
(e(τ) · e(α)

k )
(
c

(α)
k c

(0)
-k exp{−i2k0x0}+ c

(α)†
k c

(0)†
-k exp{i2k0x0}

)
Jetzt sieht man, dass

P̃ jα=0,β + P̃ jα,0=β = 0 (A.128)

ist. Schließlich berechnen wir noch P̃ j0,α,β,0. In diesem Term müssen wegen
der Faktoren (e(κ) · e(β)

k ) auch τ , 0 und κ , 0 sein:

P̃ j0,α,β,0 = −
∑
k

3∑
β,α=1

3∑
κ,τ=1

(1− gαβ)c~(−k
0gτκ)kj

2ωk

(e(κ) · e(β)
k )(e(τ) · e(α)

k )
(
− c(β)

k c
(α)†
k − c(β)†

k c
(α)
k

)
−
∑
k

3∑
β,α=1

3∑
κ,τ=1

(1− gαβ)c~(−k
0gτκ)kj

2ωk

(e(κ) · e(β)
k )(e(τ) · e(α)

k )(
c

(β)
k c

(α)
-k exp{−i2k0x0}+ c

(β)†
k c

(α)†
-k exp{i2k0x0}

)
= 0 (A.129)

Dass dieser Term Null ist erkennt man, wenn man das von den Einheits-
vektoren e(κ) aufgespannte Koordinatensystem so dreht, dass für die Ein-
heitsvektoren e(κ) = e

(κ)
k gilt. Von Null verschiedene Summanden gibt es

dann nur im Fall κ = β , τ = α. Alle Summanden enthalten den Faktor
gτκ, so dass auch β = α sein muss, damit ein Summand verschieden von
Null ist. Es wird aber nur über β , α summiert, was durch den Faktor
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(1− gαβ) sichergestellt wird. Also enthält P̃ j0,α,β,0 keinen einzigen von Null
verschiedenen Summanden.

Insgesamt haben wir gefunden:

P̃ j = P̃ jα=β=0︸      ︷︷      ︸
(A.126)

+ P̃ jα=β,0︸     ︷︷     ︸
(A.127)

+ P̃ jα=0,β + P̃ jα,0=β︸                    ︷︷                    ︸
0

+ P̃ j0,α,β,0︸        ︷︷        ︸
0

=
∑
k

3∑
α=0

~kj

2
(
c

(α)
k c

(α)†
k + c

(α)†
k c

(α)
k

)
(1− 2gα0)

=
∑
k

3∑
α=0
~kj

(
c

(α)†
k c

(α)
k + 1

2 [c(α)
k , c

(α)†
k ]

)
(1− 2gα0)

= −
∑
k

3∑
α=0

3∑
β=0

gαβ~kj
(
c

(α)†
k c

(α)
k + 1

2 [c(α)
k , c

(α)†
k ]

)
(A.130)

Wie im Fall aller elementaren (d. h. kontinuierlichen) Quantenfelder, pos-
tulieren wir als ein Naturgesetz, dass der Kommutator, weil er nicht vom
Teilchenzahl-Operator c(α)†

k c
(α)
k abhängt, gestrichen werden muss damit man

das korrekte Resultat erhält:

P̃ j = −
∑
k

3∑
α=0

3∑
β=0

gαβ~kjc
(α)†
k c

(α)
k (A.131)

A.19 Nebenrechnung zu (14.22)

Wir wollen zeigen, dass

〈φ|S|ψ〉 (14.22)=
∫
Ω

d3xφ∗(x)Sψ(x) (A.132)

für beliebige Operatoren S gilt. S kann im allgemeinsten Fall ein Polynom
von Zahlen und Differentialoperatoren sein. Wenn S nur Zahlen, aber keine
Differentialoperatoren enthält, ist
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〈φ|S|ψ〉 =
∫
Ω

d3y

∫
Ω

d3x 〈φ|y〉︸  ︷︷  ︸
φ∗(y)

〈y|S|x〉︸      ︷︷      ︸
Sδ(3)(y−x)

〈x|ψ〉︸   ︷︷   ︸
ψ(x)

=
∫
Ω

d3xφ∗(x)S ψ(x) .

(A.133)

Um das Matrixelement von Differentialoperatoren in der Ortsdarstellung zu
finden machen wir uns zunutze, dass wir den Kommutator eines Differen-
tialoperators, nämlich der k-Komponente des Impulsoperators

pk = ~
i

d
dxk

(A.134)

mit der j-Komponente des Ortsoperators xj bereits kennen:

xjpk − pkxj
(14.9)= i~δjk (A.135)

Das entsprechende Matrixelement in der Ortsdarstellung ist leicht zu erraten,
wenn wir uns zunächst auf eine eindimensionale Betrachtung beschränken:

〈y|xp− px|z〉 = i~〈y|z〉 = i~δ(y − z) (A.136)

x, y, z und p liegen alle in der gleichen Raumdimension, es wurden nur ver-
schiedene Buchstaben gewählt, um den Ortsoperator x und seine Eigenwerte
y und z voneinander unterscheiden zu können.
Das Matrixelement (A.136) kann in der Form

〈y|xp− px)|z〉 = ~
i

(y − z) d δ(y − z)
dy (A.137)

geschrieben werden. Um uns davon zu überzeugen, berücksichtigen wir, dass
δ(y − z) nur bei y = z von Null verschieden ist, aber nicht an den Grenzen
des Normierungsbereichs Ω, und erhalten mit partieller Integration
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Ω1/3

dy (y − z) dδ(y − z)
dy = (A.138)

=
[
(y − z)δ(y − z)

]
Ω1/3︸                          ︷︷                          ︸

0

−
∫

Ω1/3

dy d(y − z)
dy︸        ︷︷        ︸
1

δ(y − z) .

Andererseits können wir das Matrixelement (A.136) auch auf folgende Weise
berechnen:

〈y|xp− px)|z〉 =
∫

Ω1/3

dw
(
〈y|x|w〉〈w|p|z〉 − 〈y|p|w〉〈w|x|z〉

)

=
∫

Ω1/3

dw
(
wδ(y − w)〈w|p|z〉 − 〈y|p|w〉zδ(w − z)

)
= (y − z)〈y|p|z〉 (A.139)

Der Vergleich von (A.137), (A.139) und (A.134) ergibt

〈y| d
dx |z〉 = d δ(y − z)

dy . (A.140)

Für die (m+1)-te Potenz des Differentialoperators folgt daraus mit partieller
Integration

〈y| dm+1

dxm+1 |z〉 =
∫

Ω1/3

dw 〈y| dm

dxm |w〉〈w|
d

dx |z〉 =

=
∫

Ω1/3

dw 〈y| dm

dxm |w〉
d δ(w − z)

dw =

=
[
〈y| dm

dxm |w〉 δ(w − z)
]

Ω1/3︸                                  ︷︷                                  ︸
0

−

−
∫

Ω1/3

dw δ(w − z) d
dw

(
〈y| dm

dxm |w〉
)

=
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= −d
dz

(
〈y| dm

dxm |z〉
)
. (A.141)

Weil wir das Matrixelement mit m = 1 schon aus (A.140) kennen, lassen
sich aus folgender Rekursionsformel die Matrixelemente sämtlicher Potenzen
des Differentialoperators erschließen:

〈y| d2

dx2 |z〉 = −d
dz

(d δ(y − z)
dy

)
= +d2 δ(y − z)

dy2

〈y| d3

dx3 |z〉 = −d
dz

(d2 δ(y − z)
dy2

)
= +d3 δ(y − z)

dy3

〈y| dm

dxm |z〉 = +dm δ(y − z)
dym (A.142)

Diese Formeln gelten für den eindimensionalen Fall. Es ist plausibel, dass
die Erweiterung auf den dreidimensionalen Raum durch

〈y| dm

dxm |z〉 = +dm δ(y − z)
dym (A.143)

gegeben ist. Also ist im Fall S ≡ dm
dxm das Matrixelement in der Ortsdarstel-

lung

〈φ|S|ψ〉 =
∫
Ω

d3y

∫
Ω

d3x 〈φ|y〉︸  ︷︷  ︸
φ∗(y)

〈y| dm

dxm |x〉 〈x|ψ〉︸   ︷︷   ︸
ψ(x)

=
∫
Ω

d3y φ∗(y)
∫
Ω

d3x
dmδ(y − x)

dym ψ(x)

=
∫
Ω

d3y φ∗(y)
∫
Ω

d3x (−1)m dmδ(y − x)
dxm ψ(x) . (A.144)

Das Integral über x wird jetztm-mal partiell integriert. Weil die Stammfunk-
tion die Deltafunktion bzw. die n-te Ableitung der Deltafunktion enthält,
ist ihr Wert an den Grenzen des Integrationsvolumens Ω gleich Null. Also
ist
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(−1)m
∫
Ω

d3x
dmδ(y − x)

dxm ψ(x) =

= (−1)m(−1)m
∫
Ω

d3x δ(y − x) dm ψ(x)
dxm = +dm ψ(y)

dym .

Einsetzen in (A.144) ergibt

〈φ|S|ψ〉 = 〈φ| dm

dxm |ψ〉 =
∫
Ω

d3y φ∗(y)dm ψ(y)
dym =

=
∫
Ω

d3xφ∗(x)Sψ(x) . (A.145)

Diese Formel für das Matrixelement in der Ortsdarstellung gilt also für
beliebige Operatoren S, egal welche Potenzen von Zahlen und/oder Diffe-
rentialoperatoren sie enthalten.

A.20 Der Laplace-Operator

Der Laplaceoperator lautet
a) in kartesischen Koordinaten

∆ = d2

dx2 + d2

dy2 + d2

dz2 , (A.146a)

b) in Zylinderkoordinaten

∆ = 1
ρ

d
dρ
(
ρ

d
dρ
)

+ 1
ρ2

d2

dϕ2 + d2

dz2 , (A.146b)

c) in Kugelkoordinaten

∆ = d2

dr2 + 2
r

d
dr + 1

r2 sinϑ
d
dϑ
(

sinϑ d
dϑ
)

+ 1
r2 sin2 ϑ

d2

dϕ2 . (A.146c)
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A.21 Herleitung von Gleichung (23.28)

Mit der DefinitionBkAk−
Ak+

 ≡ √
1

2(E +mc2)

 c~k1 + ic~k2
E +mc2 − c~k3
E +mc2 + c~k3

 (A.147)

mit E = ~ωk > 0 , kj = −kj

sind die Spinoren

1uf
(8.75a)=


Af+
Bf

Af−
−Bf

 2uf
(8.75b)=


Bf∗

Af−
−Bf∗

Af+

 (A.148a)

1vf
(8.75c)=


Af+
Bf

−Af−
Bf

 2vf
(8.75d)=


Bf∗

Af−
Bf∗

−Af+

 . (A.148b)

Wir berechnen das Spinorprodukt

rαūf rβuk = rαuf+ γ0 rβuk =

=(8.15a)
(
rαuf ∗1

rαuf ∗2
rαuf ∗3

rαuf ∗4

)
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0



rβuk1
rβuk2
rβuk3
rβuk4


= rαuf∗3

rβuk1 + rαuf∗4
rβuk2 + rαuf∗1

rβuk3 + rαuf∗2
rβuk4 . (A.149)

Im Einzelnen ist

1ūf 1uk = Af− A
k
+ −Bf∗ Bk +Af+ Ak− −Bf∗ Bk (A.150a)

1ūf 2uk = Af− B
k∗ −Bf∗ Ak− −A

f
+ Bk∗ +Bf∗ Ak+ (A.150b)

2ūf 1uk = −Bf Ak+ +Af+ Bk +Bf Ak− −A
f
− B

k (A.150c)
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2ūf 2uk = −Bf Bk∗ +Af+ Ak− −Bf Bk∗ +Af− A

k
+ (A.150d)

1ūf 1vk = Af− A
k
+ −Bf∗ Bk −A

f
+ Ak− +Bf∗ Bk (A.150e)

1ūf 2vk = Af− B
k∗ −Bf∗ Ak− +Af+ Bk∗ −Bf∗ Ak+ (A.150f)

2ūf 1vk = −Bf Ak+ +Af+ Bk −Bf Ak− +Af− B
k (A.150g)

2ūf 2vk = −Bf Bk∗ +Af+ Ak− +Bf Bk∗ −Af− Ak+ (A.150h)
1̄vf 1uk = −Af− Ak+ +Bf∗ Bk +Af+ Ak− −Bf∗ Bk (A.150i)
1̄vf 2uk = −Af− Bk∗ +Bf∗ Ak− −A

f
+ Bk∗ +Bf∗ Ak+ (A.150j)

2̄vf 1uk = Bf Ak+ −A
f
+ Bk +Bf Ak− −A

f
− B

k (A.150k)
2̄vf 2uk = Bf Bk∗ −Af+ Ak− −Bf Bk∗ +Af− A

k
+ (A.150l)

1̄vf 1vk = −Af− Ak+ +Bf∗ Bk −Af+ Ak− +Bf∗ Bk (A.150m)
1̄vf 2vk = −Af− Bk∗ +Bf∗ Ak− +Af+ Bk∗ −Bf∗ Ak+ (A.150n)
2̄vf 1vk = Bf Ak+ −A

f
+ Bk −Bf Ak− +Af− B

k (A.150o)
2̄vf 2vk = Bf Bk∗ −Af+ Ak− +Bf Bk∗ −Af− Ak+ . (A.150p)

Im nichtrelativistischen Grenzfall gelten wegenBkAk−
Ak+

 ≡ √
1

2(E +mc2)

 c~k1 + ic~k2
E +mc2 − c~k3
E +mc2 + c~k3

 |c~k|�mc2

≈

 0√
mc2
√
mc2

 (A.151)

für die Spinoren die einfachen Ausdrücke

1uf ≈


√
mc2

0√
mc2

0

 2uf ≈


0√
mc2

0√
mc2

 (A.152a)
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1vf ≈


√
mc2

0
−
√
mc2

0

 2vf ≈


0√
mc2

0
−
√
mc2

 (A.152b)

falls |c~f | � mc2 ,

mit denen man die Näherungen

rūf suk ≈ 2mc2 δrs (A.153a)
rūf svk ≈ 0 (A.153b)
rv̄f suk ≈ 0 (A.153c)
rv̄f svk ≈ −2mc2 δrs (A.153d)

rūf γ0 suk ≈ 2mc2 δrs (A.153e)
rūfγ0 svk ≈ 0 (A.153f)
rv̄f γ0 suk ≈ 0 (A.153g)
rv̄f γ0 svk ≈ 2mc2 δrs (A.153h)
rūf γ1 suk ≈ 0 (A.153i)
rūf γ1 svk ≈ −2mc2(1− δrs) (A.153j)
rv̄f γ1 suk ≈ −2mc2(1− δrs) (A.153k)
rv̄f γ1 svk ≈ 0 (A.153l)
rūf γ2 suk ≈ 0 (A.153m)
rūf γ2 svk ≈ i2mc2(1− δrs)(δr1 − δr2) (A.153n)
rv̄f γ2 suk ≈ i2mc2(1− δrs)(δr1 − δr2) (A.153o)
rv̄f γ2 svk ≈ 0 (A.153p)
rūf γ3 suk ≈ 0 (A.153q)
rūf γ3 svk ≈ 2mc2δrs(δr2 − δr1) (A.153r)
rv̄f γ3 suk ≈ 2mc2δrs(δr2 − δr1) (A.153s)
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rv̄f γ3 svk ≈ 0 (A.153t)

falls |c~f | � mc2 und |c~k| � mc2

im nichtrelativistischen Grenzfall erhält, die durch Einsetzen von (A.152)
und (8.15) leicht nachgeprüft werden können.

A.22 Herleitung von Gleichung (24.33)

Im Schwerpunktsystem (k4 = −k3) gilt

E2
CM =

(√
~2c2k2

3 +m2
3c

4 +
√
~2c2k2

3 +m2
4c

4
)2

E2
CM − 2~2c2k2

3 − (m2
3 +m2

4)c4 =

= 2
√
~4c4k4

3 + ~2c6k2
3(m2

3 +m2
4) +m2

3m
2
4c

8 .

Nochmal werden beide Seiten quadriert:

4~4c4k4
3 +

(
− 4E2

CM~
2c2 + 4~2c6(m2

3 +m2
4)
)
k2

3 +

+ E4
CM − 2E2

CM(m2
3 +m2

4)c4 + (m2
3 +m2

4)2c8 =
= 4~4c4k4

3 + 4~2c6(m2
3 +m2

4)k2
3 + 4m2

3m
2
4c

8

k2
3 = 4m2

3m
2
4c

8 − E4
CM + 2E2

CM(m2
3 +m2

4)c4 − (m2
3 +m2

4)2c8

−4E2
CM~

2c2

= E4
CM − 2E2

CM(m2
3 +m2

4)c4 + (m2
3 −m2

4)2c8

4E2
CM~

2c2 ,

woraus schließlich folgt:

|k3| =
S34

2ECM~c
mit (A.154)

S34 ≡
√(

E2
CM − (m3 +m4)2c4)(E2

CM − (m3 −m4)2c4)
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A.23 Die Gauß’sche Integralformel

Wir geben die Formel für das Gauß’sche Integral mit reellem Exponenten
und mit n-dimensionalen Vektoren ohne Beweis an:

x ≡ {x1, . . . , xn} , b ≡ {b1, . . . , bn} , a > 0 , xj , bj , a ∈ R
+∞∫
−∞

dnx exp
{
− ax2 + bx

}
=
(π
a

)n/2
exp

{ b2
4a
}

(A.155a)

Die Bedingung a > 0 garantiert die Konvergenz des Integrals. Ebenfalls
ohne Beweis stellen wir fest, dass die Formel auch gilt„ wenn sowohl xj als
auch a imaginär sind:

xj → ixj , bx→ ibx , a→ ia , xj , bj , a ∈ R

Mit diesen Substitutionen lautet die Integralformel

x ≡ {x1, . . . , xn} , b ≡ {b1, . . . , bn} , xj , bj , a ∈ R
+∞∫
−∞

idnx exp
{
iax2 + ibx

}
=
( π
ia

)n/2
exp

{ b2
4ia

}
+∞∫
−∞

dnx exp
{
iax2 + ibx

}
= (−i)1+n/2

(π
a

)n/2
exp

{−ib2
4a

}
. (A.155b)

Die Einschränkung a > 0 wäre beim rein imaginären Argument der Expo-
nentialfunktion sinnlos. Sie kann entfallen, weil die Konvergenz des Integrals
durch die mit immer größerem |x| immer schneller oszillierende Exponen-
tialfunktion sichergestellt wird.
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A.24 Herleitung von (26.12)

Zur Berechnung von FαβP = (26.5) werden eine Reihe trickreicher Umfor-
mungen1 durchgeführt. Weil die N + 1 Summanden alle die gleiche Form
haben, schreiben wir die Umformungen nur für einen Summanden aus. Es
versteht sich aber, dass die gleichen Umformungen auf alle N+1 Summanden
angewendet werden.

Weil die Faktoren unter der Spur zyklisch vertauscht werden dürfen, liest
man aus dem Vergleich der Spur in (26.5) mit der Spur in (24.61) ab:

Sp
{(
γσ(kγ + k)σ +m c

~

)
γβ
(
γτkτ +m c

~

)
γα
}

=

= 4
(
(kγ + k)βkα − (kγ + k)kgβα + (kγ + k)αkβ + (m c

~)
2gβα

)
= −4

(d
dr1β

d
dr2α

− d
dr1

d
dr2

gβα + d
dr1α

d
dr2β

− (m c
~)

2gβα
)

exp{ir1(kγ + k) + ir2k}
∣∣∣∣
r1=r2=0

(A.156)

Die Nenner der Integranden in (26.5) werden mit

∞∫
0

ds exp{is(K + iε)} = exp{isK − sε}
i(K + iε)

∣∣∣∣∞
0

=

= 0− 1
i(K + iε) = i

K + iε
mit K, ε ∈ R und ε > 0

umgeformt:

i(
(kγ + k)2 −m2 c2

~2 + iε′
)(
k2 −m2 c2

~2 + iε′
) =

∞∫
0

ds1

∞∫
0

ds2

· exp
{
is1
(
(kγ + k)2 −m2 c2

~2

)
+ is2

(
k2 −m2 c2

~2

)}
(A.157)

1 Dies im Folgenden geschilderte originelle Verfahren zur Berechnung der Vakuumpolari-
sation findet sich im Buch von Greiner und Reinhardt [6, Abschnitt 5.2].
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Die kleinen Summanden iε′ wurden bisher eingeschoben, um die Pole bei
(kγ + k)2 = m2c2/~2 und bei k2 = m2c2/~2 zu vermeiden. In der Expo-
nentialfunktion sind sie nicht mehr erforderlich. Die vier neu eingeführten
Parameter haben die Dimensionen

[rj ] = Länge [sj ] = Länge2 . (A.158)

Nach diesen Manipulationen sieht der erste Summand in (26.5) folgender-
maßen aus:

− i 4q2

~2

∞∫
0

ds1

∞∫
0

ds2
1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π

·
(d

dr1β

d
dr2α

− d
dr1

d
dr2

gβα + d
dr1α

d
dr2β

− (m c
~)

2gβα
)

· exp
{
i(s1 + s2)k2 + i(r1 + r2 + s12kγ)k

}∣∣∣∣
r1=r2=0

· exp
{
i(r1kγ + s1k

2
γ)
}∣∣∣∣
r1=r2=0

(A.159)

Nur die erste Exponentialfunktion hängt von k ab. Man kann die Summe und
das Integral über k unter Beachtung von (7.5) mithilfe der in Anhang A.23
angegebenen Formel für das Gauß’sche Integral mit imaginärem Exponenten
und 4-dimensionalen Vektoren ausführen:

1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π exp
{
i(s1 + s2)k2 + i(r1 + r2 + s12kγ)k

}
(A.155b)= −i

16π2(s1 + s2)2 exp
{−i(r1 + r2 + s12kγ)2

4(s1 + s2)
}
. (A.160)

Das wird in (A.159) eingesetzt:
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(A.159) =
∞∫
0

ds1

∞∫
0

ds2
−q2

4π2~2(s1 + s2)2

·
(d

dr1β

d
dr2α

− d
dr1

d
dr2

gβα + d
dr1α

d
dr2β

− (m c
~)

2gβα
)

· exp
{−i(r2

1 + r2
2 + 4s2

1k
2
γ + 2r1r2 + 4r1s1kγ + 4r2s1kγ)

4(s1 + s2) +

+ i(r1kγ + s1k
2
γ)− i(s1 + s2)m2 c2

~2

}∣∣∣∣
r1=r2=0

(A.161)

Jetzt müssen die Ableitungen der Exponentialfunktion ausgeführt werden.

d
dr1β

d
dr2α

exp
{
. . .
}∣∣∣∣
r1=r2=0

=

= d
dr1β

−i(2rα2 + 2rα1 + 4s1k
α
γ )

4(s1 + s2) exp
{
. . .
}∣∣∣∣
r1=r2=0

=
( −i2gαβ

4(s1 + s2) −
i(2rα2 + 2rα1 + 4s1k

α
γ )

4(s1 + s2) ·

·
(−i(2rβ1 + 2rβ2 + 4s1k

β
γ

4(s1 + s2) + ikβγ

))
exp

{
. . .
}∣∣∣∣
r1=r2=0

=
( −igαβ

2(s1 + s2) +
s1s2k

α
γ k

β
γ

(s1 + s2)2

)
exp

{ is1s2k
2
γ

s1 + s2
− i(s1 + s2)m2 c2

~2

}
(A.162)

Beim dritten Ableitungs-Summanden in (A.159) sind lediglich, die Indizes α
und β vertauscht, was auf den Wert der Ableitung keinen Einfluss hat. Den
zweiten Ableitungs-Summanden in (A.159) erhält man durch Multiplikation
von (A.162) mit

∑
α

∑
β gαβ:

d
dr1

d
dr2

exp
{
. . .
}∣∣∣∣
r1=r2=0

=
( −2i
s1 + s2

+
s1s2k

2
γ

(s1 + s2)2

)
exp

{
. . .
}

Also ist
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(A.159) =
∞∫
0

ds1

∞∫
0

ds2
−q2

4π2~2(s1 + s2)2

(2s1s2(kαγ kβγ − k2
γg
αβ)

(s1 + s2)2 +

+ igαβ

s1 + s2
−
s1s2(1− 2)k2

γg
αβ

(s1 + s2)2 − (m c
~)

2gαβ
)

· exp
{ is1s2k

2
γ

s1 + s2
− i(s1 + s2)m2 c2

~2

}
. (A.163)

Die beiden grün gefärbten Summanden, die zusammen Null ergeben, wurden
zusätzlich eingefügt. Man beachte, dass die Divergenz, die im ursprünglichen
Integral (26.5) bei k → ±∞ auftrat, durch die Umformungen nach s1, s2 → 0
transformiert wurde. Bei s1, s2 → ∞ gibt es keine Divergenz, weil das
Argument der Exponentialfunktion imaginär ist.

Wir haben die Umformung am Beispiel des ersten Summanden von (26.5)
vorgeführt. Wir haben aber auch betont, dass die gleiche Umformung für
alle N + 1 Summanden erfolgt. Zum Zweck einer kompakten Schreibweise
definieren wir

C0 ≡ 1 M0 ≡ m s ≡ s1 + s2 , (A.164)

woraus mit (26.6)

N∑
j=0

Cj = 0 (A.165)

folgt, und schreiben (26.5) in der Form

FαβP
(26.5)= lim

Mj→∞

∞∫
0

ds1

∞∫
0

ds2
−q2

4π2~2s2

N∑
j=0

Cj

(
2s1s2(kαγ kβγ − k2

γg
αβ)

s2 + gαβ
( i
s

+
s1s2k

2
γ

s2 − (Mj
c
~)

2
))

· exp
{ is1s2k

2
γ

s
− isM2

j
c2

~2

}
. (A.166)
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Wir merken an, dass limMj→∞ sich nur auf j ≥ 1 bezieht, nicht aufM0 = m.
Wir wollen jetzt zeigen, dass nur der erste Summand in der grünen Klammer
überlebt, und das Integral über den Rest Null ergibt. Wir behaupten also

∞∫
0

ds1

∞∫
0

ds2
1
s2

N∑
j=0

Cj
( i
s

+
s1s2k

2
γ

s2 − (Mj
c
~)

2
)

· exp
{ is1s2k

2
γ

s
− isM2

j
c2

~2

} ?= 0 . (A.167)

Zum Beweis der Behauptung schreiben wir diesen Ausdruck ein weiteres
mal mit einem Ableitungsparameter r:

(A.167) =
∞∫
0

ds1

∞∫
0

ds2
(−i)
s3

d
dr

1
r

N∑
j=0

Cj

· exp
{
ir
(s1s2k

2
γ

s
− sM2

j
c2

~2

)}∣∣∣∣
r=1

=
∞∫
0

ds1

∞∫
0

ds2
(−i)
s3

N∑
j=0

Cj
(
i
s1s2k

2
γ

s
− isM2

j
c2

~2 − 1
)

· exp
{
i
(s1s2k

2
γ

s
− sM2

j
c2

~2

)}
Für den folgenden Beweisschritt ist es wichtig, dass die Ableitung nach r
vor die Integrale über s1 und s2 gezogen werden darf. Das ist nur korrekt
wenn die Integrale konvergieren, was auf den ersten Blick für s1, s2 → 0
nicht offensichtlich ist. Eine Divergenz könnte nur auftreten, wenn beide
Integrationsvariablen gleichzeitig gegen Null gehen. Dann wird der Integrand

lim
s1,s2→0

N∑
j=0

Cj
(
i

s1s2k
2
γ

(s1 + s2)4 −
i

(s1 + s2)2M2
j
c2

~2

− 1
(s1 + s2)3

)

· exp
{
i
( s1s2k

2
γ

s1 + s2
− (s1 + s2)M2

j
c2

~2

)}
=
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= lim
s1,s2→0

N∑
j=0

Cj
1

(s1 + s2)3 exp{0} (A.168)

von Mj unabhängig, weil die Exponentialfunktion gegen exp{0} = 1 kon-
vergiert und der Term (s1 + s2)-3 schneller wächst als die beiden anderen
in der gleichen Klammer. Dadurch ergibt die Summe über j wegen (A.165)
für s1, s2 → 0 Null, und das Integral konvergiert.
Deshalb kann man den Ausdruck mit der Substitution si → s̃i ≡ rsi

folgendermaßen schreiben:

(A.167) = d
dr

∞∫
0

ds̃1

∞∫
0

ds̃2
(−i)
s̃3

N∑
j=0

Cj

· exp
{
i
( s̃1s̃2k

2
γ

s̃
− s̃M2

j
c2

~2 −
s̃

i
ε′
)}∣∣∣∣

r=1
= 0 (A.169)

Das Integral hängt nicht von r ab, so dass die Ableitung Null ist. Damit ist
(A.167) bewiesen, und es gilt

FαβP =(26.5) lim
Mj→∞

(kαγ kβγ − k2
γg
αβ) Π(kγ) (A.170a)

Π(kγ) ≡
∞∫
0

ds1

∞∫
0

ds2
−q2s1s2
2π2~2s4

N∑
j=0

Cj exp
{ is1s2k

2
γ

s
− isM2

j
c2

~2

}
. (A.170b)

Π(kγ) wird als Polarisationsfunktion bezeichnet, FαβP als Polarisationstensor.
Nun fügt man in die Gleichung der Polarisationsfunktion einen Faktor

1 =
∞∫
0

ds δ(s− s1 − s2)

ein. Dieser Faktor bewirkt, dass s ab sofort als unabhängige Variable zu
betrachten ist und die Definition s ≡ s1 + s2 von (A.164) nicht mehr gilt.
Anschließend substituiert man si → sis. Die Variable s wird – weil sie von
den si unabhängig ist – von der Substitution nicht berührt:
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Π(kγ) =
∞∫
0

ds1

∞∫
0

ds2

∞∫
0

ds δ(s− s1s− s2s)
−q2s1s2
2π2~2

N∑
j=0

Cj

· exp
{
is1s2sk

2
γ − isM2

j
c2

~2

}
(A.171)

Man beachte, dass die sj durch diese Substitution dimensionslos geworden
sind. Dagegen behält s die Dimension [s] = Länge2. Schließlich zieht man
den Faktor s aus der Deltafunktion heraus:

Π(kγ) =
1∫

0

ds1

1∫
0

ds2 δ(1− s1 − s2) −q
2s1s2

2π2~2
·B · V (A.172a)

V ≡
{

1 falls s1s2k
2
γ < m2c2/~2

0 falls s1s2k
2
γ ≥ m2c2/~2

(A.172b)

B ≡
N∑
j=0

Cj

∞∫
0

ds
s

exp
{
is1s2sk

2
γ − isM2

j
c2

~2

}
. (A.172c)

Für s1 + s2 > 1 ist der Ausdruck wegen der Deltafunktion Null, deshalb
durfte die obere Grenze der Integrale über s1 und s2 auf 1 geändert werden.
Nur das Integral über s läuft noch bis +∞. Man erkennt jetzt, dass Π(kγ)
und damit auch FαβP = (A.170) ohne Regularisierung durch die Gegenterme
bei s → 0 „nur“ logarithmisch, jedoch entgegen dem Anschein von (26.4)
nicht quadratisch divergieren würde.

Die Funktion V wurde aus folgendem Grund eingefügt: Unsere Berechnung
gilt sowohl für die Modifikation des freien Photonenpropagators (k2

γ = 0),
als auch für die Modifikation raumartiger virtueller Photonen bei t- oder
u-Kanal-Streuung (k2

γ < 0), als auch für die Modifikation zeitartiger virtu-
eller Photonen bei s-Kanal-Streuung (k2

γ > m2c2/~2). Bei k2
γ ≥ 4m2c2/~2

reicht die Energie des Photons zur Erzeugung von zwei realen Teilchen aus.
Dadurch wird ein konkurrierender Kanal eröffnet, der Wahrscheinlichkeit-
samplitude aus dem Selbstenergie-Graphen des Photons absaugt. Formal
macht sich dieser Effekt dadurch bemerkbar, dass bestimmte Terme in den
Formeln imaginär werden, die bei k2

γ < 4m2c2/~2 reell sind.
Weil diese imaginären Terme (die manchmal auch zu negativen Argumen-
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ten von Logarithmen mutieren) keinen Beitrag leisten zu der Wahrschein-
lichkeitsamplitude, die wir eigentlich berechnen wollen, werden sie durch die
Funktion V ausgeblendet. Das Produkt s1s2 kann wegen der Deltafunktion
maximal den Wert 1/4 haben. Wegen dieses Faktors wurde die Grenze in
(A.172b) auf m2c2/~2 und nicht auf 4m2c2/~2 gelegt.

Wir definieren zwei dimensionslose reelle Parameter

0 < ε ∈ R , ε , ε′ , [ε] = [Aj ] = 1

Aj ≡
(
s1s2

k2
γ~

2

m2c2 −
M2
j

m2

)
, (A.173)

und substituieren s durch dimensionslose Parameter rj :

s→ rj = −sAj
m2c2

~2

Damit kann B = (A.172c) folgendermaßen geschrieben werden:

B = lim
ε→0

N∑
j=0

Cj

∞∫
ε~2/(mc)2

ds
s

exp
{
is1s2sk

2
γ − isM2

j
c2

~2︸                       ︷︷                       ︸
isAjm2c2/~2

}
=

= lim
R→∞

lim
ε→0

N∑
j=0

Cj

R∫
−εAj

drj
rj

exp{−irj} (A.174)

Die Funktion V bewirkt, dass es nur dann einen Beitrag zu Π(kγ) gibt, wenn
die untere Integrationsgrenze >0 ist. Zur Berechnung von B untersuchen
wir das Wegintegral

R
Im(z)

Re(z)
ε

ca

ci
I ≡ lim

R→∞
lim
ε→0

∮
�

dz
z

exp{−iz} = 0 ,

(A.175)

das auf dem skizzierten Weg in der komplexen Ebene zu durchlaufen ist. Das



Anhang 759
Teilstück des Integrals auf der reellen Achse entspricht B = (A.174). Nach
dem Cauchy’schen Integralsatz2 ist das geschlossene Wegintegral Null, weil
der Integrand innerhalb der rot gezeichneten Kontur frei von Singularitäten
ist. In Polarkoordinaten (ρ, ϕ) ist die Integrationsvariable

z = ρ exp{iϕ} = ρ(cosϕ+ i sinϕ)
dz
z

= d (ρ exp{iϕ})
ρ exp{iϕ} = d ln(exp{iϕ}) = idϕ .

Im Grenzfall R→∞ trägt der äußere Viertelkreis ca nichts zum Wert von
I bei:

Ica = lim
R→∞

i

3π/4∫
2π

dϕ exp{−iR cosϕ} exp{R sinϕ} = 0 (A.176)

Denn außer am Punkt ϕ = 2π, der das Maß Null hat, ist das Argument der
zweiten Exponentialfunktion negativ reell. Dieser Faktor geht mit R expo-
nentiell gegen Null, während die erste Exponentialfunktion mit wachsendem
R zwischen -1 und 1 oszilliert. Jetzt betrachten wir das Wegintegral über
den inneren Viertelkreis:

Ici = lim
η→0

i

2π∫
3π/4

dϕ exp{−iη(cosϕ+ i sinϕ)} = iϕ
∣∣∣2π
3π/4

= i
π

4

Denn die Exponentialfunktion ist für η → 0 stets Eins. Also ist wegen
(A.175)

B =(A.174) lim
R→∞

lim
ε→0

N∑
j=0

Cj
(
− i π4 −

+iεAj∫
−iR

d(irj)
irj

exp{−irj}
)

2 In [37] findet man eine auf den Bedarf von Physikern zugeschnittene, kurz gefasste
Erklärung dieses wichtigen mathematischen Werkzeugs.
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B = lim
R→∞

lim
ε→0

N∑
j=0

Cj
(
− i π4 −

−εAj∫
+R

dr
r

exp{−r}
)
. (A.177)

Im letzten Schritt wurde irj → r substituiert. Der Integrationsparameter r
ist eine reelle Zahl, die nicht vonMj abhängt. Weil der erste Summand nicht
von Mj abhängt, verschwindet er wegen (A.165). Beim zweiten Summanden
werden die Integrationsgrenzen vertauscht, der Grenzübergang R → ∞
durchgeführt, und partiell integriert:

B = lim
ε→0

N∑
j=0

Cj
(

ln(r) exp{−r}
∣∣∣∞
−εAj

−
∞∫

−εAj

d ln(r) exp{−r}
)

= V lim
ε→0

N∑
j=0

Cj

(
0−

(
ln(ε) + ln(−Aj)

)
exp{+εAj}

−
∞∫

−εAj

d ln(r) exp{−r}
)
. (A.178)

Man kann nicht ausschließen, dass −Aj ≤ 0 ist. Die in (A.172) definierte
Funktion V stellt sicher, dass B in diesem Fall keinen Beitrag zu Π(kγ)
leistet, und die Explosion des Logarithmus keinen Schaden anrichtet. Die
Summanden in

N∑
j=0

Cj lim
ε→0

(
− ln(ε) exp{+εAj} −

∞∫
−εAj

d ln(r) exp{−r}
)

= 0

sind wegen

lim
ε→0

(−εAj) = 0 , lim
ε→0

exp{εAj} = 1

nicht von Mj abhängig, so dass die Summe wegen (A.165) ebenfalls Null
ergibt. Also bleibt nur ein Term übrig:
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B = −
N∑
j=0

Cj ln(−Aj) lim
ε→0

exp{+εAj}︸                  ︷︷                  ︸
1

= −
N∑
j=0

Cj ln
(
(−s1s2k

2
γ +M2

j
c2

~2 ) ~
2

m2c2

)
. (A.179)

Man vergleiche dies mit (A.172c)! Durch die Pauli-Villars-Regularisierung
sind wir von einem logarithmisch divergenten Integral zu diesem endlichen
Ausdruck gelangt. Auf dem langen Herleitungsweg haben wir mehrfach von

N∑
j=0

Cj =(A.165) 0 (A.180a)

C0 =(A.164) 1 M0
(A.164)= m (A.180b)

Gebrauch gemacht. An keiner Stelle mussten wir eine bestimmte Zahl N von
Gegentermen spezifizieren, und nirgendwo war N > 1 erforderlich. Ein ein-
ziger Gegenterm ist ausreichend. Also legen wir uns jetzt einfachheitshalber
auf

N = 1 C1 = −1 M ≡M1 (A.180c)

fest. Außerdem wählen wir M so groß, dass

M2 � −s1s2k
2
γ
~2

c2 ≥ 0

gilt. Damit erhalten wir

B = − ln
(
1−

s1s2k
2
γ~

2

m2c2

)
+ ln

(M2

m2

)
. (A.181)

Dies wird in die Polarisationsfunktion eingesetzt, und die Variable s2 durch
Integration über die Deltafunktion eliminiert:

FαβP =(A.170) (kαγ kβγ − k2
γg
αβ) Π(kγ) (A.182a)
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Π(kγ) =(A.172) lim
M→∞

1∫
0

ds1
−q2s1(1− s1)

2π2~2
· V ·

·
(
− ln

(
1−

s1(1− s1)k2
γ~

2

m2c2

)
+ ln

(M2

m2

))
(A.182b)

V =
{

1 falls s1(1− s1)k2
γ < m2c2/~2

0 falls s1(1− s1)k2
γ ≥ m2c2/~2

(A.182c)

A.25 Beweis von (27.33) bzw. (28.19)

F̃ ′στ =(27.31b) D′σ W̃ ′τ −D′τ W̃ ′σ

=(27.29b) D′σ
(
UW̃τU

† + i~

g
(dτU)U †

)
−

−D′τ
(
UW̃σU

† + i~

g
(dσU)U †

)
F̃ ′στ =(27.23)

U Dσ W̃τU
† − U Dτ W̃σU

†+

+
(
dσ + i

~
g
[
UW̃σU

† + i~

g
(dσU)U †

]) i~
g

(dτU)U †+

−
(
dτ + i

~
g
[
UW̃τU

† + i~

g
(dτU)U †

]) i~
g

(dσU)U †

Mit dσdτU = dτdσU gilt

F̃ ′στ
(27.31b)= UF̃στU

† + UW̃τdσU † − UW̃σdτU †+

+ i~

g
(dτU)dσU † − UW̃σ U

†(dτU)U †︸            ︷︷            ︸
−dτU †

− i~
g

(dσU)U †(dτU)U †︸            ︷︷            ︸
−dτU †

−

− i~

g
(dσU)dτU † + UW̃τ U

†(dσU)U †︸            ︷︷            ︸
−dσU †

+ i~

g
(dτU)U †(dσU)U †︸            ︷︷            ︸

−dσU †

= UF̃στU
† . (A.183)
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Hier wurde die Relation

dσUU † = 0 = (dσU)U † + UdσU † =⇒
=⇒ U †(dσU)U † = −dσU † (A.184)

genutzt, und die kompensierenden Terme wurden farblich gekennzeichnet.

A.26 Herleitung von (19.45)

Wir schreiben die S-Matrix in der Form

Sf1...fnk1...km =(19.43a) 〈taf1 . . .fn | tek1 . . .km〉

= 〈0| af1a . . . afnaa
†
k1e

. . . a†kme |0〉 (A.185)

mit Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, die auf die Zeiten te und ta
bezogen sind. Dass die Fourier-Operatoren, die zeitunabhängig sind und
bleiben, jetzt einen Zeitbezug erhalten, hat folgenden Grund: Unser Ziel
ist es, eine Formulierung der S-Matrix zu finden, die nicht auf den Fourier-
Operatoren, sondern auf den Feldoperatoren ψ(W ) der wechselwirkenden
Teilchen beruht3. Diese Feldoperatoren sind Lösungen von Gleichung (19.4).
Wir kennen diese Lösungen nicht. Sie sind auch nicht nach den Fourier-
Operatoren entwickelbar. Diese Entwicklung ist aber möglich mit den Feld-
operatoren im Wechselwirkungsbild, siehe (19.11). Wir versuchen deshalb,
eine Verknüpfung zwischen den Fourier-Operatoren und den Feldoperatoren
ψ(W ) auf dem Umweg über die Feldoperatoren

ψ(x) (19.11)=
∑
k

√
1

2~ωkΩ
(
ak exp{−ikx} + a†k exp{+ikx}

)
(A.186)

ψ im Wechselwirkungsbild herzustellen. Wir behaupten, dass diese Feldope-
ratoren in der Form

3 Man beachte die in (19.21) festgelegte Umbenennung der Indizes!
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ak = ic

√
~

2ωkΩ

∫
Ω

d3x exp{ikx}←→d0ψ(x) (A.187a)

a†k = −ic
√
~

2ωkΩ

∫
Ω

d3x exp{−ikx}←→d0ψ(x) (A.187b)

mit

F
←→dµG ≡ FdµG− (dµF )G (A.188)

nach den Fourier-Operatoren aufgelöst werden können. Weil für das ungela-
dene Klein-Gordon-Feld ψ† = ψ gilt, ist (A.187b) die adjungierte Gleichung
von (A.187a), und deshalb korrekt, falls (A.187a) korrekt ist. (A.187a) wird
überprüft durch Einsetzen von (A.186):

ak = ic

√
~

2ωkΩ

∫
Ω

d3x exp{ikx}
∑
f

√
1

2~ωfΩ ·

·
(
− if0af exp{−ifx} + if0a†f exp{+ifx}

− ik0(af exp{−ifx} + a†f exp{+ifx})
)

= − c

2Ω

∫
Ω

d3x
∑
f

√
1

ωk ωf

(
− (f0 + k0)af exp{i(k − f)x}+

+ (f0 − k0)a†f exp{+i(k + f)x}
)

(A.189)

Wegen

1
Ω

∫
Ω

d3x exp{−i(k − f)x} (7.12)= δkf (A.190)

ist
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ak = c

2
∑
f

√
1

ωk ωf

(
(f0 + k0)af exp{i(k0 − f0)x0}δkf

− (f0 − k0)a†f exp{+i(k0 + f0)x0}δk,-f
)
. (A.191)

Der zweite Summand ist wegen (7.18) Null, während der erste Summand
wegen k0 = ωk/c mit der linken Seite der Gleichung identisch ist. Damit ist
(A.187a) bewiesen.

Mit der Abkürzung

Nk ≡
√

2~ωkΩ (A.192)

sind die Erzeugungsoperatoren von einlaufenden und auslaufenden Teilchen

a†ke = − i~c

Nk

∫
Ω

d3x exp{−ikx}←→d0ψ(te,x) (A.193a)

a†ka = − i~c

Nk

∫
Ω

d3x exp{−ikx}←→d0ψ(ta,x) . (A.193b)

Die Adjungierten dieser Operatoren sind die Vernichtungsoperatoren ake
eines einlaufenden und aka eines auslaufenden Teilchens. Diese Gleichungen
gelten zur Zeit te bzw. ta, jedoch nicht im Zeitraum te < t < ta der Wechsel-
wirkung. Denn nur zur Zeit t ≤ te und t ≥ ta sind die Feldoperatoren ψ(W )
der Teilchen identisch mit den Feldoperatoren ψ im Wechselwirkungsbild,
und können gemäß (A.186) nach den Fourier-Operatoren entwickelt werden.
Mithilfe des in (15.44) definierten Zeitordnungsoperators versuchen wir,

die S-Matrix folgendermaßen zu schreiben:

Sfk = 〈0| afa a†ke |0〉
??= 〈0|T (afa − afe)(a†ke − a

†
ka) |0〉 (A.194)

Um zu prüfen, ob diese Gleichung korrekt ist, berechnen wir

〈0|T (afa − afe)(a†ke − a
†
ka) |0〉 =

= 〈0|T (afaa†ke − afaa
†
ka − afea

†
ke + afea

†
ka) |0〉 =
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= 〈0| afaa†ke |0〉 − 〈0| afaa
†
ka |0〉 − 〈0| afea

†
ke |0〉+ 〈0| a†kaafe |0〉 .

Die drei letzten Terme sollten Null sein, wie der Vergleich mit der lin-
ken Seite von (A.194) zeigt. Im Fall f i , kj für alle i = 1 . . . n und alle
j = 1 . . .m sind diese Summanden wegen a|0〉 = 〈0|a† = 0 tatsächlich Null.
Falls es aber ein oder mehrere f i = kj gibt (was zu erwarten ist, wenn nur
Selbstwechselwirkung stattfindet), ist nur der letzte Summand Null. Der
zweite Summand ist dann die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafür, dass ein
oder mehrere auslaufende Teilchen mit Wellenzahl kj erzeugt und wieder
vernichtet werden. Der dritte Summand ist dann die Wahrscheinlichkeit-
samplitude dafür, dass ein oder mehrere einlaufende Teilchen erzeugt und
wieder vernichtet werden. Diese beiden Wahrscheinlichkeitsamplituden sind
verschieden von Null, obwohl sie gleich Null sein sollten. Also ist (A.194) in
dieser Form nicht korrekt und muss modifiziert werden.
Das Defizit von (A.194) lässt sich dadurch beheben, dass man ein zeit-

abhängiges Vakuum definiert, auf das die verschiedenen Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren in unterschiedlicher Weise wirken:

|0e〉≡ |0〉
∣∣∣
t≤te

〈0a| ≡ 〈0|
∣∣∣
t≥ta

a†ke|0e〉≡ |k〉 〈0a|ake≡ 0
a†ka|0e〉≡ 0 〈0a|aka≡〈k|

(A.195)

Mit dieser Definition ist

Sfk = 〈0a| afa a†ke |0e〉 = 〈0a|T (afa − afe)(a†ke − a
†
ka) |0e〉 =

= 〈0a| af1a . . . afna a
†
k1e

. . . a†kme |0e〉 =
= 〈0a|T (af1a . . . afna − af1e . . . afme) ·

· (a†f1e
. . . a†fme − a

†
f1a

. . . a†fna) |0e〉 (A.196)

eine korrekte Gleichung.
Man setzt in die S-Matrix deshalb die Differenzen der Fourier-Operatoren

ein, weil man diesen Ausdruck als Funktion von ψ(W )(x) schreiben kann:
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a†ke − a
†
ka = +

ta∫
te

dx0 d0
i~c

Nk

∫
Ω

d3x exp{−ikx}←→d0ψ(W )(x)

Nur für t ≤ te und t ≥ ta ist uns ψ(W )(t,x) = ψ(t,x) bekannt. Aber diese
Kenntnis reicht aus, um dies raffinierte Integral über ψ(W )(x) im Zeitraum
te ≤ t ≤ ta zu formulieren. Wir formen es weiter um:

a†ke − a
†
ka = i~c

Nk

ta∫
te

∫
Ω

d4x d0
(

exp{−ikx}d0ψ(W )(x) +

+ ik0 exp{−ikx}ψ(W )(x)
)

= i~c

Nk

ta∫
te

∫
Ω

d4x
(

− ik0 exp{−ikx}d0ψ(W )(x) + exp{−ikx}d0d0ψ(W )(x) +

+ (k0)2 exp{−ikx}ψ(W )(x) + ik0 exp{−ikx}d0ψ(W )(x)
)

(A.197)

Zwei Summanden kompensieren sich. Außerdem ist

k0k0 = kjkj + m2c2

~2

=⇒ (k0)2 exp{−ikx} =
(m2c2

~2
−∇2

)
exp{−ikx} . (A.198)

Während des Integrationszeitraums te ≤ t ≤ ta hat ψ(W )(x) am Rand des
Normierungsvolumens Ω mit Sicherheit die Amplitude Null. Deshalb kann
man einen Term im dritten Summanden von (A.197) durch zweimalige
partielle Integration in folgender Weise umformen:

−
∫
Ω

d3xψ(W )(x)∇2 exp{−ikx} =
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= −ψ(W )(x)∇ exp{−ikx}
∣∣∣∣
Ω︸                                 ︷︷                                 ︸

0

+
∫
Ω

d3x
(
∇ψ(W )(x)

)
∇ exp{−ikx} =

=
(
∇ψ(W )(x)

)
exp{−ikx}

∣∣∣∣
Ω︸                                  ︷︷                                  ︸

0

−
∫
Ω

d3x
(
∇2ψ(W )(x)

)
exp{−ikx}

Das Zeichen
∣∣∣
Ω
bedeutet, dass der Wert am Rand des Normierungsvolumens

einzusetzen ist. Damit folgt

a†ke − a
†
ka = i~c

Nk

ta∫
te

∫
Ω

d4x
(

exp{−ikx}d0d0ψ(W )(x)

− exp{−ikx}∇2ψ(W )(x) + exp{−ikx}m
2c2

~2
ψ(W )(x)

)
= −i~c

Nk

ta∫
te

∫
Ω

d4x exp{−ikx}
(
− d

dxµ
d
dxµ

− m2c2

~2

)
ψ(W )(x) .

Wegen −(a†ke − a
†
ka)†

k→f= afa − afe erhält man die Differenz afa − afe,
wenn man das negative adjungierte von a†ke − a

†
ka nimmt und überall k

durch f ersetzt:

afa − afe = −i~c
Nf

ta∫
te

∫
Ω

d4y exp{+ify} ·

·
(
− d

dyµ
d
dyµ
− m2c2

~2

)
ψ(W )(y) (A.199)

Damit lautet das Matrixelement
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Sfk = 〈f |S |k〉 (A.196)=

= (−i~c)
Nk

(−i~c)
Nf

ta∫
te

∫
Ω

d4y exp{+ify}
ta∫
te

∫
Ω

d4x exp{−ikx} ·

·
(
− d

dxµ
d
dxµ

− m2c2

~2

)(
− d

dyµ
d
dyµ
− m2c2

~2

)
G(y, x)

mit G(y, x) ≡ 〈0|Tψ(W )(y)ψ(W )(x) |0〉 . (A.200)

Die Funktion G(y, x) (A.196)= G(y1, . . . , yn, x1, . . . , xm) wird als Multi-Punkt
Greensfunktion bezeichnet. Wenn G(y, x) eine Lösung der freien Klein-
Gordon-Gleichung wäre, dann wäre diese Gleichung Null. G(y, x) ist aber
eine Lösung der inhomogenen Gleichung (12.4). Also ist (A.200) von Null
verschieden. Der Trick besteht nun darin, die Differentialoperatoren nicht
unmittelbar auf G(y, x) anzuwenden, sondern zunächst eine Fourier-Trans-
formation auszuführen. Damit findet man(

− d
dxµ

d
dxµ

− m2c2

~2

)(
− d

dyµ
d
dyµ
− m2c2

~2

)
G(y, x) =

=(7.15)
(
− d

dxµ
d
dxµ

− m2c2

~2

)(
− d

dyµ
d
dyµ
− m2c2

~2

)

· 1
Ω
∑
k

+∞∫
−∞

dk0

2π
1
Ω
∑
f

+∞∫
−∞

df0

2π G̃(k, f) exp{−i(kx+ fy)} =

=
(

+ k2 − m2c2

~2

)(
+ f2 − m2c2

~2

)
G(y, x)

=(12.7) i

~c
G̃-1(k) i

~c
G̃-1(f)G(y, x) , 0 . (A.201)

Schließlich schreiben wir wieder explizit aus, dass es sich bei k und f um
Produkte handelt, und fügen Nk = (A.192) ein:

Sf1...fnk1...km = 〈f1 . . .fn|S |k1 . . .km〉 =
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=
n∏
j=1

G̃-1(fj)√
2~ωfjΩ

ta∫
te

∫
Ω

d4yj exp{+ifjyj} ·

·
m∏
l=1

G̃-1(kl)√
2~ωklΩ

ta∫
te

∫
Ω

d4xl exp{−iklxl} ·

· 〈0|Tψ(W )(y1) . . . ψ(W )(yn)ψ(W )(x1) . . . ψ(W )(xm) |0〉 (A.202)

Man beachte, dass die Integrale über x und y sich auch auf das Matrixele-
ment in der letzten Zeile erstrecken. Der Zeitordnungsoperator T bewirkt,
dass im Fall y0 > x0 die in ψ(W )(xj) enthaltenen Operatoren nach rechts
wirken. Die Erzeugungsoperatoren a†kj erzeugen Teilchen | 〉, die Vernich-
tungsoperatoren akj ergeben Summanden mit Wert Null. Die in ψ(W )(yi)
enthaltenen Operatoren af i wirken nach links als Erzeugungsoperatoren
und erzeugen Teilchen 〈 |. Die Operatoren a†f i wirken nach links als Ver-
nichtungsoperatoren und ergeben Summanden mit Wert Null. Bei x0 < y0

wechseln die Feldoperatoren die Plätze. In diesem Fall erzeugen die a†f i
einlaufende Teilchen | 〉, und die akj erzeugen auslaufende Teilchen 〈 |. In
jedem Fall werden einlaufende Teilchen im Zustand | 〉 und auslaufende
Teilchen im Zustand 〈 | erzeugt. Eine Unterscheidung zwischen |0e〉 und |0a〉
ist nicht mehr erforderlich.

A.27 Einige Spinor-Produkte

Wir wollen Produkte der Spinoren

1uk = N


A+
B
A−
−B

 , 2uk = N


B∗

A−
−B∗
A+

 , 1vk = N


A+
B
−A−
B
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2vk = N


B∗

A−
B∗

−A+

 ,

1ūk = N
(
A− −B∗ A+ B∗

)
2ūk = N

(
−B A+ B A−

)
1̄vk = N

(
−A− B∗ A+ B∗

)
2̄vk = N

(
B −A+ B A−

) (A.203a)

berechnen. Ihre Komponenten sind gemäß (A.65)

N ≡
√

1
2(~ωk +mc2) (A.203b)

A+ ≡ ~ωk +mc2 + c~k3 (A.203c)
B ≡ c~k1 + ic~k2 (A.203d)
A− ≡ ~ωk +mc2 − c~k3 . (A.203e)

Zunächst berechnen wir die Produkte Xγρ Y mit

X ≡
(
X1 X2 X3 X4

)
, Y ≡


Y1
Y2
Y3
Y4

 , γρ = (8.15) . (A.204a)

Xγ0 Y = X3Y1 +X4Y2 +X1Y3 +X2Y4 (A.204b)
Xγ1 Y = −X4Y1 −X3Y2 +X2Y3 +X1Y4 (A.204c)
Xγ2 Y = i(−X4Y1 +X3Y2 +X2Y3 −X1Y4) (A.204d)
Xγ3 Y = −X3Y1 +X4Y2 +X1Y3 −X2Y4 (A.204e)

Durch Kombination von (A.203) und (A.204) erhält man

1ūkγ0 1uk = N2(A2
+ + |B|2 +A2

− + |B|2) = 2~ωk = 2c~k0

1ūkγ1 1uk = N2(−B∗A+ −A+B −B∗A− −A−B) = 2c~k1

1ūkγ2 1uk = iN2(−B∗A+ +A+B −B∗A− +A−B) = 2c~k2

1ūkγ3 1uk = N2(−A2
+ + |B|2 +A2

− − |B|2) = 2c~k3
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1ūkγ0 2uk = N2(A+B
∗ +B∗A− −A−B∗ −B∗A+) = 0

1ūkγ1 2uk = N2(−B∗B∗ −A+A− +B∗B∗ +A−A+) = 0
1ūkγ2 2uk = iN2(−B∗B∗ +A+A− +B∗B∗ −A−A+) = 0
1ūkγ3 2uk = N2(−A+B

∗ +B∗A− −A−B∗ +B∗A+) = 0
1ūkγ0 1vk = N2(A+A+ +B∗B −A−A− −B∗B)
1ūkγ1 1vk = N2(−B∗A+ −A+B +B∗A− +A−B)
1ūkγ2 1vk = iN2(−B∗A+ +A+B +B∗A− −A−B)
1ūkγ3 1vk = N2(−A+A+ +B∗B −A−A− +B∗B)
1ūkγ0 2vk = N2(A+B

∗ +B∗A− +A−B
∗ +B∗A+)

1ūkγ1 2vk = N2(−B∗B∗ −A+A− −B∗B∗ −A−A+)
1ūkγ2 2vk = iN2(−B∗B∗ +A+A− −B∗B∗ +A−A+)
1ūkγ3 2vk = N2(−A+B

∗ +B∗A− +A−B
∗ −B∗A+)

2ūkγ0 1uk = N2(BA+ +A−B −BA− −A+B) = 0
2ūkγ1 1uk = N2(−A−A+ −BB +A+A− +BB) = 0
2ūkγ2 1uk = iN2(−A−A+ +BB +A+A− −BB) = 0
2ūkγ3 1uk = N2(−BA+ +A−B −BA− +A+B) = 0
2ūkγ0 2uk = N2(|B|2 +A2

− + |B|2 +A2
+) = 2~ωk = 2c~k0

2ūkγ1 2uk = N2(−A−B∗ −BA− −A+B
∗ −BA+) = 2c~k1

2ūkγ2 2uk = iN2(−A−B∗ +BA− −A+B
∗ +BA+) = 2c~k2

2ūkγ3 2uk = N2(−|B|2 +A2
− + |B|2 −A2

+) = 2c~k3

2ūkγ0 1vk = N2(BA+ +A−B +BA− +A+B)
2ūkγ1 1vk = N2(−A−A+ −BB −A+A− −BB)
2ūkγ2 1vk = iN2(−A−A+ +BB −A+A− +BB)
2ūkγ3 1vk = N2(−BA+ +A−B +BA− −A+B)
2ūkγ0 2vk = N2(BB∗ +A−A− −BB∗ −A+A+)
2ūkγ1 2vk = N2(−A−B∗ −BA− +A−B

∗ −BA+)



Anhang 773
2ūkγ2 2vk = iN2(−A−B∗ +BA− +A+B

∗ −BA+)
2ūkγ3 2vk = N2(−BB∗ +A−A− −BB∗ +A+A+)
1v̄ kγ0 1uk = N2(A+A+ +B∗B −A−A− −B∗B)
1v̄ kγ1 1uk = N2(−B∗A+ −A+B +B∗A− +A−B)
1v̄ kγ2 1uk = iN2(−B∗A+ +A+B +B∗A− −A−B)
1v̄ kγ3 1uk = N2(−A+A+ +B∗B −A−A− +B∗B)
1v̄ kγ0 2uk = N2(A+B

∗ +B∗A− +A−B
∗ +B∗A+)

1v̄ kγ1 2uk = N2(−B∗B∗ −A+A− −B∗B∗ −A−A+)
1v̄ kγ2 2uk = iN2(−B∗B∗ +A+A− −B∗B∗ +A−A+)
1v̄ kγ3 2uk = N2(−A+B

∗ +B∗A− +A−B
∗ −B∗A+)

1v̄ kγ0 1vk = N2(A2
+ + |B|2 +A2

− + |B|2) = 2~ωk = 2c~k0

1v̄ kγ1 1vk = N2(−B∗A+ −A+B −B∗A− −A−B) = 2c~k1

1v̄ kγ2 1vk = iN2(−B∗A+ +A+B −B∗A− +A−B) = 2c~k2

1v̄ kγ3 1vk = N2(−A2
+ + |B|2 +A2

− − |B|2) = 2c~k3

1v̄ kγ0 2vk = N2(A+B
∗ +B∗A− −A−B∗ −B∗A+) = 0

1v̄ kγ1 2vk = N2(−B∗B∗ −A+A− +B∗B∗ +A−A+) = 0
1v̄ kγ2 2vk = iN2(−B∗B∗ +A+A− +B∗B∗ −A−A+) = 0
1v̄ kγ3 2vk = N2(−A+B

∗ +B∗A− −A−B∗ +B∗A+) = 0
2v̄ kγ0 1uk = N2(BA+ +A−B +BA− +A+B)
2v̄ kγ1 1uk = N2(−A−A+ −BB −A+A− −BB)
2v̄ kγ2 1uk = iN2(−A−A+ +BB −A+A− +BB)
2v̄ kγ3 1uk = N2(−BA+ +A−B +BA− −A+B)
2v̄ kγ0 2uk = N2(BB∗ +A−A− −BB∗ −A+A+)
2v̄ kγ1 2uk = N2(−A−B∗ −BA− +A+B

∗ +BA+)
2v̄ kγ2 2uk = iN2(−A−B∗ +BA− +A+B

∗ −BA+)
2v̄ kγ3 2uk = N2(−BB∗ +A−A− −BB∗ +A+A+)
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2v̄ kγ0 1vk = N2(BA+ +A−B −BA− −A+B) = 0
2v̄ kγ1 1vk = N2(−A−A+ −BB +A+A− +BB) = 0
2v̄ kγ2 1vk = iN2(−A−A+ +BB +A+A− −BB) = 0
2v̄ kγ3 1vk = N2(−BA+ +A−B −BA− +A+B) = 0
2v̄ kγ0 2vk = N2(|B|2 +A2

− + |B|2 +A2
+) = 2~ωk = 2c~k0

2v̄ kγ1 2vk = N2(−A−B∗ −BA− −A+B
∗ −BA+) = 2c~k1

2v̄ kγ2 2vk = iN2(−A−B∗ +BA− −A+B
∗ +BA+) = 2c~k2

2v̄ kγ3 2vk = N2(−|B|2 +A2
− + |B|2 −A2

+) = 2c~k3 .

Offenbar ist das allgemeine Resultat:

rūkγρ suk = rv̄ kγρ svk = 2c~kρδrs (A.205a)
rūkγρ svk , 0 , rv̄ kγρ suk , 0 (A.205b)

A.28 Einige Integrale

[64, Integral 187] :
∫

dxx2
√
x2 + a2 = (A.206)

= x(x2 + a2)3/2

4 − a2

8
[
x
√
x2 + a2 + a2 ln(x+

√
x2 + a2 )

]

[64, Integral 194] :∫
dx x2
√
x2 + a2

== x

2
√
x2 + a2 − a2

2 ln
(
x+

√
x2 + a2

)
(A.207)
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